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УЗАГАЛЬНЕННЯ ФУНКЦІОНАЛУ ЛАГРАНЖА В ЗАДАЧАХ 
НЕЛІНІЙНОГО ПРОГРАМУВАННЯ 
 

Розглядається модифікація функціоналу Лагранжа при рішенні задач умовного оптимального 
проектування конструкцій, яка систематизує існуючі підходи. 

 
The modification of Lagrange functional in problem of optimum designing is consider. 

 
1. Актуальність проблеми. В інженерній, організаторській діяльності, 

в економіці і багатьох інших сферах виникає безліч задач оптимізаційного 
характеру. Як правило, кожна з них має декілька можливих варіантів рішен-
ня. Зрозумілим є прагнення знайти «найкращий». 

З точки зору математики ця проблема пов’язана з пошуком параметрів, 
які забезпечують досягнення системою екстремуму функціоналу цілі (extr). 
Широкий клас задач параметричної оптимізації зводиться до рішення задач 

нелінійного програмування (НП). Оптимізація (Opti) як один з нових напря-
мків сучасної математики інтенсивно розвивається. Незважаючи на значні 
ресурси затрачені багатьма науковцями не створено усталеного алгоритму 
чисельної оптимізації для достатньо широкого класу практичних задач, особ-
ливо з обмеженнями-нерівностями. 

 
2. Постановка оптимізаційної задачі. В роботі розглядається задача 

параметричної оптимізації з обмеженнями типу рівності-нерівності, відомої 
як задача нелінійного програмування (НП). В загальному вигляді вона фор-
мулюється так: 
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де }x,...,x,x{x n21
T =  – вектор параметрів проектування; Ω – область 

допустимих значень; 0)x(,0)x( jj ≤Ω=ω  –  обмеження рівності – нері-

вності; )x(,)x(,)x(f jj Ωω  – неперервні функції. 

Найбільш вагомим теоретичним результатом в задачах умовної оптимі-
зації з обмеженнями-нерівностями є умови Куна-Такера, згідно з якими пи-
тання визначення точок-«кандидатів» на extr пов’язане з аналізом сформу-
льованої системи нелінійних співвідношень. В даній роботі розглядається 
узагальнення форми функціоналу Лагранжа та змісту невизначених множни-
ків, яке в певній мірі систематизує підходи рішення цих задач. 



3. Основні положення алгоритму. Задача НП добре відома, теоретичні 
та обчислювальні аспекти пошуку оптимального рішення викладені в багато-
численній учбовій та науковій літературі [1]. Коротко сформулюємо її суттє-
ві моменти. Потрібно знайти точку x*, яка задовольняє умовам (2) та такої, 
що для всякої іншої в невеликій околиці виконується умова 

.)x(f)x(f ≤∗  
Точка x* може знаходитись як всередині області Ω, так і на границі. 
Є один частинний випадок загальної задачі НП (1,2), коли система міс-

тить лише обмеження-рівності. Ця класична задача на умовний extr має кла-
сичне рішення з використанням невизначених множників Лагранжа і зво-
диться до еквівалентної на безумовний extr для функції Лагранжа виду  
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В ній з‘являються додаткові параметри u j . Знак їх довільний. За допо-
могою методу множників по суті встановлюються необхідні умови, що до-
зволяють ідентифікувати точки extr . Необхідні умови приводять до системи  
(n + m) рівнянь (умови Opti ): 
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Кожне рішення системи (4) з (n + m) невідомими (x1, x2,…, xn, u1, 
u2,…um) розглядається як стаціонарна «підозріла» на extr f (x) точка, якість 
якої визначається подальшими дослідженнями. В прикладних задачах проек-
тування надзвичайно важливу роль відіграють обмеження-нерівності, а з ни-
ми і рішення задачі (1, 2). Було б логічно побудувати рішення загальної зада-
чі НП так, щоб і формально і по суті, воно відповідало схемі класичного ва-
ріанту Лагранжа. Кун і Такер запропонували підхід з множниками аналогіч-
ними лагранжевим для побудови критеріїв оптимальності на випадок загаль-
ної задачі НП як з обмеженнями типу рівності так і нерівності. 

Для цього введено функціонал Лагранжа у вигляді 
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Умови Opti (Куна-Такера) такі: 
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Звернемо увагу на те, що якщо в класичній задачі множники Лагранжа 

uj виступають як неперервні функції (з довільним знаком), то cj – це розривні 
функції:  
   cj = 0, якщо Ωj(x) < 0  (неактивне обмеження); 
   cj > 0, якщо Ωj(x) = 0  (активне обмеження). 

Таким чином, підозрілі на min точки в загальній задачі НП з обмежен-
нями-нерівностями повинні задовольняти дещо відмінним від класичних 
умовам (нерівностям Куна-Такера (6)). 

Розглянемо деякі модифікації функціоналу L(x, u, c), які вирівнюють 
статус множників і приводять алгоритм рішення задачі НП з обмеженнями-
нерівностями до звичної схеми, яка притаманна класичній задачі. З цією ме-
тою перерозподілимо функціональне навантаження співмножників сj і Ωj в 
L(x, u, c), представивши у вигляді, що відповідає характеру їх поведінки: 

).1sign(vc jjj +Ω=                                                (7) 
Тобто виділимо неперервний множник vj та розривну частину. При цьо-

му вважатимемо, що sign 0 = 1. Тоді матимемо: 
.))x(|)x(|(v)x()1sign(v)x(c jjjjjjjj Ω+Ω=Ω+Ω=Ω  

У функціоналі відбулась суттєва зміна, а саме: всі обмеження, що ви-
значають область Ω тепер задаються однотипово у вигляді рівності: 

.0))x(|)x(|()x(;0)x( jjjj =Ω+Ω== θω  
Останній запис еквівалентний умові-нерівності Ωj(x) ≤ 0. Характер по-

ведінки функцій-обмежень Ωj(x) та θj(x) для одновимірного випадку показа-
ний на рис. 1.  

 

 
Рисунок 1 – Графіки функцій Ωj(x) та θj(x). 

 
Зміни, що відбулись у функціоналі уніфікують форму запису обмежень 

як рівності так і нерівності, але вносять в аналіз проблему розривності функ-
цій θj(x); зокрема, обчислення частинних похідних від y = |Ωj(x)|. Для залаго-



дження цього питання перейдемо від класичного поняття похідної до її уза-
гальненого значення. З цією метою розглянемо деяку обмежену область евк-
лідового простору nRD ⊂ , яка включає границю області допустимих зна-
чень Ωj(x) ≤ 0. 

При цьому D+ , D− – ті підобласті D, в яких Ωj(x) ≥ 0 та Ωj(x) < 0 відпові-

дно. Тоді 
mx
y

∂
∂

 називається узагальненою частинною похідною від y(x), як-

що має місце тотожність [2]: 

,dx
x

ydx
x
y

D mD m
∫∫ ∂

∂
−=

∂
∂ ϕ

ϕ                                        (8) 

де φ – фінітна (локально сумована ) і φ|S = 0; S – кусково-гладка поверх-
ня, що обмежує D. 

Обчислимо інтеграл, що стоїть у правій частині (8) для функції 
y = |Ωj(x)|: 
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В перетвореннях використана формула про дивергенцію (Остроградського): 
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Приймаючи до уваги (8) узагальнене значення похідної від розривної 
функції y = |Ωj(x)| буде таким 
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Таким чином, основні теоретичні результати загальної задачі НП (умови 
Куна-Такера) після введених змін будуть такими, коли обмеження-нерівності 
(Ωj(x) ≤ 0) узагальнюються шляхом заміни їх на еквівалентні обмеження-
рівності θ(x) = (|Ω(x)| + Ω(x)) = 0, коли мають однаковий статус множники 
Лагранжа, і схема рішення задачі з обмеженнями-нерівностями буде відпові-
дати класичній. Приведемо її. 

Функціонал Лагранжа  
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Необхідні умови Opti : 



)k,...,2,1j(0)x(або,0)x(|)x(|
v
L

;)m,...,2,1j(,0)x(
u
L

;)n,...,2,1i(,0)1)x(sign(
x

v
x

u
x
f

x
L

jjj
j

j
j

m

1j

k

1j
j

i

j
j

i

j
j

ii

=≤Ω→=Ω+Ω=
∂
∂

==ω=
∂
∂

==+Ω
∂

Ω∂
+

∂

ω∂
+

∂
∂

=
∂
∂ ∑ ∑

= =

 

uj, vj – множники Лагранжа з однаковим статусом. Якщо стаціонарна 
точка відповідає умові f(x) → min, то vj > 0, а обмеження грають таку ж роль 
як і штрафні функції. Якщо точка Ω∈x  (тобто виконуються всі обмеження: 
ωj = 0; Ωj(x) ≤ 0), то наслідком буде рівність L(x,u,v) = f(x). Розглянемо особ-
ливості поведінки L (x, v) на прикладах. 

 
4. Модельні приклади та їх аналіз. В першій задачі розглядається одно 

параметрична задача НП з обмеженнями-нерівностями (рис. 2). 
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Рисунок 2 – Однопараметрична задача Opti. 
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Умови Opti : 
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Перевірці підлягають два рішення: 
1) 2 − x < 0  x = 0             (відкидаємо, так як Ω∉x ). 



2) 2 − x = 0  x* = 2.  
.02v,10sign)x2(sign ** >+=+==−  (x*,v*) = (2,2) – стаціонарна 

точка, яка задовольняє умовам  (12). Подальший аналіз показує, що це точка 
min. На рис. 2, б показані зовнішні штрафні функції L+(x,v) при різних v, а 
також оптимальна крива L+(x,v*). Вона відрізняється від інших тим, що на 

зовнішній границі області Ω виконується умова 0|
x
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час як для інших функцій штрафу xmin може знаходитись поза областю обме-
жень. При чисельному рішенні в таких випадках частіше за все будується 
ітеропроцес «підтягування» точки xmin  до області Ω шляхом варіювання ве-
личини v. 

В якості другого модельного прикладу розглянуто 2-х параметричну за-
дачу, постановка якої виглядає так: 
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Модифікована задача буде мати наступне розв’язання.  
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Умови Opti : 
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Техніка аналітичного пошуку оптимального рішення аналогічна класич-

ному підходу. Потрібно перевіряти варіанти: 
 
1) –x1 < 0; –x2 < 0; x1 + x2 – 4 < 0;   →  (відкидаємо, так як Ω∉x ). 
2) –x1 = 0; –x2 < 0; x1 + x2 – 4 < 0; 
3) –x1 < 0; –x2 < 0; x1 + x2 – 4 = 0;   →   та інші. 
 
Зупинимось на варіанті 3. З умов Opti витікає : 
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Рішення існує. Це «підозріла» на min точка, що і підтверджує подаль-
ший аналіз. На завершення звернемо увагу на наступний аспект рішення за-
дач НП [3]. Обмежень як типу рівності так і нерівності може бути багато. 
Відповідно до цього значною буде також кількість множників Лагранжа. Цю 
кількість можна скоротити до 1, якщо використати можливості R – функцій, 
які дозволяють ефективно обробляти складну геометричну інформацію. Так, 
область допустимих значень Ω, яка задається, наприклад, тільки обмеження-
ми-нерівностями може бути представленою однією R – функцією виду: 

0V...VV)x( k00201 ≤ΩΩΩ=Ω . 
Але цей аспект алгоритму задачі НП інша тема. 
 
5. Висновки. В роботі розглянуто узагальнення форми запису функціо-

налу Лагранжа на обмеження типу нерівності. Використовуючи розривні фу-
нкції, обмеження задаються лише у формі рівності. Умови Куна-Такера фор-
мально переходять в умови Лагранжа. При цьому вирівнюється статус всіх 
множників Лагранжа, а для рішення загальної задачі НП використовується 
класична схема. Зміни у формулювання задачі нелінійного програмування 
внесені, зокрема, з метою використання в алгоритмі чисельного пошуку extr 
функціоналу загального виду.  
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