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ОБ АНАЛИТИЧЕСКОМ РЕШЕНИИ ТЕРМОУПРУГОЙ  
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ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ С БАНДАЖОМ 
 

Розв’язується задача про термопружний контакт циліндричної оболонки з бандажем. У статті на-
ведені сумісні рівняння згину, термопровідності та термопружного контакту, одержані для різ-
них випадків контактних умов. Описані аналітичні розв’язки термопружної контактної задачі. 
Проведено аналіз особливостей одержаних полів переміщень, контактних тисків та внутрішніх 
силових факторів, а також температури вздовж оболонки і за товщиною. 

 
The task is solved about the thermoelastic contact of cylinder shell with a band. In the paper resulted 
joint equations of bend, thermoconduction and thermoelastic contact are got for the different cases of 
contact terms. The analytical solutions of thermoelastic contact task are described. The analysis of fea-
tures of got fields of movings, contact pressures and internal power factors, and also temperature along 
a shell and along a thickness, is conducted. 

 
Введение. Как известно, на качественное поведение в контакте тонко-

стенных элементов влияют 2 основных фактора. Первый – гипотезы распре-
деления искомых величин по толщине. Так, решение, полученное в рамках 
кинематических гипотез Кирхгофа-Лява, приводит к сосредоточенным по 
линии реакциям на границах зон контакта [1].  Вопрос о влиянии типа теории 
упругих оболочек на характер контактных давлений хорошо изучен и пред-
ставлен в литературе [1-6]. Второй фактор – способ учета контактных  усло-
вий на лицевых поверхностях и приведение их к срединной поверхности обо-
лочки. Этот фактор также использует приближенное распределение  величин 
по толщине, но выделяется отдельно, потому что влияет на определяющие 
уравнения только в области контакта. Например, учет деформаций обжатия 
по теории Рейсснера-Власова исключает сосредоточенные контактные дав-
ления, а для гладких оболочек обнуляет контактные давления на границе зон 
контакта [5]. 

Во многих машинах и сооружениях тонкостенные конструкции работа-
ют при термомеханическом нагружении (цистерны, трубопроводы, камеры 
сгорания и т. д.). Ключевым при этом является задача построения адекватных 
моделей термомеханического контакта, адаптированных для тонкостенных 
элементов конструкций. В зависимости  от типа принятой модели решение 
может обладать теми или иными особенностями. Однако эти вопросы изуче-
ны недостаточно. В связи с этим актуальным является исследование качест-
венного поведения решения термоупругих связанных контактных задач обо-
лочек. В данной статье оно проведено на примере цилиндрической оболочки 
при термоупругом контактном взаимодействии с жестким бандажом. 



Постановка задачи. Целью данной работы является изучение качест-
венных особенностей напряженно-деформированного состояния цилиндри-
ческой оболочки при термоупругом контакте с бандажом, а также особенно-
стей тепловых потоков в зависимости от условий термического контакта. 
Кроме того, была поставлена задача получения аналитических решений, ко-
торые могли бы использоваться для сравнения с другими моделями и резуль-
татами численного моделирования. 

 
Модельная задача. В качестве модельной была выбрана задача об осе-

симметричном термоупругом контакте цилиндрической оболочки конечной 
длины с жестким бандажом (рис. 1). Обозначим радиус срединной поверхно-
сти оболочки R, толщину h, ширину расположенного по центру бандажа – 2a, 
длину оболочки 2(b + a), где b – длина свободного участка оболочки. Зада-
дим температуру бандажа как Tк, а температуру торцевых поверхностей обо-
лочки – T0. 

 

 
Рисунок 1 – Расчетная схема задачи о термоупругом контакте цилиндрической обо-

лочки с бандажом 
 
Для описания изгиба оболочки будем использовать уточненную теорию 

оболочек [7], использующую линейную аппроксимацию деформаций 
,;; 1202010 κ+γ=γκ+ε=εκ+ε=ε zzz xyxyyyxx  где ε, γ – деформации в слое 

на расстоянии z от срединной поверхности; индекс «0» относится к компо-
нентам деформации срединной поверхности, а κ – изменения соответствую-
щих кривизн срединной поверхности, и квадратичную – температуры 
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21 ]2/[2 qqhkhzzTTT −−++= + , где T1 – температура срединной по-

верхности; T2 – градиент температуры по толщине; k – коэффициент тепло-
проводности; q+ и q− – тепловые потоки на лицевых поверхностях, а также 
кубическое распределение для деформации εz. Данные представления, буду-
чи подставлены в трехмерные уравнения термоупругости, удовлетворяют их 
интегрально до четвертой степени. По этой модели осесимметричный изгиб 
цилиндрической оболочки описывается уравнением относительно прогиба 
w(x) срединной поверхности 
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EhD  – цилиндрическая жесткость; K = Eh/R2 – окружная 

жесткость; α – коэффициент линейного расширения; p – давление, приведен-
ное к срединной поверхности; E, ν – модуль упругости и коэффициент Пуас-
сона материала оболочки. 

В зоне контакта перемещение на внешней поверхности должно соответ-
ствовать зазору в контакте: w+ = wк. Интегрируя εz по z от срединной до 
внешней поверхности, получим выражение для w+: 
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где p+ – контактное давление на внешней поверхности. 
Подстановка p+ в уравнение (1) приводит к уравнению изгиба в контакте 
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Здесь C = 32E/13h – жесткость на обжатие; B = 4Ehν/13 – коэффициент 
распределительной способности [5]. 

Температурное поле также описывается системой дифференциальных 
уравнений. В области, свободной от контакта, они имеют вид [8]: 
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где через q+, q− обозначены тепловые потоки на верхней и нижней лице-
вых поверхностях соответственно. 

В области контакта дополнительно должны быть выполнены условия 
идеального теплового контакта 

к21 )2/( TThTT =+=+                                            (5) 
или неидеального 
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1 ThTTqhc +−=+− ,                                      (6) 

где hc – контактная температурная проводимость. 
В общем случае контакт цилиндрической оболочки с жестким бандажом 

может быть множественным, то есть могут чередоваться зоны прилипания и 
отрыва от бандажа. Последовательность этих зон определяет конфигурацию 



контакта. Выше рассмотрены дифференциальные уравнения внутри отдель-
ных зон. 

Теперь рассмотрим условия сопряжения на границах зон контакта с но-
мерами i, i + 1. Для механических переменных необходимо выполнение ус-
ловий: 
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Использование различных условий температурного контакта приводит к 

различным условиям сопряжения. Для идеального теплового контакта ци-
линдрической оболочки и бандажа они имеют вид: 
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где H(i) – сосредоточенный на границе контакта тепловой поток. 
Для условий неидеального контакта достаточно только непрерывности 

T1 и T2 и их производных: 
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Таким образом, модель идеального термоупругого контакта приводит в 

общем случае к сосредоточенным тепловым потокам на границе зон контак-
та. 

Система уравнений (1), (3)-(5) с условиями сопряжения (7)-(9) и гранич-
ными условиями составляют замкнутую систему уравнений.  

Далее получим аналитическое решение для фиксированной конфигура-
ции контакта при идеальном термоупругом контакте (рис. 2).  

 

 
Рисунок 2 – Характерная картина распределения прогибов оболочки и контактных 
зон на фиксированной конфигурации контакта с одной зоной отрыва: 1 – свободный 
участок оболочки; 2 – зона термоупругого контакта цилиндрической оболочки с бан-

дажом; 3 – зона отрыва 
 
Общее решение в области 1 (см. рис. 2) имеет вид: 
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2tw  дает быстрозатухающее решение вида xte 0β−  с харак-

терным размером h; )1(
1tw  меняется с характерным расстоянием примерно b; а 

общее решение имеет характерный размер осцилляции Rh . Таким образом, 
в общем решении сочетаются 3 слагаемых с резко отличающимися масшта-
бами hRhb >>>> , что усложняет численное моделирование решения по-
добных задач. 

Общее решение на интервале 2 (см. рис.2): 
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где ht /3к =β , а r, s – соответственно вещественная и мнимая часть 

корней уравнения 0)(24 =++λ+λ KCBD . 
Характерный размер осцилляции 1/r ~ h. 
Решение на участке 3 имеет вид, аналогичный виду на 1-ом, и включает 

в себя постоянные интегрирования C15 – C22. В условия сопряжения входят 
также сосредоточенные потоки H 1 и H 2. Кроме того, на границе контакта 
при x = b + c (см. рис. 2) контактное давление равно нулю. 

Таким образом, для определения 22-х постоянных интегрирования Ci, 
двух тепловых потоков H 1 и H 2, а также ширины зоны контакта c имеется 8 
граничных условий, 16 условий сопряжения и условие обнуления контактно-
го давления. 

Совокупность дифференциальных уравнений, граничных условий и ус-
ловий сопряжения образуют замкнутую систему разрешающих уравнений. В 
статье она получена для фиксированной конфигурации контактных зон. Од-
нако данная постановка не снижает общности подхода, так как обладает все-
ми качественными особенностями для случая множественного контакта. При 
этом разрешающая система уравнений для общего случая образуется  при-



бавлением блоков уравнений и условий сопряжения  в соответствии с числом 
зон контакта – отрыва. 

 
Результаты исследований. На рис. 3-8 представлены результаты ис-

следований для R = 1 м; a = 0,25 м; h = 0,1 м; b = 5 м; k = 1 Вт/К · м; 
T0 = 100 ºС; ν = 0,3; Е = 1 МПа; α = 10−4 К−1. Рассматривается случай единич-
ной пары «зона контакта – зона отрыва» (см. рис. 2). 

 

 
Рисунок 3 – Распределение прогиба (м) цилиндрической оболочки вдоль оси х (м) 

 

 
Рисунок 4 – Прогиб цилиндрической оболочки (м) в области контакта вдоль оси х (м) 

 

 
Рисунок 5 – Распределение температуры (оС) в оболочке в области контакта вдоль оси 
х (м): серая линия (верхняя) – внутренняя поверхность, черная линия (средняя) – сре-

динная поверхность, пунктирная линия (нижняя) – внешняя поверхность 
 



 
Рисунок 6 – Распределение изгибающего момента в цилиндрической оболочке 

(Н · м/м) вдоль оси х (м) 
 

 
Рисунок 7 – Распределение прогибов точек оболочки (м), полученное в программном 

комплексе ANSYS при решении контактной термоупругой связанной задачи 
 

 
Рисунок 8 – Распределение температуры по длине цилиндрической оболочки: 
 –  внутренняя поверхность;  – срединная поверхность;  – внешняя поверх-

ность 
 
Анализ представленных распределений прогибов, температур, изги-

бающего момента дает возможность отметить следующие характерные осо-
бенности полученного решения. 

1. Прогиб срединной линии вне и в зоне контакта соответствует кон-
фигурации контакта. 

2. Зона контакта составляет c = 0,016 м, это меньше толщины цилинд-
рической оболочки. 

3. Контактные давления распределены на локальном участке с макси-
мумом значений на кромке и нулевым – на границе контакта. 

4. В зоне контакта с кромкой бандажа происходит всплеск градиентов 



температур по толщине оболочки. В данной области присутствует 
локально сосредоточенный тепловой поток, который и приводит к 
появлению данного эффекта. 

5. Изгибающий момент имеет резкие всплески с осцилляцией в районе 
контакта оболочки с бандажом 

Таким образом, напряженно-деформированное состояние цилиндриче-
ской оболочки, а также распределение контактных давлений и температур, 
как и прогнозировалось по виду общего аналитического решения, имеет не-
сколько областей, в которых характер распределения компонент решения 
резко изменяется. Это является существенным обстоятельством, предопреде-
ляющим выбор методов и параметров моделей при численном решении по-
добных задач, которое, в отличие от рассматриваемой, не имеют решения в 
аналитическом виде. 

Результаты параллельно проведенного численного моделирования в 
ANSYS с помощью четырехугольных элементов PLANG223 и аналитическое 
решение качественно полностью совпадают, а количественно отличаются не 
более чем 5-10 %, что достаточно хорошо для данной задачи. При этом очень 
важно, что соответствие распределений наблюдается не только вдоль сре-
динной поверхности, но и по всему объему оболочки. 

 
Выводы. По результатам проведенных исследований можно сделать 

следующие выводы. 
Решение термоупругих контактных задач для тонкостенных элементов 

содержит краевые эффекты двух масштабов: первый – с характерным разме-
ром h  – отвечает за быстрозатухащий градиент температур по толщине 2T ; 

второй – изгибный краевой эффект с характерным размером Rh . Кроме то-
го, в общем решении содержится безмоментная составляющая  с характер-
ным размером hRhb >>>>  (для длинных оболочек). 

При условии идеального термического контакта цилиндрической обо-
лочки с жестким бандажом на границах зон контакта возникают сосредото-
ченные по линии тепловые потоки. 

Получено аналитическое решение термоупругой контактной задачи, ко-
торое может служить эталоном для верификации численных схем и других 
моделей оболочек. 

Полученные в работе совместные уравнения изгиба оболочек, термо-
проводности и термоупругого контакта могут служить основой для форми-
рования термоупругого осесимметричного конечного элемента для решения 
контактных задач. 

Остается открытым вопрос оптимальности (адекватности) степеней ап-
проксимаций zx T εε //  как 1/2/3 по нормальной координате оболочки, что 
является объектом дальнейших исследований.  
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