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ЗАСТОСУВАННЯ РІВНЯННЯ ЕНЕРГІЇ ДЛЯ ВИЗНАЧЕННЯ ВТРАТ НА ТЕРТЯ У 
ВЕРТИКАЛЬНОМУ ВИСОКОВ’ЯЗКОМУ ДВОФАЗНОМУ ПОТОЦІ 

 
АНОТАЦІЯ Представлено аналіз особливостей застосування рівняння збереження енергії для визначення втрат 
тиску на тертя при русі двофазного високов’язкого висхідного потоку у вертикальному трубопроводі. Було наведе-
но методику обробки даних експериментальних досліджень по двофазним потокам за допомогою рівняння збере-
ження енергії, а також висвітлено результати узагальнення експериментальних даних у вигляді апроксимуючої 
залежності для всього діапазону експериментальних точок. Проаналізовано причини розкиду експериментальних 
точок при умовному поділі усього діапазону точок на три області в залежності від значень критерію Фруда для 
двофазної суміші. Для обробки експериментального матеріалу було застосовано програму для статистичного ана-
лізу даних, апроксимуючу залежність виведено із використанням методу Квазі-Ньютона. Було співставлено ре-
зультати узагальнення експериментальних досліджень двофазних високов’язких потоків при використанні  рівняння 
збереження енергії та у випадку застосування рівняння збереження кількості руху (імпульсів). Запропонована ме-
тодика обробки експериментальних досліджень, а також апроксимуюча залежність для визначення втрат тиску 
на тертя двофазного високов’язкого потоку може бути рекомендована до застосовування для розрахунку елемен-
тів теплотехнологічного обладнання. 
Ключові слова: двофазні потоки, високов’язкі рідини, рівняння енергії, циркуляція, теплотехнологічні установки, 
енергоефективність, втрати на тертя, дійсний об’ємний газовміст. 
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USING THE EQUATION OF ENERGY TO DETERMINE THE FRICTION LOSSES IN 
VERTICAL HIGH-VISCOSITY TWO-PHASE FLOW 

 
ABSTRACT There have been submitted the analysis of the specific application of the equation of conversation of energy to 
determine the friction losses of two-phase high-viscosity ascensional flow in a vertical pipe. The method of processing the 
results of the experimental data using the energy equation were presented, the results of generalization of experimental re-
search  in the form of approximating dependence for the entire range of data points have been showed also. Reasons of vari-
ation of experimental data points while the conventional division of the whole range of points in three areas depending on the 
values of the criteria Froude of two-phase high-viscosity flow have been analysed. The program for statistical data ahalysis 
have been used for processing the results of the experimental data, the approximating dependence have been derived with the 
application of Quasi-Newton method. There were compared the results f experimental generalization researches of two-
phase high-viscosity flows in the case of using the equation of conversation of energy and in the case of using the equation of 
conversation of momentum (impulse). The technique of experimental research, and approximating dependence for determin-
ing pressure loss due to friction two-phase high-flow can be recommended for application to calculate the elements of ther-
mal technological equipment. 
Key words: two-phase flows, high-viscosity, energy equation, сirculation, thermal heating installation, energy efficiency, 
friction losses, actual volume gas-content. 
 

Вступ 
 

На сьогодні в більшій мірі досліджена 
гідродинаміка пароводяних потоків для умов 
великої енергетики. Наприклад, нормативний 
метод [1], що складений для котельних агрегатів з 
тиском більше 1 МПа (10 кГс/см2) і обігріваємими 
трубами з внутрішнім діаметром від 10 до 150 мм, 
узагальнює значний об’єм експериментальних, 
теоретичних і числових досліджень пароводяних 
потоків у всій області параметрів роботи 
котлоагрегатів. 

Проте не в повній мірі вирішена проблема 
стосовно обладнання в теплотехнологічних 
системах, де рідинна фаза є в’язкою і 
високов’язкою. Враховуючи те, що в апаратах біо- 
і теплотехнологічних систем реалізуються 
двофазні потоками з високов’язкими і в’язкими 

рідинами, потреба в дослідженні таких потоків є 
досить актуальною. 

Відомо, що втрати тиску у вертикальному 
двофазному потоці складаються із трьох 
складових: втрат на тертя, на прискорення і 
гравітаційних втрат тиску. Відносна величина їх 
залежить від того, яке із рівнянь – рівняння 
збереження енергії, кількості руху (імпульсу) або 
рівняння гомогенного потоку, покладено в основу 
обробки даних по двофазним вертикальним 
потокам. Рівняння гомогенного потоку менш 
точно, ніж два інших, описує експериментальні 
дані в широкому діапазоні умов. 

За умов аналізу інформації по втратам тиску 
у трубопроводі з двофазними вертикальними 
потоком виявляється, що більша частина з 
обробки експериментальних досліджень базується 
на рівнянні збереження імпульсу. В [2] досліджено 
і узагальнено закономірності течії високов’язких 
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двофазних течій: у вертикальних трубах і 
кільцевих каналах з еквівалентним діаметром 
6,1 ≤ Dекв ≤ 500 мм при Р = 0,055-0,131 МПа, 
в’язкість рідкої фази змінюється в 130 разів. 

Аналізуючи складові рівнянь збереження 
енергії та імпульсів можна прийти до висновку, 
що: у всіх рівняннях складова втрат на тертя 
повинна визначатись емпіричним або 
напівемпіричним шляхом; складова втрат на 
прискорення потребує емпіричного визначення 
дійсного об’ємного газовмісту ϕ; нівелірна 
складова потребує емпіричного визначення лише у 
рівнянні збереження імпульсів [3]. 

Складова, яка обумовлена тертям, у 
рівнянні енергії є необоротною, отже вона завжди 
додатна. додатня. Однак всі інші складові в 
рівняннях збереження енергії та імпульсу можуть 
мати будь-які знаки. 

Частина дотичного напруження на стінці 
стає від’ємною, в той час як основний потік 
направлений вверх. Жодне із співвідношень, що 
базується на рівнянні збереження імпульсу, не дає 
від’ємного дотичного напруження на стінці. Деякі 
дослідники стверджують, що при аналізі падіння 
тиску у вертикальному каналі рівняння 
збереження енергії має переваги над рівнянням 
імпульсів, інші вважають навпаки [4]. 

В даному випадку досліджуються 
високов’язкі двофазні потоки і, отже, прийнято за 
доцільне дослідити цю проблему із застосуванням 
рівняння збереження енергії з метою подальшого 
вдосконалення математичного моделювання 
гідродинамічних процесів в теплотехнологічному 
обладнанні. 
 

Мета роботи 
 

Підвищення енергетичної та екологічної 
ефективності теплотехнологічних, хіміко-
технологічних установок за рахунок 
удосконалення математичних моделей в’язких і 
високов’язких двофазних потоків, які реалізуються 
в елементах цих установок. 
 

Експериментальні дослідження 
двофазних потоків 

 
За основу досліджень для визначення втрат 

тиску двофазного високов’язкого потоку із 
застосуванням рівняння енергії були використані 
результати [2], де експериментальним шляхом 
визначено складові втрат тиску на основі рівняння 
імпульсів, крім того отримані залежності для 
визначення дійсних параметрів потоку. 
Дослідження проводились на вертикальній 
експериментальній установці, де довжина 
стабілізаційної ділянки lст = 1,5 м, довжина 
експериментальної ділянки lтр = 2,033 м, 
внутрішній діаметр труби – D = 0,0327 м. 

Експериментальний стенд являє собою контур, де 
здійснюється природня циркуляція. В контурі є 
опускна і підйомна ділянки, сепараційний 
пристрій. Змішування рідини з газом відбувається 
на нижній ділянці. В процесі проведення 
досліджень заміряються об’ємні витрати рідини 
V1, повітря V2, температури суміші tc = 30 °С, 
загальний перепад тиску на експериментальній 
ділянці ΔР. Досліджуваним потоком є суміш 
цукрового розчину з концентрацією сухих речовин 
CP = 51,5 %, 62 % i 68,7 % та повітря. Для 
визначення газовмісту ϕ у вертикальних трубах 
використовується метод відсічки двофазного 
потоку швидкозапірними клапанами (час 
перекриття τ = 0,015 с). Після відсічки заміряється 
об’єм рідини і повітря. Експериментальна ділянка 
на стенді є знімною. Коли з метою визначення ϕ 
відбувалась відсічка потоку, тоді встановлювалась 
металева трубка. А на час візуального 
спостереження режимів двофазної течії металева 
трубка замінювалась на скляну з таким же 
внутрішнім діаметром. 
 

Методика обробки результатів 
експериментальних досліджень 

 
Методика обробки експериментальних дос-

ліджень із застосуванням рівняння енергії для ви-
значення співвідношень складових перепаду тиску 
на тертя у двофазному вертикальному потоці на-
ведена нижче у вигляді залежностей (1)–(14). 

Рівняння балансу збереження енергії пред-
ставлено у такому одномірному вигляді [4] 
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де dP/dz – градієнт тиску, а три складові в правій 
частині рівняння – складові градієнту тиску на 
тертя ΔРтр.; на прискорення ΔРприск. і нівелірна (ва-
гова) складова градієнту тиску ΔРваг.; ρ1 – густина 
рідинної фази, кг/м3; ρ2 – густина газової фази, 
кг/м3; g – прискорення вільного падіння, м/с2; ρг – 
гомогенна густина суміші, що визначається із рів-
няння, кг/м3 
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W0 – швидкість циркуляції двофазного потоку, яка 
в нашому випадку розраховувалась за формулою, 
м/с 

 
1

2
000 ρ
ρ′′+′= WWW , (3) 

де 00 , WW ′′′  – приведені швидкості рідкої та газової 
фаз на початку досліджуваної ділянки, м/с. 
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Загальні втрати тиску у вертикальному тру-
бопроводі при русі двофазного вертикального по-
току визначається із такого рівняння, Па: 
 ваг.приск.тр.заг. PPPP ∆+∆+∆=∆ . (4) 

Складова втрат тиску на тертя двофазного 
потоку визначалась із рівняння (4) 
 ваг.приск.заг.тр. PPPP ∆−∆−∆=∆ . (5) 

Загальна складова втрат тиску у вертикаль-
ному двофазному висхідному потоці при прове-
денні досліджень ΔРзаг. вимірюється безпосеред-
ньо на експериментальній ділянці. 

Значення втрати тиску на прискорення дво-
фазного потоку шукаємо у рівнянні, Па 
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де ρ1(вх), ρ2(вих) – густина рідини на вході в дослідну 
ділянку і густина повітря на виході з ділянки, 
кг/м3; ϕвх, ϕвих – дійсний об’ємний газовміст на 
вході і виході з експериментальної ділянки труби, 
який визначався за допомогою такої залежності 
для в’язких і високов’язких потоків при низьких 
тисках і вакуумі [5, 6] 

−











+
′′+

=ϕ 1
Sro35,0

5,0
0

c

WSrgD
W  

−


















+
′′+

−

2

0

c 1
Sro35,0

25,0
WSrgD

W  

 

5,0

0

0 1
Sro35,0 



















+
′′+

′′
−

WSrgD
W

, (7) 

де Wc – витратна швидкість суміші, м/с. 
Параметри ковзання фаз Sr, Sro на вході і на 

виході з труби визначаються в залежності від зна-
чення критерію Галілея, який розраховується за 
рівнянням 
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При Ga1/3 < 800 параметр Sro визначається з 
рівняння 
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де D* – лінійний розмір експериментальної ділян-
ки, для круглої труби D* = D; ρ = ρ1/ρ2 – відносна 
густина. 

При значенні Ga1/3 > 800 параметр ковзання 
фаз Sro 
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При Ga1/3 < 800 параметр Sr 
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При Ga1/3 > 800 параметр Sr 
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Витратний масовий паровміст х визначаєть-
ся з рівняння 
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Нівелірна (вагова) складова втрат тиску, Па 
 трнваг. glP ρ=∆ . (14) 

При аналізі вищенаведеної методики оброб-
ки видно, що загальні втрати тиску на ділянці ви-
значаються безпосередньо приладами на експери-
ментальному стенді, вагова складова втрат визна-
чається розрахунково з врахуванням витратних 
параметрів і геометричного розміру стенду, втрати 
на прискорення – із застосуванням витратних 
(швидкість циркуляції, масовий паровміст, густина 
рідинної і газової фаз) і дійсних параметрів двофа-
зного потоку (дійсний об’ємний газовміст) [7]. 
 

Результати узагальнення експериментальних 
досліджень із застосуванням рівняння 

збереження енергії 
 

За основу для досліджень було взято експе-
риментальний матеріал, приведений вище, де дос-
лідна установка максимально наближена до реаль-
них умов, а експериментальна ділянка – до натур-
ної труби, що має місце в теплообмінних апаратах 
теплотехнологічних і біотехнологічних систем. 

Враховуючи те, що експериментальний ма-
теріал відповідає низькому тиску, визначення 
втрат тиску на тертя у вертикальному двофазному 
потоці ΔРтр. шукаємо у залежності, Па 
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Втрати тиску на тертя у вертикальному од-
нофазному потоці ΔР0 визначаємо з рівняння 
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де λ – коефіцієнт тертя у вертикальному висхідно-
му однофазному потоці, що визначається в залеж-
ності від режиму руху потоку в трубопроводі. 

Експериментальне значення поправки на 
двофазність Ψ розраховуємо за допомогою залеж-
ності 
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Приймаємо, що коефіцієнт поправки на 
двофазність Ψ описується такими безрозмірними 
визначаючими параметрами Ψ = f(ρ2/ρ1, Re1, µ1/µ2, 
Fr0, Frc). 

В процесі обробки даного матеріалу було 
використано програму для статистичного аналізу 
даних – Statistica 7. В результаті її застосування 
було використано метод Квазі-Ньютона і отримано 
апроксимуючу залежність для всього діапазону 
експериментальних точок з коефіцієнтом детермі-
нації R2 = 0,976 у такому вигляді 
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де µ1 – динамічна в’язкість рідинної фази; µ2 – ди-
намічна в’язкість газової фази. 

Критерій Фруда Fr0 визначається з рівняння 
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де υ1 – кінематична в’язкість рідини, м2/с. 
Критерій Фруда суміші Frc визначаємо із за-

лежності 
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Отже, згідно з формулами (17) і (18) отри-
мано таке рівняння 
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Узагальнення (18) відповідає значенням 
безрозмірних параметрів в такому діапазоні: 
Fr0 = 0,05–5,4; Frc = 9–2900; ρ2/ρ1 = 0,99–1,23; 
µ1/µ2 ≤ 130; Re1 = 38–5047. 

Результати узагальнення експерименталь-
них даних в усьому діапазоні за допомогою про-
грами Statistica 7 з формули (18) представлені на 
рис. 1 у вигляді (23): 
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Рис. 1 – Суміш цукровий розчин+повітря: 1-СР=51,5 %, 2-62 %, 3-68,7 % 
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В результаті аналізу рис. 1 виділено три об-
ласті: перша область при значеннях критерію 
Фруда суміші Frc ≤ 300 (швидкість суміші 
Wc ≤ 10,4 м/с); друга – при 300 < Frc ≤ 750 
(10,4 м/с < Wc ≤ 15,5 м/с); третя – при Frc > 750 
(Wc > 15,5 м/с). 

В другій області при 300 < Frc ≤ 750 на дос-
лідній ділянці експериментального стенду реалізу-
ється снарядний режим. В цій області зі збільшен-
ням довжини снарядів розвиваються пульсації по-
току. В цій же області збільшується розкид експе-
риментальних точок (рис. 1), відповідно величина 
коефіцієнту детермінації R2 зменшується, що і по-
казала додаткова статистична обробка експериме-
нтальних даних в цій області. 

Обробка експериментальних результатів 
статичними методами при Frc ≤ 300 дозволила 
отримати залежність у вигляді Ψ = f(ρ2/ρ1, Re1, 
µ1/µ2, Frc, Frc) з коефіцієнтом детермінації 
R2 = 0,982. Дана область викликає практичний ін-
терес за умов розробки ерліфтних теплообмінників 
в системі біогазових установок. 
 

Висновки 
 

Узагальнено експериментальні результати 
по визначенню втрат тиску на тертя високов’язких 
вертикальних двофазних потоків з використанням 
рівняння балансу енергії для умов експлуатації 
теплотехнологічного обладнання. 

Це дозволило виділити три області: перша 
область при значеннях критерію Фруда суміші 
Frc ≤ 300 (швидкість суміші Wc ≤ 10,4 м/с); друга – 
при 300 < Frc ≤ 750 (10,4 м/с < Wc ≤ 15,5 м/с); третя 
– при Frc > 750 (Wc > 15,5 м/с). Область експери-
ментальних точок при Frc ≤ 300, де снарядний ре-
жим знаходиться в стадії зародження, описується 
залежністю з такими параметрами Ψ = f(ρ2/ρ1, Re1, 
µ1/µ2, Frc, Frc), при цьому коефіцієнт детермінації 
R2 = 0,982. В діапазоні 300 < Frc ≤ 750 довжина 
повітряних снарядів зростає, що призводить до 
збільшення розкиду точок і зменшення значення 
коефіцієнту детермінації за умов статистичного 
опису процесів. 

Узагальнено увесь діапазон експеримента-
льних точок при значеннях критерію Фруда суміші 
Frc = 9–2900, отримано залежність з коефіцієнтом 
детермінації R2 = 0,976. 

Отримані результати обробки експеримен-
тальних даних двофазних високов’язких потоків 
на основі рівняння збереження енергії можуть за-
стосовуватись для розрахунку при розробці елеме-
нтів біотехнологічного і теплотехнологічного об-
ладнання, де реалізуються високов’язкі двофазні 
течії. 
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АННОТАЦИЯ Представлен анализ особенностей применения уравнения сохранения энергии для определения по-
терь давления на трение при движении двухфазного высоковязкоговосходящего потока в ветикальном трубопрово-
де. Приведена методика обработки данных експериментальних исследований по двухфазным потокам с помощью 
уравнения сохранения энергии, а также показаны результаты обобщения экспериментальных данных в виде аппро-
ксимирующей зависимости для всего диапазона экспериментальных точок. Проанализированы причины разброса 
экспериментальных точек при условном разделении их на три области в зависимости от значений критерия Фруда 
длдя двухфазной смеси. Для обработки експериментального материала было использовано программу для статис-
тического анализа данных, аппроксимирующую зависимость выведено с применением метода Квази-Ньютона. 
Было сопоставлено результаты обобщения экспериментальных исследований двухфазных высоковязких потоков 
при использованиии уравнения сохранения энергии и в случае применения уравнения сохранения количевства движе-
ния (импульсов). Предложенная методика обработки экспериментальных исследований, а также аппроксимирую-
щая зависимость для определения потер на трение двухфазного высоковязкого потока может бать рекомендована 
к применению для расчёта элементов теплотехнологического оборудования. 
Ключевые слова: двухфазные потоки, высоковязкие жидкости, уравнение энергии, циркуляция, теплотехнологиче-
ские установки, энергоэффективность, потери на трение, действительное объемное газосодержание. 
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