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АННОТАЦИЯ Представлены основные особенности методического обеспечения, разработанного на основе мето-
да конечных элементов для расчета динамики системы турбоагрегат-фундамент-основание при сейсмических воз-
действиях. Элементы расчетной схемы моделируются произвольно ориентированными стержнями и сосредото-
ченными массами с моментами инерции, которые соединяются абсолютно жестко или с помощью упруго-
демпферных связей. В стержневых элементах с распределенными параметрами учитываются все виды деформа-
ций, которые имеют место при колебаниях. Сейсмическое нагружение моделируется переменными инерционными 
силами, полученными из экспериментальных акселерограмм землетрясений. При исследовании динамических процес-
сов в системе турбоагрегат-фундамент-основание при сейсмических воздействиях используются расчетные моде-
ли различного уровня сложности. 
Ключевые слова: турбоагрегат, сейсмическое воздействие, колебания, стержневой конечный элемент, упруго-
демпферная связь. 
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METHODOLOGY OF CALCULATION OF THE DYNAMICS OF THE SYSTEM TURBINE-
FOUNDATION-BASE POWER UNITS UNDER SEISMIC ACTIONS 

 
ABSTRACT The creation of powerful turbine units of nuclear power plants requires an assessment of the structure response 
to seismic action. For analysis of dynamic processes in the turbine units under seismic actions is necessary to be taken into 
account the interaction of the turbine unit and foundation. Method and software for analysis of turbine-foundation-base sys-
tem under seismic action are proposed. The software package is based on the finite element method with the direct integra-
tion of the motion equations by Newmark’s or Vilson’s method. The rod computational models for solve problems forced 
flexural, longitudinal, torsional vibrations and transients shafting on complex elastic-damper supports are used. The founda-
tion plates are modeled by of the rods grating that take into account elasticity and inertial properties of foundation elements. 
The lumped mass at the nodes of rods of foundation are used to account for the mass of the installed equipment and pipe-
lines. The problem of non-stationary dynamic analysis of forced vibrations is solved in the mobile coordinate system associ-
ated with the foundation. The accelerations of foundation in three perpendicular directions are specified by using digitized 
real or synthesized accelerograms. The symmetric matrices of a special structure are used to achieve high performance in 
the calculations. Created graphical interface allows to visualize the geometry of the structure, its discretization into finite 
elements, deformation at different times, the graphics of displacement vs. time, velocity and acceleration of individual con-
struction points, as well as forces in the elastic connections. The stresses in elastic connections, their maximum and minimum 
values and the time of their occurrence are determined for evaluation of strength of the turbine-foundation-base system. The 
results of analysis of turbine К-1100-23.5 for different design models are shown. 
Key words: turbine, seismic action, vibration, rod finite element, elastic-damper connection. 
 

Введение 
 

Создание мощных турбоагрегатов требует 
оценки реакции конструкции на сейсмические 
воздействия. При этом используемые расчетные 
модели должны позволять прогнозирование уси-
лий, возникающих в отдельных элементах турбо-
агрегата и, прежде всего, в элементах крепления 
его на фундаменте и в опорном подшипнике, а 
также оценить возможность задевания роторов 
валопровода о корпусные элементы [1]. 
 

Постановка задачи 
 

Задача динамического анализа вынужден-
ных нестационарных колебаний решается в по-
движной системе координат, связанной с основа-
нием, ускорения которого в трех взаимноперепен-
дикулярных направлениях задаются с помощью 

оцифрованных реальных или синтезированных 
акселерограмм. 

Возмущение передается от грунта на ниж-
нюю фундаментную плиту. При этом податли-
вость почвы учитывается моделью Винклера. Ди-
намическая система турбоагрегат-фундамент 
представлена расчетной моделью, включающей 
фундаментную плиту, на которой установлены 
конденсаторы, и рамно-стеновой фундамент с 
установленными на нем корпусами цилиндров 
высокого и низкого давления, корпусами генера-
тора и возбудителя, выносными подшипниками, на 
которые через масляный слой опирается валопро-
вод. 

Элементы конструкции моделируются 
набором произвольно ориентированных стержней 
с распределенной массой и сосредоточенных масс, 
обладающих моментами инерции, которые соеди-
няются между собой абсолютно жестко или с по-
мощью линейных или нелинейных упруго-
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демпферных связей. Пластинчатые составляющие 
фундамента моделируются решетками из стерж-
ней, учитывающими податливость и инерционные 
свойства его элементов. Сосредоточенные массы в 
узлах стержней фундамента используются для 
учета массы установленного оборудования и тру-
бопроводов. Корпуса цилиндров высокого давле-
ния, генератора и возбудителя, корпуса подшип-
ников, конденсаторы могут моделироваться 
стержнями, системой стержней или сосредоточен-
ными массами. Последнее вполне допустимо, если 
учесть высокие жесткостные характеристики этих 
элементов. Тонкостенные и более податливые 
корпуса цилиндров низкого давления целесооб-
разно представлять системой стержней, характе-
ристики которых определяются на основе предва-
рительных расчетов их динамических характери-
стик по трехмерным оболочечно-стержневым мо-
делям. Участки роторов моделируются трубчаты-
ми стержневыми элементами соответствующей 
формы, а облопаченые диски и фланцевые соеди-
нения – сосредоточенными массами. 

Стержни могут испытывать изгибно-
крутильно-продольные деформации. При этом 
имеет место депланация их поперечных сечений 
при сдвиге и кручении. 
 

Алгоритм решения задачи 
 

Конструкция рассматривается в правой де-
картовой системе координат xyz. Для описания ее 
деформирования используется метод конечных 
элементов. Каждый узел М имеет шесть степеней 
свободы { }M

x
M
x

M
x

M
z

M
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M
x

M uuuu ϕϕϕ= ,,,,,


 – три 
перемещения в направлении осей xyz и три угла 
поворота вокруг этих же осей. Расчетная модель 
может быть набрана из так называемых ответвле-
ний, состоящих из жестко подсоединенных друг за 

другом стержней, разбитых на конечные элемен-
ты, и масс-ответвлений, содержащих один узел в 
центре масс и занимающих недеформируемый 
объем, обладающий центральными моментами 
инерции относительно осей, параллельных осям 
глобальной системы координат. С помощью упру-
го-демпферных связей масса-ответвление может 
быть соединена с другими узлами конструкции. 
Положение оси стержня определяется координа-
тами ее начала xн, yн, zн и конца xк, yк, zк. Его де-
формирование рассматривается в местной системе 
координат x′y′z′, где ось x′ направлена вдоль оси 
стержня, y′, z′ – главные центральные оси попе-
речного сечения. В случае стержня общего поло-
жения для ориентации оси y′ задаются координаты 
x0, y0, z0 любой точки, лежащей в плоскости x′y′ 
(рис. 1). 
 

 
Рис. 1 – Стержневой элемент системы 

 
Геометрические характеристики попереч-

ных сечений определяются величинами 
zypmkzy kkJfJJJF ′′′′ ,,,,,,, . В случае типичных 

профилей (прямоугольник, труба, тавр и др.) гео-
метрические характеристики вычисляются по ха-
рактерным размерам типичного профиля. В начале 
или конце стержня могут иметь место сосредото-
ченные массы с моментами инерции. 

Матрица жесткости стержневого элемента с 
узлами ij имеет вид: 
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Здесь E, G – модуль продольной упругости 
и модуль сдвига материала стержня; l – длина ко-
нечного элемента; zy JJF ′′ ,,  –площадь и моменты 
инерции поперечного сечения стержня вокруг 
главных центральных осей y′ и z′; zy kk ′′ ,  – коэф-
фициенты формы поперечного сечения [2], учиты-

вающие неравномерность распределения каса-
тельных напряжений по поперечному сечению 
стержня при изгибе поперечной силой. Нахожде-
ние этих коэффициентов сводится к вычислению 
определенных интегралов от решений уравнений 
Пуассона для области поперечного сечения стерж-
ня в двух направлениях [3]. Матрица масс для 
стержневого конечного элемента с узлами ij с уче-
том деформаций сдвига имеет вид 
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где 22 )21/()14014739( yyyuiym α+α+α+= ; 
22 )21/()14014739( zzzuizm α+α+α+= ; 
22 )21/()14012627( yyyujym α+α+α+= ; 

22 )21/()14012627( zzzujzm α+α+α+= ; 
22 )21/()707722( yyyiym α+α+α+=ϕ ; 
22 )21/()707722( zzzizm α+α+α+=ϕ ; 

22 )21/()772( yyykiym α+α+α+= ; 
22 )21/()772( zzzkizm α+α+α+= ; 

22 )21/()706313( yyyjym α+α+α+=ϕ ; 

22 )21/()706313( zzzjzm α+α+α+=ϕ ; 
22 )21/()14143( yyykjym α+α+α+= ; 
22 )21/()14143( zzzkjzm α+α+α+= , 

где ρ – плотность материала стержня; Fm – массо-
вая площадь поперечного сечения стержня; Jp – 
полярный момент инерции поперечного сечения 
стержня относительно центра тяжести. 

Добавки к матрице масс стержневого ко-
нечного элемента, вызванные учетом инерции по-
ворота поперечных сечений стержня при изгибе, 
имеют вид 
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Матрица жесткости конечного элемента, 
полученная в системе координат x′y′z′, с помощью 
матрицы направляющих косинусов преобразуется 
к глобальным координатам. Если системы коорди-
нат параллельны, вместо перемножения матриц 
осуществляется перестановка строк и столбцов, 
что уменьшает объем вычислений. 

Ответвление из стержней может одним или 
обоими своими концами подсоединяться к узлам 
уже заданных ответвлений. Узлы ответвления мо-
гут подсоединяться к узлам уже заданных ответв-
лений также при помощи упруго-демпферных свя-
зей (пружин), присоединяемых в заданных точках. 
В случае жесткого соединения узлов их координа-
ты могут не совпадать, тогда участок между этими 
узлами считается абсолютно жестким (недефор-
мируемым) и сохраняется только один предыду-
щий узел с общим номером. 

Рассмотрим случай, часто встречающийся 
на практике, когда конечный элемент с узлами ij 
жестко подсоединяется к узлу j предыдущего эле-
мента, при этом координаты узла j предыдущего 
элемента M

j
M
j

M
j zyx ,,  не совпадают с координата-

ми i узла подсоединенного элемента S
i

S
i

S
i zyx ,,  

(рис. 2). 

 

 
Рис. 2 – Схема жесткого соединения конечных 

элементов при несовпадении координат их узлов 
 

На рис. 2 мxxx s −=∆ , мyyy s −=∆ , 

мzzz s −=∆  – разность между координатами со-
единяемых узлов. При этом основным узлом явля-
ется узел предыдущего элемента, к которому 
должны добавиться слагаемые подсоединенного 
конечного элемента. Для подсоединяемого эле-
мента справедливы соотношения 
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Перемещения в точке S можно выразить че-
рез перемещения в точке М с учетом жесткого 
участка МS следующим соотношением 
 jmis UBU


= ,   s

i
М

i PBP

′= , (2) 
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Подставляя (1) в (2) будем иметь 
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Преобразовав таким образом матрицы 
жесткости подсоединяемого конечного элемента, 
можно накопить их в общую матрицу жесткости. 
Это очень удобно, т.к. не требуется стыковать 
стержневые элементы узел в узел, вводя дополни-
тельные жесткие элементы, к тому же уменьшает-
ся порядок разрешающих уравнений метода ко-
нечных элементов. 

Упруго-демпферная связь на краях подсо-
единяется к точкам с координатами, которые не-
обязательно совпадают с координатами узлов, и 
сопротивляется взаимным перемещениям с помо-
щью жесткостей Сx, Сy, Сz, Сϕx, Сϕy, Сϕz и демпфе-
ров dx, dy, dz, препятствующих скоростям переме-
щений (рис. 3). Рассмотрим часто встречающуюся 
ситуацию, когда сформированы матрицы жестко-
стей узлов М1 и М2. Эти узлы связаны при помощи 
упругой связи с помощью жесткостей Сx, Сy, Сz, 
Сϕx, Сϕy, Сϕz, где начало связи находится в точке S1, 
а конец – в точке S2 (рис. 3). Участки М1S1 и М2S2 
абсолютно жесткие. Получим матрицу жесткости 
упругой связи, которая добавляется в узлы М1 и М2 
(нумерация элементов представлена на рис. 4). 
 

 
Рис. 3 – Модель соединения узлов 

с помощью упругой связи 
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1 2 3 4 5  6 7 8 9 10 11 12 
 13 14 15 16  17 18 19 20 21 22 23 
  24 25 26  27 28 29 30 31 32 33 
   34 35  36 37 38 39 40 41 42 
    43  44 45 46 47 48 49 50 
      51 52 53 54 55 56 57 
                    58 59 60 61 62 63 
        64 65 66 67 68 
         69 70 71 72 
          73 74 75 
           76 77 
            78 

Рис. 4 – Нумерация элементов 
матрицы упругой связи 

 
Действуя по аналогии с предыдущим случа-

ем жесткого соединения узлов КЭ, получим зави-
симости для ненулевых элементов матрицы 
 
C1 = Cx,   C5 = Cx·∆z1,   C6 = – Cx·∆y1,   C7 = – Cx, 
C11 = – Cx·∆z2,   C12 = Cx·∆y2, C13 = Cy, 
C15 = – Cy·∆z1,   C17 = Cy·∆x1,  C19 = – Cy, 
C21 = Cy·∆z2,   C23 = Cy·∆x2,   C24 = Cz,   C25 = Cz·∆y1, 
C26 = – Cz·∆x1,   C30 = – Cz,   C31 = – Cz·∆y2, 
C32 = Cz·∆x2,    C34 = Cϕx + Cy·∆ 2

1z  + Cz·∆ 2
1y , 

C38 = Cz·∆z1,   C39 = – Cz·∆y1, 
C40 = – Cϕx – Cy·∆z1·∆z2 – Cz·∆y1∆y2, 
C43 = Cϕy + Cy·∆ 2

1z + Cz·∆ 2
1x ,   C45 = – Cx·∆z1, 

C47 = Cz·∆x1,   C49 = – Cϕy – Cy·∆z1·∆z2 + Cz∆x1∆x2, 
C51 = Cϕz + Cx·∆ 2

1y  + Cy∆ 2
1x ,   C52 = Cx·∆y1, 

C53 = – Cy·∆x1,   C57 = – Cϕz – Cx·∆y1·∆y2 – Cy∆x1∆x2, 
C58 = Cx,   C62 = Cx·∆z2,   C63 = – Cx·∆y2, C64 = Cy, 
C66 = – Cy·∆z2,   C68 = Cy·∆yx2, C69 = Cz, 
C70 = Cz·∆y2,   C71 = – Cz·∆x2, 
C73 = Cϕx + Cy·∆ 2

2z  + Cz·∆ 2
2y , 

C76 = Cϕy + Cy·∆ 2
2z + Cz·∆ 2

2x , 
C78 = Cϕz + Cx·∆ 2

2y + Cy·∆ 2
2x . 

 
При наличии нелинейных компонент упру-

го-демпферных связей, кроме линеаризованных 
жесткостей, задается зависимость усилия от разно-
сти смещения их концов в виде: 

 ( )






δ<∆
δ>∆δ−∆=

α

.при0,
;при,

u
uuCF  (4) 

Выполнение зависимости (4) на каждом ша-
ге осуществляется методом последовательных 
приближений путем переноса невязки в правую 
часть, что не требует пересчета и триангуляции 
матрицы разрешающих уравнений. На рис. 5 пред-
ставлена зависимость усилия при наличии нели-
нейных компонент упруго-демпферных связей. 

В случае линеаризованной связи на нулевой 
итерации определяется ее деформация 

Лu∆ , ско-

рость деформации Лu∆  и усилие 

ЛЛЛЛ uduCP ∆+∆=∆   в линеаризованной связи, а 
также усилие в нелинейной связи при той же де-
формации ЛЛ )()( uuduCP NNN  ∆δ−∆+δ−∆=∆ αα . 
  

 
Рис. 5 – Зависимость усилия 

для нелинейных компонент связей 
 

Разность усилий 
NPPF ∆−∆= Л  прикла-

дываем к упругой связи, выполняем подшаг по 
времени методом Ньюмарка или Вилсона [4] и 
определяем перемещение и скорость деформации 
первой итерации 1

Лu∆  (рис. 6), а также новую раз-

ность усилий 11
Л

1
NPPF −= . Прикладывая ее к 

упругой связи и выполняя следующий подшаг, 
найдем приближенное решение для нелинейной 
связи. 

 
Рис 6 – Схема определения решения 

для нелинейной связи 
 

Любая связь между узлами, не являющими-
ся соседними (жесткая или упруго-демпферная), 
порождает в структуре симметричной трехдиаго-
нальной матрицы масс и жесткостей вертикальный 
столбец между узлами (рис. 7). В случае связи узла 
с несколькими предыдущими узлами столбец бу-
дет общим, поэтому связи следует задавать в по-
рядке возрастания номеров узлов. 

При вычислениях в памяти компьютера в 
одном массиве хранятся клетки диагональной мат-
рицы, а в другом – клетки столбцов, что эконо-
мично с точки зрения объема занимаемой памяти и 
времени вычислений. 
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Рис. 7 – Структура симметричной матрицы 
(узел k связан с узлами i и j) 

 
Уравнения движения деформируемой кон-

струкции в матричной форме записываются в ви-
де: 
 )()()()( tRtuKtuCtuM





 =++ , (5) 

где М, С, K – матрицы масс, демпфирования и 
жесткости соответственно, R


 – внешняя нагрузка. 

В матрицу демпфирования вносят вклад 
демпферы связей, а также внутреннее и внешнее 
трение, которое определяется как линейная ком-
бинация матрицы масс и жесткости: 

KdekrMmjuC ⋅+⋅= , 

где mju и dekr – коэффициенты внешнего и внут-
реннего трения. 

Интегрирование дифференциального урав-
нения (5) осуществляется неявными методами 
Ньюмарка или Вилсона [4]. 

Созданный графический интерфейс позво-
ляет визуализировать геометрию конструкции, ее 
дискретизацию на конечные элементы, деформи-
рование в различные моменты времени, графики 
изменения во времени перемещений, скоростей и 
ускорений отдельных точек конструкции, а также 
усилий в упругих связях. 

Для оценки прочности системы турбоагре-
гат-фундамент-основание в упругих связях опре-
деляются напряжения, фиксируются их макси-
мальные и минимальные значения, а также время 
их возникновения. 

Выполнен анализ колебаний системы тур-
боагрегат-фундамент турбины К-1100-23,5 для 
синтезированной и реальной сейсмограмм [1]. Ис-
следования выполнялись для двух разработанных 
расчетных моделей фундамента различного уровня 
сложности (рис. 8, 9), по которым получены ре-
зультаты, удовлетворительно совпадающие между 
собой. 

 

  
Рис. 8 – Расчетная схема фундамента 

(253 стержня) 
Рис. 9 – Расчетная схема фундамента 

(378 стержней) 
 

Выводы 
 

Разработано методическое и программное 
обеспечение для расчета системы турбоагрегат-
фундамент-основание на сейсмические воздей-
ствия в трех взаимноперпендикулярных направле-
ниях. Интегрирование уравнений движения во 
времени осуществляется устойчивыми методами 
Ньюмарка или Вилсона в подвижной системе ко-
ординат, связанной с основанием. Расчетная мо-
дель представляется набором стержней, сосредо-
точенных масс, моментов инерции и упруго-
демпферных связей. 

Из проведенных исследований следует, что 
формирование расчетной модели, содержащей 
большое количество элементов, и определение ее 

параметров (жесткость Винклерового основания, 
коэффициенты демпфирования в системе, жест-
кость масляного слоя подшипников и упругих свя-
зей и т.п.) имеет важное значение при оценке сей-
смостойкости [5] и прочности основных узлов си-
стемы. 
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АНОТАЦІЯ Представлені основні особливості методичного забезпечення, розробленого на основі методу скінчен-
них елементів для розрахунку динаміки системи турбоагрегат-фундамент-основа при сейсмічних впливах. Елемен-
ти розрахункової схеми моделюються довільно орієнтованими стержнями і зосередженими масами з моментами 
інерції, які з’єднуються абсолютно жорстко або за допомогою пружно-демпферних зв’язків. У стержневих елеме-
нтах з розподіленими параметрами враховуються всі види деформацій, які мають місце при коливаннях. Сейсмічне 
навантаження моделюється змінними інерційними силами, отриманими з експериментальних акселерограм земле-
трусів. При дослідженні динамічних процесів в системі турбоагрегат-фундамент-основа при сейсмічних впливах 
використовуються розрахункові моделі різного рівня складності. 
Ключові слова: турбоагрегат, сейсмічна дія, коливання, стержневий скінченний елемент, пружно-демпферний 
зв’язок. 
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