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ПРЕДСТАВЛЕНИЕ L-ПОЧТИ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 
КАК НЕПРЕРЫВНЫЕ ФУНКЦИИ НА ТОПОЛОГИЧЕСКОЙ 
ГРУППЕ 

 
В роботі розглянуто абстрактні функції, задані на групі зі значеннями в просторі Фреше. Введе-
но визначення абстрактної L – майже періодичної функції, котре не обов’язково є неперервною. 
Сформульоване узагальнення теореми А. Вейля для таких функцій. Доведено, що будь яка L – 
майже періодична функція неперервна на групі у спеціальній топології, та що будь яка функція, 
котра неперервна у цій топології, є такою. Така спеціальна топологія існує для нескінченної 
множини указаних функцій. 
 
The abstract (vector-valued) functions defined over a group with values in Freshet space were consid-
ered. A definition of vector-valued L-almost periodic function, that are not obligatory continuous has 
been introduced. Generalization of theorem A. Weyl for L-almost periodic functions with rang in a 
Freshet space is formulated. It is proven that any L-almost periodic function is continuous over the 
group in special topology and any function which is continuous in this special topology is L-almost 
periodic function. This special topology exists for infinite set of L-almost periodic functions. 
 

Введение. Анри Вейль [8] показал, что на любой группе G можно вве-
сти топологию   так, чтобы множество числовых почти периодических 
функций /п.п.ф./ на группе совпадало с множеством сужений на G непрерыв-
ных на компактификации G  функций. Кроме того, для данной почти перио-
дической функции f на G можно ввести метризуемую топологию 1  на G так, 
чтобы f  была сужением на G некоторой непрерывной на компактификации 

1
G  функции; при этом сужение на G любой непрерывной на 

1
G  функции 

является почти периодической функцией на G. 
В 1938 году Б. М. Левитан [2,3] вводит новый класс числовых ком-

плекснозначных почти периодических функций, определенных на числовой 
оси. В. А. Марченко [4] заметил, что L-почти периодические функции пред-
ставляют собой все непрерывные функции на некотором хаусдорфовом про-
странстве, полученном введением на числовой оси особой топологии.  
Б. Я. Левин [1] привел новое определение L-почти периодических функций, 
заданных на произвольной -компактной группе и доказал основные поло-
жения теории почти периодических функций. В частности, он показал, что на 
аддитивной группе вещественных чисел R можно ввести топологию более 
слабую, чем евклидова так, что эта группа плотно вкладывается в компакт-
ную группу (G,Z) со следующим свойством: множество L- почти периодиче-
ских функций на R совпадает с сужением на R множества непрерывных 
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функций на G. Таким образом, было получено обобщение теоремы Анри 
Вейля. 

А. Райх [6] ввел новое определение числовой комплекснозначной L-
почти периодической функции, определенной на топологической группе, 
обобщил теорему А. Вейля, успел найти связь между L-почти периодически-
ми и почти автоморфными функциями. 

Целью настоящей статьи является обобщение теоремы Вейля на абст-
рактные L-почти периодические функции со значениями в пространстве 
Фреше Y. Вместе с этим покажем, что любая функция, непрерывная в специ-
альной топологии, является L-почти периодической функцией. Данная статья 
является продолжением работы автора [5] об обобщении теоремы А. Вейля 
для абстрактных почти периодических функций. 

Элемент h группы G будем называть периодом функции   :f t G Y , 

если выполняется следующее условие 

   -1f saha t f st ,  s,t G, a G    . 

Множество периодов функции образует нормальную подгруппу H груп-

пы G. Поэтому функцию в дальнейшем можно рассматривать как функцию 

без периодов, иначе ее можно рассматривать как определенную на фактор-

группе G/H. 

Множество U называется относительно плотным множеством на группе 
G, если существует n элементов 1 2x , ,..., nx x  таких, что 

i
1

G x ,
n

i

U


    

и m элементов 1 2x , ,..., mx x   , что 

i
1

G x
m

i

U


 . 

 
1. Вспомогательные утверждения и определения. Для доказательства 

теоремы нам понадобятся несколько вспомогательных утверждений и опре-
делений. 

Определение 1.1 Функция  f t : G Y  называется L-почти периодиче-
ской (L-п.п.), если 0   и конечного множества N G , существует отно- 

                                                
1 Это определение- модификация определение Райха[6].  
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сительно плотное  множество E G  такое, что -1
, ,E N fE B  , где 

    N,f,
,

B : sup ,
a b N

G f a b f ab    


    
 

. 

 
Лемма 1. Если множество Е относительно плотно, то множество 

-1E E  симметрично и относительно плотно. 
 Доказательство. Если -1x E E , то -1x   , , E    и 

-1 1 1x E E    . Значит, множество -1E E  симметрично. Из относительной 
плотности Е следует существование конечного числа элементов 
  1

,m
k kk

a a G


  таких, что k1
G m

k
Ea


 . Пусть Е  . Тогда множество 

1EЕ   относительно плотно 

   1 1

1 1

m m

k k k
k k

EE a E a Ea G   

 

     , 

 1

1

m

k
k

EE a G



 . 

 Из симметричности множества 
1

Е E


 следует, что и 
1

Е E


 относи-
тельно плотно. 
 

Определение 2. Будем говорить, что функция f(x) обладает свойством 
(A), если: для каждого конечного множества N G  и для каждой последо-
вательности   1i i

x 


 из существования предела 

   1 1lim i j ji
f sx x t g sx t 


 , s,t N  , j 1,2,3,...  

следует существование подпоследовательности   1i i
y 


   1i i

x 


 , для кото-

рой 
   1lim jj

g sy t f st


 ,    s,t N  . 

Замечание 1. Легко видеть, что если функция обладает свойством (А) 
на всей группе, то она обладает этим свойством и на ее подгруппе. 
 Свойство (A) введено Райхом [6], оно соответствует лемме 1.3.1. В. 
Вича[7] и близко к понятию почти автоморфности по Бохнеру. 
 

Лемма 2. Если 0   и конечного множества N G , существует 
относительно плотное множество E G  такое, что -1

, , ,E N fE B   , где 

    N, f ,
,

B : sup ,
a b N

G f a b f ab    


    
 

, 
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то функция  f t : G Y  обладает свойством (A). 
Доказательство. Допустим противное, т.е., существуют 0  , последо-

вательность   1i i
x 


, для которых 

    1 1lim , 0j i ji
f sx x t g sx t  


 , s,t N   

и 

    1 ,jg sx t f st   , j 1,2,3,... , s,t N  . 

Не ограничивая общности, будем считать, что 

                           1 1, , , 1, 2,3,...
2j i jf sx x t g sx t i j

     , s,t N                      (1) 

                               1 ,jg sx t f st   , s,t N  , j 1,2,3,...                           (2) 

Условия леммы показывают, что функция f L-почти периодична. Для 
множества 

, ,
2

N f
B   согласно определению 1 существует относительно плотное 

множество Е  
1

n

k
k

G h E


 
 

 
  такое, что 1

N, f,
2

B E E
 . Каждый элемент ix  

можно представить в виде:   ix ,i ik ih E   . Так как количество элементов 

hk конечно, а количество элементов ix  бесконечно, то существует индекс k0 -
общий для бесконечного числа элементов mx  так, что 

                                     
0mx , 1, 2,3,...k mh m                                           (3) 

Обозначим через  m 1
y

m




 ту подпоследовательность последовательности 

-1
k 1x M  , которая выполняет равенство (3). 

Тогда для подпоследовательности  m 1
y

m




 

0 0

-1 1 1 1 1
m ny y m k k n m nh h E E         

, ,
2

,
N f

B  , 1, 2,3,...m n  . 

и 

    1 ,mg sy t f st        1 1,m m ng sy t f sy y t   + 

+     1 ,m nf sy y t f st  <
2 2
 

  . 

Получили противоречие. Лемма доказана. 
 

Лемма 3. Если функция f(x) обладает свойством (А), то для любого 
множества ,fN,B  существуют положительное число  , конечное множе-
ство M элементов из группы G  такие, что 
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  f,M,
-1

fN, BBB
f,M,

 . 
Доказательство является модификацией доказательства В. Вича (лемма 

2.1.2 [7]), (см. также [6], стр. 221, лемма 2). 
 
Лемма 4. Множества  ,f,N,B  задают базу окрестностей единицы e 

группы G и имеют следующие свойства: 
1. Для каждой окрестности f,N,B  существует окрестность f,M,B  такая, 

что f,M,B f,M,B f,N,B ; 
2. Для каждой окрестности f,N,B  существует окрестность f,M,B  такая, 

что -1
f,M,

B


  f,N,B ; 

3. Для каждой окрестности f,N,B  и Ga  существует окрестность 

f,M,B  такая, что f,M,B 1 a.B.a f,N,  ; 
4. Для любых двух окрестностей 

1f,N,B  и 
2f,M,B  существует окрестность 

f,K,B  такая, что f,K,B  
21  f,M,f,N, BB  ; 

5. Каждая окрестность f,N,B  – открытое множество; 
6. Пересечение всех окрестностей содержит лишь единицу; 
7. Каждая окрестность является относительно плотным множеством. 
Доказательство. 
Докажем свойство 1. Из леммы 3 следует, что для любого 0   и ко-

нечного множества N существует число 0   и конечное множество M та-
кие, что 

-1
f,M,

B
 f,M,B f,N,B  

По числу 0 и конечному множеству M выбираем конечное множест-
во K  и число 0  такие, что 

-1
f,K,

B
 f,K,B f,M,B  

Отсюда сразу следует, что 
 ,f,Mf,K, BB     и    ,f,M

-1 BB
f,K,
 , т.е.  1 

 ,f,Mf,K,
BB 1 . 

Следовательно, 
f,K,B f,K,B f,N,B . 

 
Свойство 2. Из вышеизложенных рассуждений вытекает, что свойство 2 

выполнено. 
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Свойство 3. Для любой окрестности f,N,B  и любого элемента Ga  

существует конечное множество aNNaM -1     такое, что 
         uvf,vufmaxstf,atsafmax

Mv,uNts,







1  

Из этого равенства следует, что если  f,M,B , то   f,N,Baa 1  или 

 ,f,N,f,M
-1 BaBa  . 

Следовательно, 
1 aaBB ,f,N,f,M  . 

 
Свойство 4. Оно следует из выполнения включения 

21  ,f,M,f,Nf,K, BBB   
где  2 ,min 1 ,  MNK  . 

Свойство 5. Пусть ,f,N0 Bx   и 
    stf,tsxfmax

Mts, 0


 ,   . 

Тогда для 0-   , 0NxM    и  ,f,MB  . Таким образом,  

,f,M0Bx  ,f,NB , 
что непосредственно вытекает из неравенства 

    


stf,tsxfmax
Nts,

 0          


stf,tsxfmaxtsxf,tsxfmax
Nt,sNt,s 000   

         


stf,tsxfmaxtsf,tsfmax
Nt,sMt,s 011

1
   . 

 
Свойство 6. Рассматриваемые функции не имеют периодов. Значит, 

единственным общим элементом всех окрестностей является единица. 
 

Свойство 7. Оно непосредственно следует из определения 1 и леммы 1. 
Лемма доказана. 

 
2. Основные результаты. 
Теорема 1. Любая L-почти периодическая функция f(x) непрерывна на 

группе G в топологии, определенной множествами 

      






 


abf,bafsup:GB

Nb,a
f,N, . 

 Доказательство. Пусть для любого 0   и конечного множества 
GN  , существует относительно плотное множество GE   такое, что 

,f,N
-1 BEE  , где 

       


abf,bafmax:GB
Nb,af,N, . 
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На группе G можно ввести топологию f  множествами f,N,B  согласно лем-

ме 4. Действительно, по лемме 1 множество EE -1  относительно плотно и 
множество f,N,B  относительно плотно. По лемме 2 следует, что функция f 
обладает свойством (А). По лемме 4 на группе G можно задать базу окрест-
ностей топологии f  группы G множествами f,N,B . Из определения тополо-
гии f  следует непрерывность функции f. Теорема доказана. 
 

Теорема 2 (критерий L-почти периодичности). Пусть задана L-
почти периодическая  функция   YG:tf   и по ней введена топология f  
множествами f,N,B  на группе G. Любая функция g(x): YG , которая не-
прерывна в топологии f , является L-почти периодической функцией. 

Доказательство. На группе G введем топологию f множествами 
       


abf,bafmax:GB

Nb,af,N, . 

Если функция  tg  непрерывна в этой топологии, то для любого 0  и эле-
ментов Gba,   существует окрестность f,N,B такая, что 

f,N,B        abg,bag:G  
Отметим, что окрестность f,N,B , вообще говоря, зависит от выбора точки 

ba,  и поэтому, обозначим эту зависимость  b,aB f,N,  . Если возьмем конеч-
ное множество N элементов группы G, то 

 
Nb,a

f,N, b,aB


     






 


 abg,bagsup:G

Nba,
. 

Согласно лемме 4 конечное пересечение окрестностей топологии f  содер-
жит окрестность вида f,M,B  и 

f,M,B  
Nb,a

f,N, b,aB


       


abg,bagmax:G
Nba,

. 

Так как функция  f L-почти периодическая, то согласно определению 1 ок-
рестность f,M,B  содержит множество EE -1 , где Е относительно плотное 
множество, т.е. 

EE -1 f,M,B  
Nb,a

f,N, b,aB


       


abg,bagmax:G
Nba,

. 

Это и означает, что функция  tg  L-почти периодическая. Теорема доказана. 
 

Рассмотрим несколько основных свойств L-почти периодических функ-
ций, заданных на группе G со значениями в пространстве Фреше Y. 
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Утверждение 1. Сумма двух L-почти периодических функций снова L-

почти периодическая функция. 
Доказательство. Пусть заданы L-почти периодические функции 

    Y,G:tf  ,     Y,G:tg  . Пусть заданы 0  и конечное число эле-
ментов GN ,      tgtfth  . Согласно определению 1 для каждой из 
функций  tf  и  tg  находим множество ,f,M1

B , ,g,M2
B   так, что 

                 
 ,f,M ,f,M 11

BB 1     






 

 2
 abf,bafmax:G

Nba,
                (4) 

                 
 ,g,Mg,,M 22

BB 1     






 

 2
 abg,bagmax:G

Nba,
.               (5) 

Из L-почти периодичности функций f  и  g следует существование относи-
тельно плотных множеств f1,E и g2,E , таких что 

                           ,f,Mf1,
-1

f1, 1
BEE  ,    ,g,Mg2,

-1
g2, 2

BEE  .                               (6) 
Согласно лемме 3 работы А. Райха ([6], стр. 223) множество W 

    g2,
1

g2,f1,
1

f1, EEEEW    

относительно плотно и симметрично. Тогда множество WW 1  относительно 
плотно и 

           f1,
1

f1,f1,
1

f1, EEEEWW  1     ,     g2,
-1

g2,g2,
-1

g2, EEEEWW 1          (7) 
Из включений (4)-(7) получим: 

                                  






 





2
1 

 abf,bafmax:GWW
Nba,

                            (8) 

                            






 





2
1 

 abg,bagmax:GWW
Nba,

.                           (9) 

Тогда по неравенству треугольника 
    abh,bahmax

Nba,



         abg,bagmaxabf,bafmax

Nba,Nba,



 , 

из неравенств (8), (9) следует: 
      



 abh,bahmax:GWW
Nba,

1 . 

Таким образом, по определению 1 сумма двух L-почти периодических функ-
ций также является L-почти периодической функцией. 
 

Утверждение 2.  Конечномерный вектор, все координаты которого L-
почти периодические функции, также является L-почти периодической 
функцией.  
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 Доказательство. Не ограничивая общности, доказательство утвер-
ждения рассмотрим для случая двумерного вектора. Пусть заданы L-почти 
периодические функции   YG:tf  ,   YG:tg   и вектор 

     YYFG,t,tg,tfF  . В пространстве YY   метрика задана сле-
дующим образом: 

      ,y,x;y,xmaxy,xdis 2211 
    2121 y;yy,x;xx 

   Yy,x,Yy,xY,вметрикa. 1  221 . 
Тогда 

      


abF,baFdismax:GB
Nb,a,F,N

 
= 

           ,
: max max , ; ,

a b N
G f a b f ab g a b g ab     


  

            


abg,bagmax;abf,bafmaxmax:G
Nb,aNb,a

=  ,g.N,f,N UU   

Используя неравенства (8) и (9) утверждения 2 получаем, что существует 
относительно плотное множество W такое, что 

 ,g,N
-1

,f,N
-1 UWW,UWW   

Следовательно, 
WW -1

 ,g,N,f,N UU  . 
Это доказывает L-почти периодичность вектора. 
 

Утверждение 3. Равномерный предел L-почти периодических функций 
также L-почти периодическая функция. 
 Доказательство. Покажем, что равномерная сходимость не выводит 
из класса L-почти периодических функций. 

Пусть существует равномерный предел 
    Gt,tftflim nn




. 

Согласно равномерной сходимости по числу  0
3
  выбираем число K такое, 

что при Kn   выполнены неравенства 

                                                 Gb,a,abf,abfn 
3


                              (10) 

                                         G,b,a,baf,bafn  



3

.                   (11) 

 Фиксируем n так, чтобы выполнялись неравенства (10), (11) и по L-

почти периодической функции nf  для числа 
3
 , конечного множества 
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GN  , согласно определению 1 существует относительно плотное множест-
во E : 

                                   






 

 3


 abf,bafmax:GEE nnNba,

1- .                          (12) 

Тогда по неравенству треугольника 
    


abf,bafmax

Nba,
          


abf,bafmaxbaf,bafmax nnNba,nNba,



    abfabfpmax nNba,


   

из неравенств (10)-(12) следует: 
      


abf,bafmax:GEE

Nba,

1- . 

Таким образом, по определению 1 равномерный предел L-почти периодиче-
ских функций также является L-почти периодической функцией. 
 

Теорема 3. Если на группе G  задано семейство L-почти периодических 
функций   A,tf   со значениями в пространстве Фреше Y, то существу-
ет топология на группе G, в которой непрерывны все функции этого семей-
ства и любая функция g(x), которая непрерывна в этой топологии, является 
L-почти периодической на группе G. 
 Доказательство. Пусть задано семейство   A,tf   L-почти пе-
риодических функций на группе G, где А – некоторое множество индексов. 
На группе G введем новую топологию N при помощи окрестностей 

 ,f,N,B       



abf,bafmaxmax:G

Nb,a
, 

где N,  произвольные конечные множества, AG,N   . 
Множества  ,f,N,B  являются конечными пересечениями множеств вида  

      



abf,bafmax:GB

Nb,a,f,N . 

Если функция  tf  фиксирована, множества  ,f,NB  выполняют все 
свойства леммы 4. 

Пусть заданы две функции YG:g,f  . Рассмотрим функцию 
  YYG:g,fF  . В пространстве YY   метрика задана следующим об-

разом: 
      ,y,x;y,xmaxy,xdis 2211     2121 y;yy,x;xx 

  Yyx,Yy,xY,вметрикa. 1  221 . 
Если каждая из функций f и g L- почти периодична, то функция F= g f;  L-
почти периодична по утверждению3. Множество 

        


abF,baFdismax:g,fU
Nb,a,N = 
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          






 


 abg,bag;abf,bafmaxmax:G

Nb,a
= 

         

















 abg,bagmax;abf,bafmaxmax:G

Nb,aNb,a
=  ,g,N,f,N UU   

удовлетворяет свойствам леммы 4. 
В случае окрестностей вида ,f,NU для функции f  и ,g,MU  для функции 

g  используем включение 
 ,g,NM,f,MN UU    g,fU ,MN  21  ,g,M,f,N UU  ,       2 ,min 1 . 

Таким образом, множества вида ,f,NU , ,g,MU являются окрестностями неко-
торой топологии, в которой непрерывны функции f  и g . 

Таким образом, все конечные пересечения множеств вида  ,f,,NB  явля-
ются окрестностями некоторой топологии A , в которой непрерывны все 
функции A,f  . 
 Пусть функция g  непрерывна в топологии A . Тогда согласно тео-
реме 2. она L-почти периодическая. 
 

3. Выводы: Введено определение абстрактной L-почти периодической 
функции, в котором не требуется непрерывность и поэтому функции заданы 
на произвольной группе. Не требуется задания топологии на группе. 

Сформулировано обобщение теоремы Вейля для абстрактных L-почти 
периодических функций. Доказано, что любая L-почти периодическая функ-
ция непрерывна на группе в специальной топологии, и что любая функция, 
которая непрерывна в этой специальной топологии – L-почти периодическая. 
Показано, что такая специальная топология существует для бесконечного 
множества L-почти периодических функций. 
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