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УДК 621.226 
 
П.М. АНДРЕНКО, д-р техн. наук, проф., НТУ «ХПІ»; 
І.П. ГРЕЧКА, канд. техн. наук, ст. викл., НТУ «ХПІ»; 
А.Ю. ЛЕБЕДЄВ, магістр, НТУ «ХПІ» 
 
МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ РОЗПОДІЛЬНИКА ПОТОКУ 

 
Описано робочі процеси в розподільнику потоку робочої рідини. Наведена його математична 
модель, що враховує нестаціонарність гідродинамічних процесів, параметри робочої рідини, що 
змінюються. Дано рекомендації з вибору конструктивних параметрів розподільника потоку. 

 
Описаны рабочие процессы в делителе потока рабочей жидкости. Приведена его математическая 
модель, которая учитывает нестационарность гидродинамических процессов и изменяющиеся 
параметры рабочей жидкости. Даны рекомендации для выбора конструктивных параметров де-
лителя потока. 

 
Describes the workflows working fluid flow dividers. Given its mathematical model that takes into ac-
count the nonstationarity of hydrodynamic processes and the changing parameters of the working fluid. 
Recommendations are given for selecting the design parameters of the flow divider. 

 
Вступ. Гідравлічні апарати знайшли широке застосування в сучасних 

об’ємних гідроагрегатах (ГА), мехатронних систем технологічного облад-
нання, транспортних машин, іншому гідрофікованованному обладнанні. Це 
обумовлено тим, що такі ГА мають високу довговічність, надійно захищені 
від перевантажень, забезпечують їм механічну жорсткість по відношенню до 
навантаження та високу позиційну точність реверсу. Вони значно спрощують 
автоматизацію промислових процесів та підвищують якість машин, дозволя-
ють суттєво зменшити їх вагу і габарити, надійно працюють в любих кліма-
тичних умовах [1]. Номенклатура гідроапаратів становить сотні найменувань 
та неухильно зростає. Імітаційне математичне моделювання робочих процесі 
в гідроапаратах, яке спирається на їх математичні моделі, дозволяє пришви-
дшити розробку нових зразків гідроапаратів та модернізувати існуючі. Тому 
розробка адекватних математичних моделей гідроапаратів є актуальним нау-
ковим завданням. 

 
Аналіз останніх досліджень. Питанням проектування та розрахунку 

об’ємних ГА, в тому числі і гідроапаратів, присвячено достатньо велика кі-
лькість робіт таких учених, як: Т.М. Башта, В.П. Бочаров, М.С. Гаминін, 
Г.Й. Зайончковський, Р.Д. Іскович-Лотоцький, Б.Л. Коробочкин, 
В.А. Лещенко, З.Я. Лур’є, К.Л. Навроцький, І.В. Ніколенко, В.М. Прокоф’єв, 
Д.М. Попов, О.М. Скляревський, В.Б. Струтинський, З.Л. Фінкельштейн, 
О.М. Яхно та інших. В їх роботах розглянуті фундаментальні основи побудо-
ви ГА які базуються на їх повних математичних моделях та дозволяють отри-
мати ГА з заданими статичними і динамічними властивостями. Стосовно роз-
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роблювальних гідроапаратів незмінною залишається вимога підвищення їх 
характеристик, таких як, точність відпрацювання керуючих сигналів та чут-
ливість до них. Вимоги, щодо розроблювальних гідроапаратів сформульовані 
нами в статті [2]. 

У роботі [3] описано робочий процес розподільника потоку та його ма-
тематична модель. Однак наведена математична модель неповна, відсутнє рі-
вняння руху запірно-регулюючого елементу (ЗРЕ), вона не враховує нестаці-
онарні гідродинамічні процеси, що відбуваються в розподільнику потоку, 
змінність в часі параметрів робочої рідини та коефіцієнта витрат. Такі самі 
недоліки має математична модель розподільника потоку, наведена в стат-
ті [4]. 

Більш повна математична модель робочого процесу розподільника по-
току наведена в роботі [5]. Однак вона також не враховує нестаціонарні гід-
родинамічні процеси, змінність параметрів робочої рідини та коефіцієнта ви-
трат. Наведені математичні залежності для визначення сил тертя та гідроди-
намічної сили не враховують конструктивних параметрів розподільника по-
току. Відмітимо, що інформація щодо повних математичних моделей розпо-
дільників потоку в науково-технічній літературі відсутня. Таким чином, їх 
розробка є актуальним науковим завданням. 

 
Постановка задачі. Метою статті є розробка повної математичної мо-

делі робочого процесу розподільника потоку. 
 
Розподільник потоку. Він служить для розподілення потоку на дві час-

тини з метою забезпечення необхідного співвідношення швидкостей вико-
навчих механізмів ГА, незалежно від діючих на них навантажень. Розподіль-
ник [6] (рис. 1) складається з наступних основних деталей: корпуса 1, зрівня-
льного ЗРЕ 2, розподільного ЗРЕ 3 із двома діафрагмами 4, притиснутими 
пробками 5. Торці корпуса закриті пробками 6 і 7. 

Працює розподільник потоку наступним чином. Потік робочої рідини 
підводить до отвору А і через діафрагми направляється в торцеві камери ЗРЕ 
3. Далі через тангенціальні отвори Б і через змінні дроселі, утворені кромка-
ми канавок У і Г корпуса й кромками ЗРЕ 3, робоча рідина надходить у кана-
вки Д і Е, звідки через другий щабель змінних дроселів, утворених кромками 
канавок Д і Е та кромками ЗРЕ 2, робоча рідина надходить у канали, що від-
водять, і И і К. Поряд із цим канавки Д і Е з’єднуються через отвори, що де-
мпфірують, М і Л з торцевими камерами ЗРЕ 2. Зрівняльний ЗРЕ 2 і ділиль-
ний ЗРЕ 3 перебувають у середнім положенні тільки при рівності тисків у ка-
налах, що відводять. 

Збільшення опору в одному з відводів, наприклад, у каналі ДО, викли-
кає збільшення тиску в лівій торцевій камері зрівняльного ЗРЕ, у зв'язку із 
чим останній зміщається вправо, дроселюючи потік робочої рідини на ділян-
ці між канавкою Е і відвідним каналом И. Зсув зрівняльного ЗРЕ відбуваєть-
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ся доти, поки тиск у каналах Д і Е (а отже й у торцевих камерах зрівняльного 
ЗРЕ), а також у канавках У і Г не вирівнюється. 
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Рисунок 1 – Розподільник потоку. 

 
Таким чином, незалежно від фактичної різниці тисків у каналах И і К, 

що відводять, зрівняльний ЗРЕ автоматично підтримує практично однаковий 
тиск у каналах У і Г. Цим забезпечується пропорційність умов витікання ро-
бочої рідини через обидві гілки ділильного ЗРЕ, і, як наслідок, висока точ-
ність роботи розподільника. Крім того, з метою підвищення чутливості шля-
хом виключення тертя спокою, розподільний ЗРЕ обертається за рахунок ре-
активного моменту, що виникає при проходженні потоку робочої рідини че-
рез тангенціальний отвір Б. 

 
Математична модель розподільника потоку. Вважали, що в ГА відсу-

тній гідравлічний удар та кавітація. Математична модель робочого процесу 
розподільника потоку (рис. 2), якщо зневажати опором каналів, витоками та 
перетоками, описується наступними рівняннями: 

 руху розподільного ЗРЕ 3 

зре 3 зре 3 кер 3 р пр гд тр v( ) ( ) ( ) ( )m x F t F t F t F t    ;                    (1) 

 руху зрівняльного ЗРЕ 2 

зре 2 зре 2 кер 2 р пр гд тр дем( ) ( ) ( ) ( ) ( )m x F t F t F t F t F t     ;              (2) 
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 обмеження переміщення ЗРЕ 3 

 зре 3 зре 3 max0 x t x  ;                                       (3) 

   

зре

зре

зр
е 

3
 

 
Рисунок 2 – Розрахункова схема розподільника потоку. 

 
 обмеження переміщення ЗРЕ 2 

 зре 2 зре 2 max0 x t x  ,                                        (4) 

 зміни стану робочої рідини  

аT const ,  t ,                                             (5) 

де температуру aT  приймали рівною її середньому значенню, а густину ро-

бочої рідини  t  визначали залежно від її газовмісту та зміни тиску в ГА за 

залежностями, наведеними у статті [7]; 
 нерозривності  

     1 2 3q t q t q t  ;                                             (6) 

 витрати через канал, що відводить, ДО 
           2 д1 отв 2 др В др Д дем Лq t q t q t q t q t q t     ;              (7) 

 витрати через канал, що відводить, И 
           3 д 2 отв 2 др Г др Е дем Мq t q t q t q t q t q t     .            (8) 

У рівняннях (1) і (2) зре 2m  і зре 3m  – відповідно маси ЗРЕ 2 і 3 з приве-

деними до них рухомими частинами;  зре 2x t  і  зре 3x t  – відповідно пере-

міщення ЗРЕ 2 і 3.  
Силу рідинної пружини визначали за залежністю 

   р пр р ср зреF t c x t ,                                          (9) 
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де р срc  – середній коефіцієнт жорсткості рідинної пружини, що розрахову-

ють за формулою з роботи [8]: 

 
2 4

зре см
р ср

0 т8 1

d Е
c

V V





,                                          (10) 

де зреd  – діаметр ЗРЕ; смЕ  – модуль об'ємної пружності газорідинної сумі-

ші; 0V  – об'єм робочої рідини, що перебуває в камері керування при серед-

ньому положенні ЗРЕ, для гідроапарата; тV  – відносний об'єм трубопроводів 

і камер керування: т т 0V V V , де TV  – об'єм трубопроводів. 

Гідродинамічну силу визначали за залежністю з роботи [9], записану 
нами у вигляді, що дозволяє враховувати нестаціонарні гідродинамічні про-
цеси, 

        зре
гд гд зре ін2

dx
F t c t x t k t

dt
   ,                            (11) 

де       гд рп вік ж зл нRe ( )cosc t b p p   ;           (12) 

         ін 3 2 рп вік ж зл( ) Rek t t l l b p p t     ;                 (13) 

де  рп Re  – коефіцієнт витрати регулятора потоку залежно від числа Рей-

нольдса – Re , що розраховували за залежністю з роботи [10]; н  – кут нахи-
лу струменя потоку до осі ЗРЕ, що визначали відповідно до рекомендацій 
статті [11]; вікb  – сумарна ширина вікон регулятора потоку; 3l  і 2l – відпові-
дно, відстані між віссю каналу живлення та виточкою у гільзі регулятора по-
току, віссю каналу зливу та виточкою у гільзі регулятора потоку; жp  і злp  – 
відповідно тиск живлення та зливу. 

Силу тертя ЗРЕ 2 розраховували за залежністю [12]: 

2 зре зре

2 зре 0 2
тр к

2 зре 0 2

0 зре 0 2

, при 0;

, при 0 та ;
( )

, при 0 та ;

, при 0 та ,

k sign x x

k x F k
F t

k x F k

F x F k



  

    
  

 







,                  (14) 

де 0F  і 2k  знаходили із рівняння 

зре 0 2m x F k  .                                          (15) 

Силу тертя обертання ЗРЕ 3 тр v ( )F t  розраховували за формулою 

   

   

2

тр v
2 2

2 2

2 1 1

к
e eA v

F
e e

 


  

  
   

,                         (16) 
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де   – коефіцієнт динамічної в'язкості робочої рідини; к зре 32A π R  – по-

верхня контакту ЗРЕ 3 одиничної довжини; v  – кутова швидкість поверхні 
ЗРЕ 3;   – радіальний зазор; е  – ексцентриситет ЗРЕ 3. 

Сила, що діє на ЗРЕ розподільника витрати з боку камери, що демпфі-
рує, визначали з залежності 

     
2
дп

дeм дп пч4

d
F t p t p t


    ,                              (17) 

де дпd  – діаметр ЗРЕ з боку камери, що демпфірує;  дпp t  і  пчp t  – відпо-

відно тиск у камері, що демпфірує, і в проточній частині регулятора потоку. 
Силу керування кер 2(3) ( )F t  розраховували за формулою 

 кер 2(3) т2(3) 2(3)
( )F t A p t  ,                                     (18) 

де т2(3)A  – площа торця ЗРЕ 2 (3);  2(3)
p t  – перепад тиску на торцях ЗРЕ 2 

(3),      10 6 11 72(3)
p t p p   . 

Витрати через діафрагму    д1 2q t  та отвір    Б1 2q t  розраховували за 

однотипними залежностями 

               д1 2 ; Б1 2 д1 2 ; Б1 2 д1 2 ; Б1 2
2

( ) Re ( )q t A p t
t




  ,                (19) 

де А    д1 2 ; Б1 2  – площа прохідного перетину діафрагми (отвору), 

       
2

д1 2 ; Б1 2 д1 2 ; Б1 2 4A d ;    д1 2 ; Б1 2 ( )p t  – перепад тиску на діафрагмі 

(отворі). 
Витрати через змінні дроселі    др В Гq t  і    др Д Еq t , демпфірування 

 дем Л Мq  визначали за однотипними залежностями 

 др др др зрe 2( ) ( ) ( )q t G t p t signx t  ,                             (20) 

де др ( )p t  – перепад тиску на дроселі; зрesign x  – функція Кронекера від 

зрex ;  дрG t  – провідність змінного дроселя розраховували за залежністю  

        др др др др зрe дрRe 2G t A x t t  .                      (21) 

Рівняння (1) – (21) є повною, з урахуванням максимальної кількості фа-
кторів, математичною моделлю регулятора потоку. 

 
Рекомендації з вибору конструктивних параметрів регулятора по-

току. При проектуванні регулятора потоку необхідно: 
 найбільшу площу перетину робочого вікна регулятора потоку ви-

значати з залежності (19), у яку підставляти максимальне значення витрати; 
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 щоб сумарні втрати тиску, втрати на робочих вікнах і каналах кор-
пуса регулятора потоку, не перевищували 5 % від номінального значення ти-
ску; припустимі значення швидкостей робочої рідини у каналах регулятора 
потоку наведені у роботі [13]; 

 діаметр ЗРЕ вибирати із рекомендованого ряду [13]; 
 щоб радіальний зазор між ЗРЕ і корпусом (втулкою) не був досить 

великим та забезпечив легке переміщення ЗРЕ всередині корпуса без велико-
го тертя й «заїдання», у той же час зазор неповинен бути малим, щоб забез-
печив малі витоки та високий КПД; його вибирають з таблиці роботи [14]. 

 
Висновки. Уперше розроблена повна математична модель робочого 

процесу регулятора потоку, що комплексно враховує нестаціонарні гідроди-
намічні процеси, змінність параметрів робочої рідини та коефіцієнта витрат. 
Використання розробленої математичної моделі дозволить, на етапі проекту-
вання регуляторів потоку, підвищити точність розрахунків. 

Розроблена математична модель може бути використана при створенні 
математичної моделі суматора потоку. 
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ПОСТРОЕНИЕ ЧИСЛЕННЫХ РЕШЕНИЙ 
ЗАДАЧ ТЕОРИИ ПОЛЗУЧЕСТИ 
 

В статті розглянуто побудову числових розв’язків для різноманітних математичних формулю-
вань задач теорії повзучості. Представлені числові розв'язки плоскої задачі теорії повзучості, що 
одержані методом скінченних елементів та методом Бубнова-Гальоркіна з використанням R–
функцій. Досліджено достовірність одержаних числових розв’язків, показані перерозподіл на-
пружень та параметру пошкоджуваності в умовах повзучості. 

 
В статье рассмотрено построение численных решений для различных математических формули-
ровок задач теории ползучести. Представлены численные решения плоской задачи теории ползу-
чести, полученные методом конечных элементов и методом Бубнова-Галеркина с использовани-
ем R–функций. Исследована достоверность полученных численных решений, показаны перерас-
пределение напряжений и параметра повреждаемости в условиях ползучести. 

 
This article deals with numerical solutions constructing for different mathematical formulations of creep 
problem. Numerical solutions for creep plane problem obtained using finite element method and Galer-
kin-Bubnov method with R-functions are presented. Obtained numerical solutions reliability is investi-
gated, stresses and damage parameter redistributions due to creep are shown. 

 
Введение. Под ползучестью в простейшем случае понимают постепен-

ное накопление необратимой (пластической) деформации, которое заметно 
проявляется при сочетании высоких механических нагрузок и температур, 
достигающих 35-70% абсолютной температуры плавления [1] и приводит к 
существенному перераспределению полей напряженно-деформированного 
состояния в твердых телах даже при стационарных нагрузках. Актуальность 
проблем ползучести обусловлена их инженерными приложениями, связан-
ными с улучшением эксплуатационных характеристик машин за счет увели-
чения температуры и механических напряжений (рабочего давления, частоты 
вращения и т. п.) [1]. Нелинейность уравнений состояния тел при ползучести 
заставляет обращаться к численным решениям задач теории ползучести. 

 

Анализ последних исследований и формулировка целей статьи. 
Численные решения задач теории ползучести в современных исследованиях 
[2-5] рассматриваются применительно к используемым там частным матема-
тическим формулировкам и на основе выбранных частных схем дискретиза-
ции (часто – метода конечных элементов). Используемые математические 
формулировки различаются выбором локальной [5] и вариационной формы 
[2-4]; пространства состояний: в перемещениях [2-4], в смешанной форме [5]; 
представлением напряженно-деформированного состояния либо самими ис-
комыми величинами [4, 5], либо их скоростями [2, 3]. Алгоритмизация по-
строения численных решений для задач теории ползучести в литературе 
практически не обсуждается, хотя обсуждается для других задач, например 
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для задач теплопроводности, что позволяет обеспечивать эффективность сче-
та и использовать методически однотипные алгоритмы для достижения 
структурной простоты программ [6]. Целью данной статьи является изучение 
общих подходов к построению численных решений для задач теории ползу-
чести. 

 

Постановки задачи теории ползучести. Далее рассматриваем задачи 
ползучести для тела, которое занимает область объемом   с граничной по-
верхностью   в случае малых деформаций, статических нагрузок, однород-
ного стационарного температурного поля, полных деформаций в виде суммы 
обратимых упругих и необратимых деформаций ползучести; для упругих де-
формаций принимаем закон Гука; материал тела считаем однородным изо-
тропным. Следуя методу Лагранжа, точки тела индивидуализируем в на-
чальном состоянии, отвечающем моменту времени 0t  , и рассматриваем 
моменты времени 0t   с использованием декартовых прямоугольных коор-
динат kx ; все нижние индексы, значения которых отдельно не оговорены, 

принимают последовательно значения 1, 2, 3; по повторяющимся нижним 
индексам подразумевается суммирование. Формулировка задачи теории пол-
зучести включает описание напряженно-деформированного состояния при 
упругом деформировании с учетом деформаций ползучести и описание зако-
на изменения во времени деформаций ползучести, что для полного простран-
ства состояний в рамках принятых допущений записывается следующим об-
разом: 

  1
, , ,2

,  0,  ,   ij i j j i ij j i ij ij ij ij ijkl kl ku u f e c e a x            ,  

   ,        i i k u ij j i k pu u x n p x        , (1) 

  
        1 2

3
,    , , , , ; ,    

2
c c c

ij ij ij ijc

c
c s c c c q q    


  

    ,  

  1
3

,   ,0 0   ij ij kk ij ij k ks c x x       , (2) 

           1 2, , , , ; ,    ,    ,0 0   ij ij k kq q c x x                ,  

           1 2, , , , ; ,  ,  ,0 0 s s s
s s ij ij s k kq q q q c q x x           . (3) 

Здесь ,i j i ju u x   ;  ,i i ku u x t  и  ,ij ij kx t   – компоненты перемеще-

ний и напряжений;  ,ij ij kx t  ,  ,ij ij ke e x t  и  ,ij ij kc c x t  – компонен-

ты деформаций: полных, упругих и ползучести;  i i kf f x  – заданные ком-

поненты объемных сил,  i i ku u x   – заданные компоненты перемещения в 

точках поверхности u  ;  i i kp p x  – заданные компоненты поверхно-

стных сил в точках поверхности p  ; jn  – компоненты внешней единич-
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ной нормали к поверхности тела; ijkla  – упругие постоянные материала тела; 

ij ijc c t   ;  c  – контролирующие скорость ползучести эквивалентные 

напряжения;  ,kx t   – параметр повреждаемости и  ,s s kq q x t , 

1, 2,s    – другие параметры состояния, характеризующие накопление по-
вреждений на микро-уровне и другие изменения на уровне структуры мате-

риала [7];    и  s , 1, 2,s    – эквивалентные напряжения, контроли-
рующие скорость параметра повреждаемости и других параметров состоя-
ния. Кинетические уравнения (2), (3) для деформаций ползучести, параметра 
повреждаемости и других параметров состояния устанавливаются по резуль-
татам испытаний образцов в условиях ползучести вплоть до разрушения. Ин-
тегрирование по времени уравнений (1) – (3) выполняется вплоть до завер-
шения этапа нелокализованного разрушения и образования локализованного 
дефекта (трещины), что устанавливают условием 

  * *, 1kx t  , (4) 

где *t  – время образования и *
kx  – координаты локализованного дефекта, 

причем для моментов времени *t t  поведение рассматриваемого тела нель-
зя адекватно описать уравнениями (1) – (3), поскольку в них не учитывается 
наличие локализованных дефектов, например трещин. 

Для алгоритмизации численного решения некоторого класса задач целе-
сообразно располагать его единообразной математической формулировкой 
[6]. Различие между записями формулировок задач теории ползучести в раз-
ных пространствах состояний при алгоритмизации их численного решения 
устраняется использованием понятия оператора краевой задачи [8]. Для это-

го введем вектор      1 1 , N
kx t R u u ,  1N N , содержащий параметры 

напряженно-деформируемого состояния (перемещения, деформации полные 

и упругие, напряжения),      2 2 , N
kx t R u u ,  2N N , содержащий де-

формации ползучести,      3 3 , N
kx t R u u ,  3N N , содержащий пара-

метр повреждаемости и другие параметры состояния. Тогда задача теории 
ползучести (1)–(3) примет следующий вид: 

              1 1 2 2 1 1 1 ,       k kx x          A u A u f L u u , (5) 

               2 2 2 3 1 2, ; ,      ,0    k kx x   u f u u u u 0 , (6) 

               3 3 3 2 1 3, ; ,      ,0    k kx x   u f u u u u 0 . (7) 

Здесь  1A ,  2A  – линейные операторы и  1f  – вектор, отвечающие диффе- 

ренциальным уравнениям, а L  – линейный оператор и  1u  – вектор, отве- 
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чающие граничным условиям (1). Вектор  2f  отвечает уравнениям состоя-

ния при ползучести (2), а вектор  3f  – кинетическим уравнениям для пара-
метра повреждаемости и других параметров состояния (3). Выбор частного 

пространства состояний уменьшает число компонент вектора  1u  и соответ-
ствующим образом видоизменяет операторы краевой задачи (5). 

Вместо локальной формулировки краевой задачи (5) можно использо-
вать ее эквивалентную вариационную формулировку, которую удобно пред-
ставить в виде вариационного равенства с учетом главных условий, пред-
ставляющих, как правило, часть граничных условий (5): 

                    1 1 1 2 2 1 1 1 1 0

n

TT
n nd d



  


         u A u A u f u L u u , (8) 

    1 1    m m k mx    L u u , (9) 

где учтено, что m n    , m n    ; nL , mL  – операторы и  1
nu ,  1

mu  – 

векторы, отвечающие естественным и главным граничным условиям. 
Уравнения (5) – (7) наглядно показывают, что задача теории ползучести 

представляет собой две связанные математически различные задачи: краевую 
и начальную. Краевая задача описывает напряженно-деформированное со-
стояние тела с учетом деформаций ползучести, а начальная – изменение во 
времени деформаций ползучести, параметра повреждаемости и внутренних 
структурных параметров с учетом текущего напряженного состояния. Еди-
нообразную математическую формулировку задачи теории ползучести мож-
но получить дифференцированием по времени обеих частей уравнения (5) и 
представлением его в скоростях напряженно-деформированного состояния: 

                11 1 2 2 1 1
0,  ,0  ,     k k kx x x           A u A u 0 u u L u 0   ,  

          1 11 1 1
0 0 ,       k kx x        A u f L u u , (10) 

где  1
0u  – поле вектора  1u  (напряженно-деформированного состояния) в 

начальный момент времени 0t  , которое отвечает упругому деформирова-
нию тела при отсутствии деформаций ползучести. 

Замена краевой задачи (5) начально-краевой задачей (10) позволяет 
представить задачу теории ползучести (5) – (7) в эквивалентной форме (10), 
(6), (7). Вместо начально-краевой задачи (10) можно использовать ее эквива-
лентную вариационную формулировку, которая в вариациях с учетом глав-
ных и естественных граничных условий примет следующий вид: 

                1 1 1 2 2 1 1 0

n

TT
n nd d



  


       u A u A u u L u     ,  

                1 1 1 11 1 1
0 0 0 0 0

n

TT
n nd d



  


        u A u f u L u u . (11) 
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      11 1
0,       m m m k mx      L u 0 L u u  . (12) 

Одна из простейших теорий ползучести, в которой повреждаемость и другие 
параметры состояния не рассматриваются, а скорость деформаций ползуче-

сти зависит только от напряжений, приводит к равенству       2 2 1u f u . 

Это позволяет, если задача о напряженно-деформированном состоянии пред-
ставлена в форме (10), исключить из рассмотрения при формулировке задач 

теории ползучести деформации ползучести, представленные вектором  2u : 

                   11 1 2 2 1 1 1
0,  ,0  ,     k k kx x x           A u A f u u u L u 0  ,  

          1 11 1 1
0 0 ,       k kx x        A u f L u u . (13) 

В случае, когда напряженно-деформированное состояние описывается крае-
вой задачей (5), то деформации ползучести не могут быть исключены из рас-
смотрения даже при использовании рассмотренной простейшей теории пол-
зучести. 
 

Построение численных решений. Алгоритмизация построения чис-
ленных решений для задачи теории ползучести существенно зависит от вы-
бора вида (5) – (7) или (8), (9), (6), (7) или (10), (6), (7) или (11), (12), (6), (7) 
ее математической формулировки. Вначале построим численное решение за-
дачи теории ползучести, сформулированной в виде (11), (12), (6), (7). Для 
решения задачи (11), (12) поля напряженно-деформированного состояния 
представим аппроксимациями, тождественно удовлетворяющими главным 
условиям (12): 

                            1 1 1 1 1 1 1, ,  ,k k n k n k n k nx t x x t x t x t      u u U a u U a , (14) 

где  1
u  – вектор, продлевающий заданные граничные значения внутрь об-

ласти тела; n  – число аппроксимирующих функций;  1
nU  – матрица, состав-

ленная из принятых аппроксимирующих функций;  1
na  – вектор, составлен-

ный из подлежащих определению коэффициентов аппроксимаций. 
В зависимости от выбора аппроксимирующих функций можно реализо-

вывать различные схемы дискретизации [9]. Примерами могут служить клас-
сический метод Ритца, отвечающий случаю, когда аппроксимирующие 
функции определены во всей области   тела, а также метод конечных эле-
ментов – когда аппроксимирующие функции не равны нулю только в ло-
кальных подобластях, на которые разбита область   тела, а коэффициенты 
аппроксимаций имеют смысл узловых значений. Подстановка аппроксима-

ций (14) в равенства (11) с учетом независимости вариаций  1
na  приведет к 

системам уравнений 

            1 1 1 2 2
T

n n n d


     A a U A u  , (15) 
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      11 1
0n n A a f . (16) 

Здесь 

     1 1
0 0nn a a ;                1 1 1 1 1 1

n

T T

n n n n n nd d





       A U A U U L U ; 

                 1 1 1 1 1 1 1

n

T T

n n n n nd d 





         f U f A u U u L u . 

Интеграл из системы уравнений (15) представляем в виде квадратуры 

                        1 2 2 1 2 2

1

 
Q TT i ii

n n k k
i

d w  


      U A u U A u , (17) 

где Q  – число,  iw  – весовые коэффициенты и  i
k  – координаты узлов ис-

пользуемой квадратурой формулы [10]. 
Уравнения (6), (7) интегрируем в узлах квадратурной формулы (17): 

                            2 2 2 3 1 2, ; ,  ,0i i i i i
k k k k k     u f u u u u 0 , (18) 

                            3 3 3 2 1 3, ; ,  ,0i i i i i
k k k k k     u f u u u u 0 . (19) 

Здесь 1, 2, ,i Q  . Таким образом, решение задачи теории ползучести све-

дено к интегрированию обыкновенных дифференциальных уравнений с на-
чальными условиями (15) – (19). В результате на шагах интегрирования по 
времени получают поля напряженно-деформированного состояния, а также 
значения деформаций ползучести и параметра повреждаемости в узлах квад-
ратурных формул и, кроме этого, возможно, в других, наперед заданных, 
точках тела. Рассмотренная схема (15) – (19) алгоритмизации построения 
численного решения для задач теории ползучести с некоторыми видоизмене-
ниями применяется в большинстве исследований. Определение момента вре-

мени *t  и координат *
kx  образования локализованного дефекта из условия 

(4) с высокой точностью требует вычисления деформаций ползучести и па-
раметра повреждаемости в достаточно большом числе наперед заданных то-
чек тела. 

Рассмотрим решение задачи теории ползучести, представленной в ло-
кальной форме (5) – (7) с использованием взвешенных невязок [9] и струк-
турного метода теории R-функций [11], как это сделано в работе [5]. Для это-
го представим неизвестные задачи в виде тождественно удовлетворяющих 
всем граничным условиям (5) структур решений [11] 

                 1 1 1 1 2 2 3 3, , , , ,    ,       u B Φ L u u Φ u Φ , (20) 

с неопределенными компонентами      1 1 ,kx tΦ Φ ,      2 2 ,kx tΦ Φ  и 
     3 3 ,kx tΦ Φ  в виде аппроксимаций по системам базисных функций про- 
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странственных координат с зависящими от времени коэффициентами 

            
1

, ,    1, 2,3
n

s ss
k i k i

i

x t x a t s


  Φ  . (21) 

Здесь –    s
ia t  и    s

i kx , 1,2,3s   – коэффициенты аппроксимаций и ба-

зисные функции, являющиеся элементами содержащих  sΦ  функциональ-
ных пространств [11]. В случае линейных операторов граничных условий 
подстановка аппроксимаций (21) в структуры решений (20) приведет к вы-
ражениям в виде линейных комбинаций коэффициентов аппроксимаций [11], 
которые представим в матрично-векторной форме 

                1 1 1 1,k k n k nx t x x t  u u U a ,  

                        2 2 2 3 3 3, ,    ,k n k n k n k nx t x t x t x t   u U a u U a , (22) 

где  s
nU , 1,2,3s   – матрицы пробных функций, составленные из множите-

лей при коэффициентах  s
ia , 1,2,3s   в структурах решений (20) после под-

становки в них аппроксимаций (21);         1 2

Ts ss s
n na a aa  , 1, 2,3s  . 

Аппроксимации (22) удовлетворяют граничным условиям (5) и будут 
удовлетворять начальным условиям (6), (7), для коэффициентов аппроксима-
ций, удовлетворяющих начальным условиям 

        2 30 ,      0n n a 0 a 0 . (23) 

Для определения коэффициентов аппроксимаций методом взвешенных невя-
зок представим аппроксимации (22) в матрично-векторной форме и диффе-
ренциальные уравнения (5) – (7) одним уравнением [5] 
 n n  u u U a , (24) 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

11 11

2 2 2

3 3 3

,    ,    ,    

nn

n n n n

n n





           
        
                 

au U 0 0u

u u u 0 U 0 U 0 a a

0u 0 0 U a

, (25) 

     K u A u f u , (26) 

  

 

   

 

 

        
        

1
1 2

2 2 2 3 1

3
3 3 2 1

,  ,  , ;

, ;

 
    

     
       
               

 

f0 0 0 A A 0

K 0 I 0 A 0 0 0 f u f u u u

0 0 00 0 I f u u u

, (27) 

где  2I ,  3I  – тождественные и 0  – нулевые матричные операторы, размер-

ности которых определяются размерностями векторов  1u ,  2u  и  3u . 



 17

Подставим аппроксимации (24) в дифференциальное уравнение (26) и, 
следуя методу взвешенных невязок, воспользуемся условием ортогонально-
сти невязки выполнения этого уравнения к проверочным функциям [11]: 

       0n n n n n n n d 


             V K U a A u U a f u U a . (28) 

Здесь  1 2n nV v v v  – матрица, составленная из проверочных функ-

ций, являющихся линейно независимыми элементами пространства, сопря-
женного к содержащему элемент  f u  пространству. Условие (28) может 

рассматриваться как обобщенное представление различных численных мето-
дов, различающихся выбором пробных и проверочных функций [9]. При ис-
пользовании локальных пробных и проверочных функций метод взвешенных 
невязок (27) эквивалентен методу конечных элементов [9]. Если использо-
вать глобальные пробные функции, а проверочные функции выбрать в виде 

T
n nV U , то условие ортогональности (28) будет отвечать классическому 

методу Бубнова-Галеркина [9], который, как в работе [5], после подстановки 
матриц (25), (27) в условие (28), с учетом линейности операторов приведет к 
алгебраическим и дифференциальным уравнениям 

          1 1 2 2 1
n n n n n   A a A a f , (29) 

                 2 2 2 2 3 1 2, ; ,      0n n n n n n n  K a f a a a a 0 , (30) 

                 3 3 3 3 2 1 3, ; ,      0n n n n n n n  K a f a a a a 0 , (31) 

где матрицы и векторы вычисляются следующим образом: 

                   1 1 1 1 1,  1, 2;   
T T

s s s
n n n n nd s d

 

          A U A U f U f A u , 

       ,  2,3
T

s s s
n n n d s



   K U U , 

                            2 2 2 1 2 2 2 2 3 3 1 1 1, ; , ;
T

n n n n n n n n n n n d


      f a a a U f U a U a u U a , 

                            3 3 2 1 3 3 3 3 2 2 1 1 1, ; , ;
T

n n n n n n n n n n n d


      f a a a U f U a U a u U a . 

При помощи уравнения (29) можно представить вектор  1
na  в виде соот-

ношения 

               1
1 2 1 1 2 2

n n n n n n


   a a A f A a . (32) 

Соотношение (32) позволяет исключить вектор  1
na  из уравнений (30), (31) и 

в результате получить задачу Коши в канонической форме: 
    ,      0n n n n y f y y 0 . (33) 

Здесь 
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1
2 2 2 3 1 2

2

13 3 3 3 2 1 2

, ;
,    

, ;

n n n n n n
n

n n n

n n n n n n n





    
    
      

 

K f a a a aa
y f y

a K f a a a a

. 

 

Решение задач теории ползучести по схеме (20) – (33) за счет использования 
аналитических аппроксимаций позволяет определять деформации ползучести 
и параметр повреждаемости в любой точке тела, причем число уравнений в 
разрешающей задаче Коши (33) определяется количеством аппроксимирую-
щих функций. При решении задач теории ползучести по схеме (15) – (19) от-
носительно узловых значений число уравнений в разрешающей задаче Коши 
(18), (19) определяется числом точек, в которых вычисляются деформации 
ползучести, параметр повреждаемости и другие параметры состояния. Точ-

ное определение момента времени *t  и координат *
kx  образовавшегося лока-

лизованного дефекта из условия (4) требует вычисления параметра повреж-
даемости в большом числе точек тела, так что число уравнений задачи Коши 
(18), (19) может оказаться большим числа уравнений задачи Коши (33). При 
построении численного решения задач теории ползучести по схеме (15) – 
(19) напряженно-деформированное состояние определяется путем интегри-
рования по времени с накоплением погрешностей на шагах интегрирования. 
В случае численного решения по схеме (20) – (33) погрешности пошагового 
интегрирования накапливаются только для деформаций ползучести, пара-
метра повреждаемости и других параметров состояния, а напряженно-
деформированное состояние определяется при этом путем решения системы 
линейных алгебраических уравнений (32). Отмеченные обстоятельства по-
зволяют говорить о некоторых преимуществах построения численных реше-
ний по схеме (20) – (33) перед построением численных решений по схеме 
(15) – (19). 
 

Пример численного решения задачи теории ползучести. Рассмотрим 
в декартовых координатах 1 2Ox x  плоскую начально-краевую задачу теории 
ползучести для квадратной пластины с длиной стороны 2 16 ммa  , которая 
растягивается поверхностными силами  2p p x , приложенными на краях 

1x a   и распределенными по параболическому закону (рис. 1) 

     2
2 21p x S x b  , (34) 

где 300 МПаS   – заданное максимальное напряжение в сечениях 1x a  . 

В качестве материала пластины примем сталь ЭИ-481, для которой: мо-

дуль упругости 51, 25 10  МПаE   , коэффициент Пуассона 0,3  , а ско-
рость ползучести при температуре 700 C  описывается с учетом повреждае-
мости материала в виде [3]: 
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15; ,  ; , 8.98 10 МПа / час,  4,12
1

nc
c c nc c c B B n

   


 
 

       
   , 

     
 

25; ,  ; , 1,11 10 МПа / час,  8,97
1

k

kA A k


        


 
 

       
   , 

где        3 1 1
2 3 3

c
i ij kk ij ij kk ij

              – интенсивность на-

пряжений. 
 

 

Рисунок 1 – Пластина и фрагмент 
конечно-элементной сетки  

с приведением нагрузки к ее узлам. 

Рисунок 2 – Поверхность значений 
построенной на основе полиномов 

Чебышева одной из двумерных функций, 
использующейся в аппроксимации 

параметра повреждаемости. 
 

Приближенные решения задач теории ползучести для такой пластины 
получены двумя способами. Во-первых, как в работе [3], при помощи специ-
ально созданного программного обеспечения методом конечных элементов 
(фрагмент сетки и приведение нагрузки к узлам показаны на рис. 1) на осно-
ве вариационной постановки в перемещениях по схеме (15) – (19) с интегри-
рованием задачи Коши методом прогноза-коррекции. Во-вторых, как в рабо-
те [5], при помощи специально созданного программного обеспечения на ос-
нове методов теории R-функций и Бубнова-Галеркина по схеме (20) – (33) с 
описанием напряженно-деформированного состояния в перемещениях и на-
пряжениях и решением задачи Коши методом Рунге-Кутта в модификации с 
переменным шагом интегрирования, предложенной Мерсоном. В последнем 
случае интегрирование в области пластины осуществлялось по квадратур-
ным формулам Гаусса, а в качестве аппроксимирующих функций неопреде-
ленных компонент структур решения использовались произведения специ-
ально выбираемых с учетом симметрии задачи полиномов Чебышева [12] 
      , 1 2 1 2,i j i jx x T x T x   . (35) 
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Здесь iT  – полином Чебышева степени i . С учетом симметрии задачи в ап-

проксимациях, например, параметра повреждаемости  , 0, 2,4, 2 1i j n  ; 

одна из аппроксимирующих функций (35), используемая в аппроксимациях 
параметра повреждаемости, показана на рис. 2. 

Для получаемых описанными двумя методами приближенных решений 
задачи ползучести, отвечающих упругому деформированию в момент време-
ни 0t  , установлено соответствие с решениями задачи о число упругом де-
формировании пластины, полученными в работах [13], [14]. Это позволяет 
говорить о достоверности решения задачи теории ползучести, отвечающего 
моменту времени 0t  . Достоверность решения задачи теории ползучести в 
моменты времени 0t   устанавливалась сходимостью получаемых методом 
Бубнова-Галеркина приближенных решений и их сопоставлением с прибли-
женным решением, полученным методом конечных элементов, что иллюст-
рируется рис. 3. 
 

 
 

Рисунок 3 – Решения для напряжения 11  в сечении 1 2x a  в момент времени 
t = 150 час, полученные методом Бубнова-Галеркина для разного числа 
аппроксимирующих функций: 1 – n = 1, 2 – n = 2, 3 – n = 3, 4 – n = 14, 

и решение, полученное при помощи метода конечных элементов – маркеры 5. 
 

Расчеты показали сходимость с увеличением числа аппроксимирующих 
функций получаемых методом Бубнова-Галеркина приближенных решений; 
начиная с числа 6n   аппроксимирующих функций, приближенные решения 
не различаются в масштабе рис. 3. Установлено различие приближенного 
решения, получаемого методом Бубнова-Галеркина (рис. 3, кривая 4), и по-
лучаемого методом конечных элементов (рис. 3, маркеры 5) около точек 

2x a  , что можно объяснить двумя причинами. Во-первых, полученное 

методом конечных элементов решение на сетке рис. 1, по-видимому, имеет 
более высокую погрешность аппроксимации, чем решение, полученное ме-
тодом Бубнова-Галеркина для 14n   аппроксимирующих функций. В пользу 
этого говорит то обстоятельство, что полученное методом конечных элемен-
тов решение (рис. 3, маркеры 5) более близко к решению метода Бубнова-
Галеркина с более высокой погрешностью аппроксимации для числа 2n   
(рис. 3, кривая 2). Во-вторых, решение методом конечных элементов при-
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ближенно удовлетворяет граничным условиям: в точках с 2x a   растяги-

вающие напряжения не равны нулю (рис. 1) и именно около этих точек имеет 
место заметное различие получаемых решений. Полученные результаты по-
зволяют говорить о достоверности получаемых численных решений задачи 
теории ползучести. 

Рассмотрим далее некоторые закономерности ползучести, установлен-
ные на основе анализа результатов, представленных на рис. 4 и рис. 5, полу-
ченных методом Бубнова-Галеркина с числом 14n   аппроксимирующих 
функций. 
 

  

Рисунок 4 – Значения параметра 
повреждаемости в точках пластины 

в момент времени *t t . 

Рисунок 5 – Интенсивность
напряжений в точках центрального 
сечения 1 0x   пластины в моменты 

времени 1 – 0t  , 2 – 24 часt   

и 3 – *t t . 
 

При решении задачи ползучести с использованием условия (4) установ-

лено время * 152,39 часt   до завершения этапа нелокализованного разру-
шения пластины и образования локализованного дефекта. Анализ поля по-
вреждаемости (рис. 4) показывает, что в пластине следует ожидать образова-

ние в момент времени *t t  двух макроскопических дефектов вследствие 
ползучести, причем эти дефекты будут расположены в окрестности точек 
пластины с координатами 1x a  , 2 0x  . Заметное перераспределение на-

пряжений с течением времени вследствие ползучести, которое имеет место 
даже при стационарной нагрузке, иллюстрируется рис. 5. 
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Перспективы дальнейших исследований. Разработанные общие под-
ходы к построению численных решений задач теории ползучести позволяют 
рассматривать задачи более сложные, чем в рассмотренном примере. Можно 
рассматривать, например, задачи ползучести для тел сложной формы, однако 
для дальнейших исследований более перспективными с точки зрения реали-
зации возможностей предложенных подходов являются практически отсут-
ствующие в литературе задачи теории ползучести с несколькими, кроме па-
раметра повреждаемости, параметрами состояния. 

 

Выводы. В статье рассмотрено построение численных решений для раз-
личных математических формулировок задач теории ползучести. Для пло-
ской задачи теории ползучести получены методом конечных элементов и ме-
тодами Бубнова-Галеркина и R-функций численные решения. Исследована 
достоверность полученных решений и установлено, что погрешности при 
приближенном удовлетворении силовых граничных условий могут сущест-
венно влиять на решение задачи теории ползучести. Показаны перераспреде-
ления параметра повреждаемости и напряжений в условиях ползучести. 
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УДК 519.6:631.1 
 

М.В. АРТЮХ, аспірантка, УІПА, Харків; 
О.М. ЛИТВИН, д-р фіз.-мат. наук, проф., УІПА, Харків 
 
ДЕЯКІ ТЕОРЕМИ ПРО ВИРОБНИЧІ ФУНКЦІЇ ВІД 
ДВОХ ЗМІННИХ ЗІ ЗМІННИМИ КОЕФІЦІЄНТАМИ  
ЕЛАСТИЧНОСТІ ТА ЇХ ЗАСТОСУВАННЯ 
 

Пропонуються формулювання і доведення теорем про виробничі функції від двох змінних, час-
тинні коефіцієнти еластичності яких є функціями однієї або двох змінних. Наведено приклад ви-
робничої функції, що пов’язана з управлінням урожайністю овочів в залежності від вологості 
ґрунту та концентрації добрив. 
 
Предлагаются формулировка и доказательство теорем о производственных функциях от двух пе-
ременных, частные коэффициенты, эластичности которых являются функциями одной или двух 
переменных. Приведен пример производственной функции, которая связана с управлением уро-
жайностью овощей в зависимости от влажности грунта и концентрации удобрений. 
 
In this paper the formulation and the proof of theorems of production functions from two variables is 
offered, particular which factors of elasticity are functions of one or two variables. The example of pro-
duction function which is connected with management of productivity of vegetables depending on hu-
midity of a ground and concentration of fertilizers is offered. 

 
Вступ.  Виробничі функції є широко розповсюдженими функціями при 

моделюванні в економіці. Найбільш поширені у застосуваннях виробничі 
функції кількох змінних мають сталі частинні коефіцієнти еластичності. Але 
на практиці виникають ситуації, коли частинні  коефіцієнти еластичності де-
яких виробничих функцій можуть бути відомими функціями однієї або двох 
змінних. Враховуючи, що дивідіра 2-го роду має чіткий економічний зміст, 
пропонується використовувати для аналізу виробничих функцій дивідіріальні 
та мультигральні числення другого роду. 

 
Аналіз останніх досліджень з побудови виробничих функцій із зада-

ними коефіцієнтами еластичності. В теперішній час існує багато виробни-
чих функцій, які використовуються для математичного моделювання еконо-
мічних процесів [1,4]. Але на практиці виникають ситуації, коли коефіцієнти 
еластичності цих функцій можуть бути змінними. Тому актуальною є розро-
бка теорії побудови виробничих функцій із змінними коефіцієнтами еластич-
ності. 

Математичний апарат дивідіріальних та мультигральних числень, роз-
роблених в праці [2] відрізняється тим, що дивідіра 2-го роду  

     
1

:
: lim

h

u x u x h u x

x h


 


    

має чіткий економічних зміст – вона є коефіцієнтом еластичності функції 
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 u x  в залежності від x  (тут і далі знак « » означає логарифмування: 

він використовується з метою досягнення повної аналогії з похідною).  
Зокрема, це виробничі функції для дослідження економіки управління 

врожайністю овочів в залежності від вологості ґрунту та в залежності від 
концентрації добрив [3]. Наприклад, процес, який описується функцією 

 ,u x y , яка має коефіцієнти еластичності, що залежать від змінних x  та  y : 

якщо  ,u x y  – врожайність овочів,  3x л м  – вологість ґрунту,  3y кг м  – 

концентрація добрив (мінеральних, органічних), то коефіцієнт еластичності  

  /x xE u xu u  є величиною, яка залежить від x  при фіксованому y . Оскі-

льки легко зрозуміти, що при малій вологості ґрунту для підвищення вро-
жайності можна збільшувати обсяги зрошення ґрунту, а для випадку, коли 
вологість досягає деякої оптимальної величини, врожайність для заданого y  

буде найвищою. Аналогічно коефіцієнт еластичності   /y yE u xu u  є вели-

чиною, яка залежить від y  при фіксованому x , оскільки легко зрозуміти, що 

при малій концентрації добрив у ґрунті для підвищення врожайності можна 
збільшувати обсяги внесення добрив, а для випадку, коли концентрація доб-
рив у ґрунті досягає деякої оптимальної величини, врожайність для заданого 
x  буде найвищою і т.д..  

Тому актуальною є розробка теорії побудови виробничих функцій час-
тинні коефіцієнти еластичності яких залежать від однієї або двох змінних з 
використанням дивідіріального та мультигрального числення для конкретних 
галузей економіки народного господарства. 

 
Постановка задачі. В даній роботі розв’язується наступна задача: по-

будувати і дослідити функції двох змінних  ,u x y , частинні коефіцієнти ела-

стичності яких за змінними x  та y  відповідно є функціями однієї змінної x  

чи y  або двох змінних ,x y . 

 
Математична модель. Нижче сформулюємо і доведемо теореми, що 

стосуються  побудови явних формул для функцій двох змінних  ,u x y , які 

мають задані змінні частинні коефіцієнти еластичності.  
Теорема 1. Розв’язок системи дивідіріальних рівнянь 
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                                    (1) 

тобто виробнича функція, може бути представлена у вигляді: 
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     , f y g xu x y x y C ,                                           (2) 

де C  – довільна стала. 
Доведення. Зауважимо, що система (1) еквівалентна системі нелінійних 

диференціальних рівнянь 
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                               (3) 

Візьмемо дивідіру 2-го роду по x  від (2): 
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   lnf y x y g x   . 

Тобто перше твердження теореми 1 доведено. 
Візьмемо дивідіру 2-го роду по y від (2): 
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   lng x y x f y  . 

Тобто доведене і друге твердження теореми 1. 
Таким чином, теорема 1 доведена. 

Теорема 2. Виробнича функція  ,u x y , яка задовольняє наступним 

умовам: 
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                                                 (4) 

може бути представлена у вигляді:  
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,

g yf x dydx
yxu x y e e C


   ,                                        (5) 

де C  – довільна стала. 
Доведення. Система (4) еквівалентна такій системі нелінійних диферен-

ціальних рівнянь: 
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                                                 (6) 

Візьмемо дивідіру 2-го роду по x , отримаємо: 
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Тобто перше твердження теореми 2 доведено. 
Візьмемо дивідіру 2-го роду по y , отримаємо: 
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Тобто доведене і друге твердження теореми 2. 
Таким чином, теорема 2 доведена. 

 
Теорема 3. Якщо виробнича функція  ,u x y  має коефіцієнти еластич-

ності: 
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                       (7) 

вона може бути представлена у вигляді: 
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g x yf x y dydx
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   ,                                   (8) 
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де C  – довільна стала. 
 

Доведення. Система (7) еквівалентна такій системі нелінійних диферен-
ціальних рівнянь: 
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                       (9) 

Візьмемо дивідіру 2-го роду по x , отримаємо: 
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Тобто перше твердження теореми 3 доведено. 
Візьмемо дивідіру 2-го роду по y , отримаємо: 
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Тобто друге твердження теореми 3 доведено. 
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Таким чином, теорема 3 доведена. 
Теорема 4. Якщо виробнича функція  ,u x y  має частинні коефіцієнти 

еластичності, які залежать від обох змінних наступного вигляду: 
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                      (10) 

тоді вона має бути представлена у вигляді: 

      ln, f x g y yu x y x y x C    ,                                 (11) 

де C  – довільна стала. 
 

Доведення. Система (10) еквівалентна такій системі нелінійних дифере-
нціальних рівнянь: 
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                       (12) 

Візьмемо дивідіру 2-го роду по x , отримаємо: 
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   ln lnxf x x x f x y     . 

Тобто перше твердження теореми 4 доведено. 
Візьмемо дивідіру 2-го роду по y , отримаємо: 
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. 

Тобто друге твердження теореми 4 доведено. 
Таким чином, теорема 4 доведена. 

 
Перспективи подальших досліджень. В подальшому планується побу-

дувати відповідні виробничі функції для випадку, коли їх коефіцієнти елас-
тичності будуються із врахуванням експериментальних даних. 

 
Висновки. Таким чином, в роботі наведені, сформульовані і доведені 

теореми, які дозволяють побудувати виробничі функції у вигляді, який явно 
залежить від частинних коефіцієнтів еластичності цих функцій.  

 
Список літератури: 1. Клейнер Г.Б. Производственные функции: теория, методы, применение. – 
М.: Финансы и статистика, 1986. – 239 с. 2. Литвин О.М. Дивідіріальні та мультигральні числен-
ня. Монографія. – К.: Наук. думка, 2006. – 144 с. 3. Муравин Э.А. Агрохимия. – М.: КолосС, 2003. 
– 384 с. 4. Плакунов М.К., Раяцкас Р.Л. Производственные функции в экономическом анализе. – 
Вильнюс: Минтис, 1984. – 308 с. 
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УДК 17.27 
 

I. С. БЄЛОВ, канд. фіз.-мат. наук, доц., НТУ «ХПІ» 
 
ПРАВИЙ ЗСУВ НЕВІД’ЄМНИХ КОСИНУС – МНОГОЧЛЕНІВ 
 

Досліджена поведінка невід’ємних косинус – многочленів степеня два при правому зсуві коефі-
цієнтів Встановлено, що у косинус-многочленів з невід'ємними коефіцієнтами при правом зсуві 
зростає мінімальний вільний член. 
 
Исследовано поведение неотрицательных косинус – многочленов  степени два при правом сдвиге 
коэффициентов. Установлено, что у косинус – многочленов с неотрицательными коэффициента-
ми при правом сдвиге возрастает минимальный свободный член.  
 
The behavior non-negative cosine – polynomials of degree two at right shift coefficients is investigated. 
It was established that for the cosine-polynomials with nonnegative coefficients of the right shift in-
creases the minimum free term. 

 
Вступ. Тригонометричний косинус – многочлен степеня n  

  0
1

cos
n

k
k

A a a k 


   

називається невід’ємним, якщо    0 0A      . Основні результати 

теорії невід’ємних тригонометричних многочленів наведені в [1]. В папері 
продовжено дослідження властивостей невід’ємних косинус – многочленів,  

розпочате в [2],[3]. Якщо  0 1 2, ,..., 0na E a a a   є найменше значення віль-

ного члена 0a , при якому  A   є невід’ємним, будемо казати, що відповід-

ний косинус - многочлен має нормальну форму. Чисельний експеримент сві-
дчить , що при правому зсуві коефіцієнтів  

   1 2 1 2, ,..., 0, , ,...,n na a a a a a  

відповідне значення  1 2, ,..., nE a a a  в багатьох випадках погіршується 

 
Постановка задачі. Ми розглянемо випадок 2n  , та визначимо об-

ласть коефіцієнтів, в якій    1 2 1 2, 0, ,E a a E a a . 

 
Розв’язок задачі. 

Спочатку знайдемо вигляд одиничної кулі  1 2, 1E a a  . Косинус – мно-

гочлен   0 1 2cos cos 2A a a a      приймає найменше у  0,  значення 

  або у граничних точках 0, , або всередині проміжку   0, . В першому 



 31

випадку умова 0  еквівалентна нерівності 0 2 1 0a a a     . У другому 

випадку за допомогою диференціювання знаходимо 
2

1
0 2

28

a
a a

a
   . Звідси 

одинична куля  1 2, 1E a a  визначається нерівностями  

1 2

2
1

2
2

1

1
8

a a

a
a

a

  


 



 

та має вигляд еліпса  
22

1
2

1
4 1

2 2

a
a
    
 

,     (1) 

що спирається на дотичні до нього в точках 
4 1 4 1

, , ,
3 3 3 3

      
   

, проведені з то-

чки  1,0  (рис. 1).  

 
Рисунок 1 – Одинична куля в просторі невід’ємних 

косинус–многочленів степеня 2. 
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У той же спосіб знаходиться одинична куля  1 20, , 1E a a  . Зрозуміло, 

що в цьому випадку 0 2 1a a a   . Більш складні  обчислення дають вираз 

для    
3

2 3 2 2 2
0 1 2 1 1 22

2

1
27 2 2 9

54
a a a a a a

a


 
     
 
 

.  

Звідси одинична куля  1 20, , 1E a a  визначається нерівностями  

 
2 1

3
2 3 2 2 2

1 2 1 1 22
2

1

1
1 27 2 2 9

54

a a

a a a a a
a

  
  

        

 

а її границя має вигляд частини кривої шостого порядку  

 
3

2 2 3 2 2 2
2 1 2 1 1 254 27 2 2 9a a a a a a    ,   (2) 

яка обмежена зліва січними 2 1 2 11 0, 1 0a a a a      , проведеними з точки 

 1,0  (рис. 2). 

 
Рисунок 2 – Одинична куля в просторі невід’ємних 

косинус–многочленів степеня 3 зі зсувом. 
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Об’єднуючи рис.1 і рис.2 маємо спільний рис.3  

 
Рисунок 3 – Порівняння одиничних куль. 

 

З нього усвідомлюємо, що для невід’ємних 1 2, 0a a   частина кулі 

 1 2, 1E a a   містить в собі відповідну частину кулі  1 20, , 1E a a  . Для цьо-

го достатньо перевірити, що ламана 1 1B CA не належить кулі  1 20, , 1E a a  . 

Дійсно, точки відрізка 1B C  мають координату 1 1a  , а за нерівністю Фейе-

ра-Егерварі-Саса [ФЕС] для точок кулі 1 1a  . Справді, ФЕС стверджує [1], 

що для коефіцієнтів невід’ємного косинус – многочлена степеня n  

 
1

1 cos 0
n

k
k

B b k 


  
 

є справедливими оцінки 

2cos
2

kb
n

k




    

. 
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Щодо відрізку 1CA  легко пересвідчитись в його належності до дотичної 

до опуклої частини кривої (2) в точці 1A . Оскільки 1CA є хордою еліпса (1),  

остаточно маємо 

         1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2, 0, , 1, , 0 , , 1, , 0 .a a E a a a a a a E a a a a      

Отже, доведена  
Теорема. Для невід’ємних 1 2, 0a a   

   1 2 1 2, 0, , .E a a E a a  
 

Висновки. Припущення про погіршення  1 2, ,..., nE a a a  при правому 

зсуві коефіцієнтів перевірено при 2n   для додатних 1 2, 0a a  . Випадок 

2n   потребує додаткових досліджень. 
 

Список літератури: 1. B.Dumitrescu Posiyive Trigonometric Polynomials and Signal Processing Ap-
plications.-Springer.-2007.-245p. 2. І.С.Бєлов Про одну теорему У.Х.Янга.- ВІСНИК НТУ «ХПІ».- 
вип.13 .-2011.- с.9-14. 3. І.С.Бєлов Про LMI– характеристики невід’ємних косинус–многочленів.- 
ВІСНИК НТУ «ХПІ».- вип.42 .-2011.- с.15-21.4. С.Б.Гашков Неравенство Фейера-Егервари-Сасса 
для неотрицательных тригонометрических многочленов.- Математическое просвещение, сер.3, 
вып.90 .-2005.-с.68-75.  
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 АНАЛІЗ ДИНАМІКИ ДВОРІВНЕВОЇ СИСТЕМИ ПІДВИЩЕННЯ 
 ЕФЕКТИВНОСТІ АЛМАЗНОГО ШЛІФУВАННЯ 

 
Стаття присвячена моделюванню комп’ютерної системи підвищення ефективності технологічно-
го процесу алмазного шліфування, архітектура якої розроблена з використанням ієрархічного 
принципу, методів безпосереднього цифрового та управління за відхиленням, непрямого контро-
лю якості обробленої поверхні деталі та сигналу зворотного зв’язку про стан шорсткості у вигля-
ді девіацій швидкості обертання шліфувального круга. 

 
Статья посвящена моделированию компьютерной системы повышения эффективности техноло-
гического процесса алмазного шлифования, архитектура которой разработана с использованием 
иерархического принципа, методов непосредственного цифрового и управления по отклонению, 
косвенного контроля качества обработанной поверхности детали и сигнала обратной связи о со-
стоянии шероховатости в виде девиаций скорости вращения шлифовального круга. 

 
The article is dedicated to modeling of the computer system of the efficiency increasing of the techno-
logical process diamond polishing, which architecture is designed with using of  the hierarchical princi-
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ple, methods directly digital and management on deflection, indirect checking quality processed sur-
faces of the detail and signal to feedback about condition of the roughness the manner of deviations  of 
the velocities of the rotation of the polishing circle. 

 
Вступ. Побудова замкнених систем зі зворотнім зв’язком по стану мік-

ронерівностей поверхні деталі, що оброблюється шліфувальним верстатом, 
неможлива у зв’язку з відсутністю первинних перетворювачів. Автори про-
понують використання девіацій швидкості обертання шліфувального круга в 
якості вхідного сигналу для оцінювання мікронерівностей [1]. Отримання за-
даної якості обробленої поверхні деталі, яка встановлюється виробничим за-
вданням у вигляді відповідного квалітету чистоти, виключає брак й дає під-
приємству економію електричної енергії. 

 
 Концепція підвищення ефективності алмазного шліфування. Канал 
зворотного зв’язку системи отримує вхідну інформацію шляхом вимірювань 
миттєвої швидкості обертання шліфувального круга з подальшим виділенням 
із її часової реалізації сигналу девіацій. Еталонні рівні девіацій визначено на 
основі квалітетів чистоти та внесено до банку даних каналу у вигляді норма-
тивів. Девіації є джерелом непрямої інформації про фактичні мікронерівності 
та сигналом зворотного зв’язку, який містить в собі інформацію про відхи-
лення прогнозованого квалітету чистоти від встановленого програмою обро-
бки партії деталей. У якості впливів на виконуючі механізми верстату систе-
ма застосовує поперечну та повздовжню подачі, а також кутову швидкість 
обертання шліфувального круга. 
 При розробці архітектури системи (рис. 1) знайшли застосування ієрар-
хічний принцип, непрямий контроль мікронерівностей, методи управління зі 
зворотнім зв’язком по стану, покоординатного та безпосереднього цифрового 
управління з використанням мікроконтролерів. 

 

Рисунок 1 – Архітектура дворівневої комп’ютерної системи для підвищення 
ефективності алмазного шліфування на основі непрямого контролю  
мікронерівностей поверхні деталі, що оброблюється верстатом. 
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 Перший рівень утворюють канали для завдання поперечної та повздов-
жньої подач, а також середньої швидкості обертання шліфувального круга. 
Вони реалізують принцип управління за відхиленням поточних значень вка-
заних параметрів від встановлених банком даних для заданого квалітету час-
тоти. Впливи на виконуючі механізми верстату формуються ними під час 
прямої та зворотної ходи алмазного інструменту. Технічну реалізацію кана-
лів проведено на основі вимог по швидкодії перетворення, а також з ураху-
ванням технологічних особливостей шліфувальних верстатів: 
 підтримка постійної середньої швидкості обертання шліфувального кру-
га; встановлено, що у цьому випадку сигнал девіацій є результатом дії сили 
різання матеріалу заготівлі і може бути застосованим комп’ютерною систе-
мою для непрямого оцінювання поточної шорсткості; 
 впливи на виконуючі механізми шліфувального верстату формуються 
пристроями (1 і 2) цифрової обробки сигналів з урахуванням корегуючих 
уставок каналу зворотного зв’язку. 
 Другий рівень системи на основі непрямого контролю мікронерівностей 
реалізує принцип управління зі зворотнім зв’язком за станом. Пристрій 4 
шляхом вимірювань миттєвої швидкості обертання шліфувального круга та 
за допомогою інформаційної технології обробки цього сигналу визначає про-
гнозований квалітет чистоти. Технологія обробки складається з таких обчис-
лювальних процедур: виділення сигналу девіацій та подання його обмеженим 
рядом Фур’є; визначення діючого значення та його порівняння з еталонним 
рівнем, котрий встановлюється програмою обробки партії деталей. Якщо си-
гнал девіацій перевищує цей рівень, то пристрій 4 цифрової обробки сигналу 
миттєвої швидкості корегує величини подач. Впливи на пристрої 1 та 2 циф-
рової обробки сигналів у вигляді корегуючих уставок подаються під час пауз 
між прямим та зворотнім ходом алмазного інструменту. 
 
 Моделювання каналів завдання подач. В динамічному відношенні 
первинний перетворювач поперечної подачі шліфувального круга подаємо 
аперіодичним ланцюгом з запізненням та деякою смугою нечутливості ( 1 ) 

навколо номінальної характеристики перетворення 

 
1

1 1
1

1 1

Пp
П

П

k e
W p

T p





,       (1) 

де 1 1 1, ,П П Пk T  – відповідно коефіцієнт передачі, запізнення та постійна часу 

блоку П1. 
 Похибка дискретизації аналогового сигналу цим блоком знаходить своє 
кількісне відображення у коливаннях його вихідного коду. На основі статис-
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тичної обробки експериментальних даних з використанням інформаційного 
підходу визначено закон розподілу [2] 

 1
1

2

x

f x e 



   при   0.12, 0.12x  , та похибку 

1

1 0.05e

   . 

 Передатну функцію екстраполятора нульового порядку подаємо у тако-
му вигляді [3]: 

 2 (1 ) /rpW p e p  .        (2) 

 Передатна функція пристрою 1 цифрової обробки сигналу поперечної 
подачі як деякого довільного цифрового фільтру подається у вигляді [3] 

   3
1

1 rp

r

W p e 


  .       (3) 

 Передатні функції блоків ЕП1 та ВМ1 отримані у такому вигляді [2]: 

  1

2

4 4 3 2
4 3 2 1 0

kМk T
W p

a p a p a p a p a


   
,     (4) 

де 

4 тв тв Э дт Мa T T T T , 

   3 М тв тв Э дт тв тв Э дт тв тв Э дтa T T T T T T T T T T         ; 

      2 ;М Э дт тв тв тв тв Э дт тв тв Э дт тв тв Э дтa T T T T T T T T T T T T T             

    1 М Э дт тв тв Э дт тв тв тв тв Э дтa T T T T T T T T T T           , 

0 тв тв Э дтa T T T    . 

 У результаті аналізу структурної схеми та перетворювань маємо таку 
передатну функцію каналу: 

   5 2 4 3 2
4 3 2 1 0

Мk
W p

p a p a p a p a p a


   
.      (5) 

 На основі аналізу полюсів виразу (5) встановлено, що канал для завдан-
ня поперечної подачі шліфувального круга без суттєвих втрат точності пода-
ється такою передатною функцією 

 
   

1
5

33
33 341 1 1

b p
W p

T
T p p T p




 

   
 

.           (6) 

 Блоки П1, Р1 та ЕП1 вносять запізнення, яке складає 2Т0. З урахуванням 
цього z-перетворення виразів для передатних функцій каналу за управляю-
чим та збурювальним впливами мають такий вигляд: 
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1 2 31
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 В основу розробки пристрою 1 цифрової обробки сигналу поперечної 
подачі покладено метод його синтезу з використанням еталонної моделі ка-
налу та квадратичного критерію якості. Закон завдання каналом поперечної 
подачі шліфувального круга сформульовано у такому вигляді: 

     1 1 1
1 , 1t m t d tD z u R z y F z y  

   ,    (8) 

де , 1m t dy    – прогнозоване значення вихідного сигналу. 

 Ступеневі поліноми мають вигляд 
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 Їхні коефіцієнти визначаються за допомогою наступних виразів: 
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 На основі виразу (6) отримана передатна функція пристрою 1 цифрової 
обробки сигналу поперечної подачі шліфувального круга у вигляді [2] 

     
     

1 1
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1 1 1 1

0
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H z B z
W z

b A z D z B z

 


  



.     (9) 

 Коефіцієнти ступеневого поліному  1H z  мають вигляд:  
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 Після підстановки коефіцієнтів та математичних перетворень виразу (9) 
маємо таке: 
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 На основі виразів (7) та (10) побудована імітаційна модель каналу для 
завдання поперечної подачі круга (рис. 2). Поданням вхідного впливу у ви-
гляді функції Хевісайда та імітаційним моделюванням отримано вихідний 
сигнал (рис. 3). 
 

 
Рисунок 2 – Імітаційна модель каналу для завдання поперечної подачі. 

 
 У результаті аналізу структурної схеми каналу для завдання поздовж-
ньої подачі алмазного інструменту із застосуванням імітаційного моделю-
вання та математичного апарата z-перетворень отримано наступні вирази для 
передатних функцій за управляючим та збурювальним впливами: 
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У виразах враховано запізнювання, яке вносять блоки П2, екстраполятор та 
ЕП2. 
 В основу розробки пристрою 2 цифрової обробки сигналу поздовжньої 
подачі шліфувального круга в умовах дії випадкових  завад  покладено метод 
його синтезу з використанням еталонної моделі каналу. Мінімізацією квадра-
тичного критерію якості отримана передатна функція пристрою 2 : 

 1 1 2 1
2 (0.04752 0.862 0.823 ) /(0.374 0.374 )ПW z z z z       .        (12) 

 

 
Рисунок 3 – Вихідний сигнал імітаційної моделі. 

 
 

 
 

Рисунок 4 – Імітаційна модель каналу завдання поздовжньої подачі. 
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Рисунок 5 – Вихідний сигнал імітаційної моделі. 
 

 На основі виразів (11) та (12) побудована імітаційна модель каналу для 
завдання поздовжньої подачі шліфувального круга (рис. 4). Поданням вхід-
ного впливу у вигляді функції Хевісайда та імітаційним моделюванням 
отримано вихідний сигнал (рис. 5). 
 
 Моделювання каналу зворотного зв’язку. У результаті аналізу струк-
турної схеми каналу зворотного зв’язку із застосуванням імітаційного моде-
лювання та апарата z-перетворень отримано вираз для передатної функції: 
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.      (13) 

У цьому виразі враховано запізнення каналу та похибка вимірювань девіацій. 
 В основу розробки пристрою 4 цифрової обробки сигналу миттєвої шви-
дкості в умовах дії випадкових завад покладено метод синтезу з використан-
ням еталонної моделі каналу зворотного зв’язку. Мінімізацією квадратичного 
критерію якості отримана передатна функція пристрою 4 : 

 1 1 2 1 2
4 (1.54 2.096 0.616 ) /(2.574 0.083 2.156 )ПW z z z z z         .  (14) 

 На основі виразів (13) і (14) складна імітаційна модель каналу зворотно-
го зв’язку (рис. 6). Поданням вхідного впливу у вигляді функції Хевісайда та 
імітаційним моделюванням отримано вихідний сигнал (рис. 7). 
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Рисунок 6 – Імітаційна модель каналу зворотного зв’язку. 
 

 
 

Рисунок 7 – Вихідний сигнал імітаційної моделі. 
 

 Інформаційні технології поділу внесків поперечної та поздовжньої подач 
до вимірювальної часової реалізації девіацій розроблено на основі частотного 
подання вказаних сигналів. Передатні функції внесків отримано з аналізу дете-
рмінованої математичної моделі процесу алмазного шліфування у вигляді [1] 
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 Імітаційним моделюванням отримано графіки внесків подач до сигналу 
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девіацій у межах одного оберту шліфувального круга (рис. 8). Відношення 
діючих значень сигналів внесків до аналогічного значення сигналу девіацій 
дало такі значення вагових коефіцієнтів їхнього поділу 

поп 0.81поп






 


  та  пр

0.586пр







 


. 

 
 

Рисунок 8 – Графіки внесків подач до сигналу девіацій: 
1 – поперечної, 2 – поздовжньої. 

 
 На основі вагових коефіцієнтів поділу внесків розроблено наступний ал-
горитм формування каналом зворотного зв'язку уставок для відповідних при-
строїв цифрової обробки сигналів: 
 часову реалізацію сигналу девіацій після нормалізації його параметрів 
подаємо обмеженим рядом Фур'є та визначаємо діюче значення; 
 нормовані значення подач одержуємо шляхом множення діючого зна-
чення сигналу девіацій на відповідний ваговий коефіцієнт; 
 аналізуємо банк даних про еталонні рівні амплітуд девіацій й, якщо буде 
на те потреба, виконуємо коректування величин подач. 
 
 Висновки. На основі аналізу вихідних сигналів імітаційних моделей 
встановлено, що канали задовольняють вимогам комп’ютерної системи по 
швидкодії перетворення та якості відпрацьовування вхідних впливів. 
 
Список літератури: 1. Еникеев А.Ф. Оптимальное управление технологическим процессом ал-
мазного шлифования. – Краматорск: ДГМА, 2001. – 160 с. 2. Єнікєєв О.Ф., Зиков І.С. Синтез ци-
фрового регулятора поперечної передачі шліфувального круга // Вестник НТУ «ХПИ». –
Харьков: №57, 2008.– С. 87–93. 3. Єнікєєв О.Ф., Суботін О.В. Основи синтезу і проектування 
слідкуючих систем верстатів та промислових роботів: Навчальний посібник  – Краматорськ: 
ДДМА, 2008. – 268 с. 
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УДК 621.9 
 
В.М. БУРЛАЄНКО, канд. техн. наук, доц., НТУ «ХПІ»,  
О.К. МОРАЧКОВСЬКИЙ, д-р техн. наук, проф., НТУ «ХПІ» 
 
СКІНЧЕННОЕЛЕМЕНТНА МОДЕЛЬ НЕЛІНІЙНОЇ ДИНАМІКИ 
ТІЛА З ТРІЩИНОЮ, БЕРЕГИ ЯКОЇ КОНТАКТУЮТЬ 
 

В роботі розглянутий теоретичній підхід щодо скінченноелементного моделювання нелінійної 
динаміки тіла з тріщиною. Континуальна модель описує коливання тіла у лінійній постановці, та 
нелінійну поведінку берегів тріщини у контакті. Такий підхід дає можливість досліджувати ло-
калізовані ефекти близько до кінця тріщини. Принцип Гамільтона та тривимірна теорія пружнос-
ті використовуються у рамках континуальної механіки деформованого тіла щодо конструювання 
моделі. Модель передбачає малі деформацій та матеріальну лінійність. Задача пружнодинаміки 
сформульована на базі метода скінчених елементів на явної схеми інтегрування за часом. Метод 
штрафу застосовано у моделюванні контактної взаємодії берегів тріщини.  

 
В работе рассмотрен теоретический подход для конечноэлементного моделирования нелинейной 
динамики тела с трещиной. Континуальная модель описывает линейные колебания тела и нели-
нейное поведение границ трещины при контакте. Такой подход даёт возможность исследовать 
локальные эффекты в области конца трещины. Принцип Гамильтона и трёхмерная теория упру-
гости используется в рамках континуальной механики деформированного тела для построения 
модели. Модель предусматривает малые деформации и материальную линейность. Задача упру-
годинамики сформулирована на базе метода конечных элементов с использованием явной схемы 
интегрирования по времени. Метод штрафа использован для моделирования контактного взаи-
модействия границ трещины. 

 
A theoretical approach for finite element modeling of nonlinear dynamics of a body with a crack is con-
sidered. The model includes coupling between linear vibrations and nonlinear contact phenomenon that 
allow examining the localized effects in the vicinity of the crack tip. The derivation of the model is car-
ried out within Continuum Mechanics’ principles. Hamilton’s variation principle and three-dimensional 
elasticity theory are exploited. The governing equations involve assumptions of small deformations and 
a material linear elasticity. The electrodynamics problem is formulated based on the finite element 
method with the explicit time integration scheme for the solution in time. Using the penalty approach is 
used to impose normal contact constraints onto contactable surfaces.  

 
Вступ. Як показано у роботі [1] задача нелінійного динамічного аналізу 

є важливою сучасною науковою проблемою. Ця задача не відноситься до но-
вої, її ранні дослідження датуються XIX століттям. Проте на даний час нау-
ковий інтерес до неї оновлений у зв'язку з необхідністю вирішення нових за-
вдань, що враховують зв'язок між процесом коливання та, наприклад, конта-
ктом, тертям або руйнуванням. Подібні постановки задач обумовлені появою 
нових матеріалів, таких як композиційні. Ці матеріали, поряд з їх передовими 
властивостями по відношенню до звичайних металевих, мають нові типи 
пошкоджень, аналіз яких вимагає впровадження нових підходів. 

У загальному випадку інженерного аналізу будь-яку механічну поведін-
ку конструкції намагаються звести до її лінійної моделі. Так для лінійних ко-
ливань на сьогоднішній день розроблені численні та добре відомі методи і 
техніки структурного аналізу, які є стандартними процедурами більшості 
скінченноелементних пакетів прикладних програм, як вільно поширюваних, 
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так і комерційних [2]. Проте в задачах, де нелінійні ефекти є найбільш важ-
ливою частиною поведінки конструкції, значні труднощі в їх моделюванні 
ще існують на сучасний момент. Таким чином, розробка методів розв’язання 
задачі динаміки тіла з тріщиною, береги якої контактують між собою, є од-
ною з важливих цілей механіки суцільного середовища. Прямим інженерним 
застосуванням цієї задачі є динамічний аналіз панелі з багатошарового ком-
позиційного матеріалу, що має дефект при інтерфейсі між окремими шарами 
матеріалу [3].  

Метою поточної статті є побудова загальної скінченноелементної моделі 
довільного тривимірного тіла з тріщиною, границі якої можуть взаємодіяти 
між собою за умов динамічної поведінки тіла. Передбачається, що побудова-
на модель може бути легко адаптована в рамках відомих скінченноелемент-
них комплексів, наприклад, таких як ABAQUS, ANSYS, MSC. Nastran та інші 
для конкретно вибраного об'єкту дослідження. 
 

Початково-крайова задача. Коротко розглянемо загальні математичні 
аспекти задачі пружнодинаміки тіла з тріщиною. Тут і далі в статті ми вико-
ристовуватимемо позначення, звичайні для літератури по континуальній ме-
ханіці суцільних середовищ [4]. 

Розглянемо початкову конфігурацію тіла, як деякoї області 3
0   і 

його межу, як деяку поверхню 0 2  , рис. a. Враховуємо, що 0 0 0
t u     

та 0 0
t u    , де 0

t  і 0
u  це частини межи тіла із заданими зовнішнім  

поверхневим навантаженням і переміщеннями, відповідно.  
Хай тіло містить зону внутрішнього розриву або тріщину, яка описуєть-

ся поверхнею 0
c . Хай 0   це відкрита множина така, що виключає всі роз-

риви, тобто 0
0 0 \ c    . У поточній конфігурації, початкові представлення 

області 0  и 0  замінюватимемо на   і  , відповідно. Аналогічно посту-
паєм щодо інших позначень, пов'язаних з поточною конфігурацією області. 
Рух тіла описуватимемо функцією  , tx X , де  0,t T  – це час,  

 

 

a) б) 
Рисунок  Тіло з тріщиною і його вид у початковій і поточній  

конфігураціях (a); береги тріщини, які контактують (б). 
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а X і x – матеріальна і просторова координати тіла, відповідно. При русі тіла 
переміщення його довільної матеріальної точки X позначатимемо як  , tu X . 

Передбачаємо, що деформації і повороти тіла малі, а також поведінка матері-
алу тіла відповідає його деформуванню, що описується узагальненим зако-
ном Гуку. Тоді, загальна система рівнянь задачі у лагранжевому описі, яка 
включає рівняння руху, стану, геометричні співвідношення і задані крайові і 
початкові умови, має вигляд: 

ji
i i

j

b u
x


 


 


  для  0,T ,                                    (1) 

ij ijkl klc   для  0,T ,                                       (2) 

 , ,1 2ij i j j iu u    для  0,T ,                                 (3) 

ji j in t   на  0,t T  ,                                        (4) 

i iu u  на  0,u T  ,                                            (5) 

  0,0 u X u  и   0,0 v X v  для  ,                             (6) 

де  – щільність тіла; b – масові сили; ij  и ij   тензори напруження і дефо-

рмацій, відповідно. 
Рівняння стану, що визначають взаємодію берегів тріщини, є функцією 

їх переміщень і контактних сил на них, тобто повинні мати вигляд 

 , , , 0c c
    u u t t  на  0,c T  .                               (7) 

Тут треба розрізнювати c
  і c

 , які передбачаються гладкими поверх-

нями та такими, що c c c
     . На поверхнях визначимо: зовнішні норма-

лі n+ і n−, переміщення  , tu X  і  , tu X  та контактний тиск 

 ,c tt X  =   ,c tt X  = tc. У разі контакту, маємо поверхню c c c
      , на 

якій умови безперервності напружень повинні виконуватися, тобто 
c

ji j ji j in n t       для  0,c T  .                              (8) 

Отже, рівняння (1-8) визначають строге формулювання початково-
крайової задачі (ПКЗ) пружнодинаміки тіла з тріщиною. Конкретний вигляд 
закону (7), що визначає умови контакту берегів тріщини, залежить від при-
пущення щодо їх нормальної і тангенціальної взаємодії. 

 

Контактна модель. Нормальну взаємодію визначає умова непроникно-
сті берегів один в одного. Визначимо функцію проникнення Ng  як у [5], 

   0Ng g           x x n u u n ,                           (9) 

де  0g     X X n   початкове значення функції; точка x+ є найближчою 



 47

до точки x−, відстань між ними знаходиться з рішення задачі на мінімум, n+ - 

одинична зовнішня нормаль до c
 , яка є відновлена з x+. 

Для того, щоб описати взаємодію поверхонь у горизонтальному напрямі 

введемо вектор-функцію Tg , що визначає проекцію вектора   x x  на 

одиничні вектори 
a , 1, 2   які тангенціальні до поверхні c

  (рис. б) і та-

кі, що визначають напрямок нормалі:  

1 2 1 2
      n a a a a . 

Тоді тангенціальна функція Tg  буде визначена співвідношенням [5], 

     T     
                        g x x a a X X a u u a a .    (10) 

Тут і далі по тексту, якщо не обумовлене інше, потрібно розуміти під-
сумовування по індексу що повторюється. 

У динамічному аналізі визначаються швидкості введених функцій: 

   Ng           u u n v v n   ,                            (11) 

   T


 
    g v v a aL ,                              (12) 

де L позначає похідну Лі вектора-функції по напряму вектора швидкості тан-
генціального руху. 

Контактні сили ct  на поверхні c  можуть бути розкладені на нормаль-

ну Nt n , де скаляр Nt  визначає значення контактного тиску, а n  це одинич-

на нормаль в точці контакту, і тангенціальну Tt  складові такі, що  

N ct   t n   T c    t I n n t .                           (13) 

Використовуючи позначення, що введені раніше, умови непроникності 
можуть бути записані у формі критерію Куна-Такера з теорії оптимізації: 

0Nt  , 0Ng   та 0N Nt g  .                               (14) 

У загальному випадку контактні пари на поверхні контакту мають два 
статуси – злипання і ковзання. Функція Tg  ненульова лише в ситуації ков-

зання, яке асоціюється з явищем тертя. Використовуючи закон Кулона у фо-
рмі аналогічній з теорії пластичності [6], умови злипання і ковзання берегів 
тріщини набувають вигляду умов Куна-Такера: 

 , 0T N T Nt t   t t , T T T g t tL , 0  , 0  .          (15) 

Отже, стан інтерфейсу (7) визначається нерівностями (14) і (15). 
 

Варіаційне формулювання. Для розв’язання скінченноелементним ме-
тодом (СЕМ) задачі, яка сформульована вище, необхідна її варіаційне фор-
мулювання. Спочатку визначимо клас просторів невідомих, які є кінематично 
допустимі функцій, що зазвичай використовуються у СЕМ [7]:  
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 ,iu t UX ,   0| ,i i i i uU u u C u u на     .                (16) 

Тоді простір варіацій цих функцій буде наступним: 

  0iu U X ,   0
0 | , 0i i i uU u u C u на       .            (17) 

Використовуючи принцип Гамільтона запишемо варіаційний функціо-
нал, який в рамках даної задачі міститиме дві частини. Перша  це сума кіне-
тичної і потенційної енергій тіла, а друга відповідає вкладу контактної вза-
ємодії берегів тріщини. Тоді, ПКЗ динаміки тіла з тріщиною еквівалентна на-
ступній варіаційній задачі. 

Знайти такі функції    , 0,iu t U T X , що у будь-який момент часу 

 0,t T  приводять до стаціонарності функціонал 

 
 

t

i
ji i i i i i i

j

u
d u b d u t d u u d

x


     

   


    

      

   0

c

N N T Tt g d 


     t g ,   0iu U X . (18) 

Відмітимо, якщо умови контакту (14) і (15), що накладаються на повер-

хню контакту c , виконуються точно, то контактний доданок в (18) не вно-

сить вклад до загальної енергії. Проте, це можливо лише для точного рішен-
ня і не є обов'язковим для варіацій невідомих функцій. З іншого боку, оскіль-
ки умова непроникності приводить до нерівності 0N Nt g  , звідси варіацій-

на рівність (18) набуває форми варіаційної нерівності [8]: 

 i
ji i i

j

u
d u u d

x


  

 


  

  
t

i i i iu b d u t d  
 

   ,   0iu U X .  (19) 

Ця нерівність означає, що в задачі, де контактна взаємодія існує, одно-
часно заздалегідь невідоме ні поле переміщень, ні контактні сили, ні навіть 
контактні пари на взаємодіючих поверхнях. Вирішення варіаційних нерівно-
стей типа (19) вимагає спеціальних методів, розвинених у варіаційному чис-
ленні [7]. У літературі з контактної механіки найбільш використовувані є 
метод штрафу, метод коефіцієнтів Лагранжа і модифікований метод Лаг-
ранжа [5, 6], які в припущенні про те, що поверхня контакту в даний момент 
цілком відома, зводять варіаційну нерівність (19) до рівності (18). Остання 
може бути переписане у вигляді суми відповідних віртуальних робіт, що ви-
значають фізичний сенс доданків в (18): 

 , 0int ext inert cont
N TP P P P P t        t ,   0iu U X ,       (20) 

де визначено віртуальну роботу внутрішніх сил, а також масових сил, зовні-
шніх поверхневих сил, інерційних сил і контактних сил.  

 

Скінченноелементна модель. Скінченновимірна модель варіаційної 
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задачі (19) має бути сформульована для її вирішення методом СЕМ. Розбива-
ємо поточну область   на відповідні елементи e  так, що ee

   . По-

значатимемо вузлові координати в поточній конфігурації через iIx , де 

I = 1... Nn . Тоді апроксимація невідомих переміщень функціями із скінченно-

вимірного простору hU U  виражається як 

     , I It t Nu X u X ,                                              (21) 

де N – загальне число вузлів в дискретній області;  I tu   переміщення вуз-

ла I та  IN X   функції форми у вузлі I. Швидкості і прискорення підрахо-

вуються через матеріальні похідні від поля переміщень так, що: 

     , I It t Nv X u X ,      , I It t Nu X u X  .                    (22) 

Оскільки варіації невідомих функцій не залежать від часу, то їх апрок-

симація у скінченновимірному простору 0 0
hU U  може бути наступною:  

   I IN u X u X ,                                               (23) 

де Iu   вузлові віртуальні переміщення. 

Підставляючи вирази для переміщень, швидкостей і прискорень невідо-
мих функцій у варіаційну рівність (18), отримаємо його скінченновимірну 
форму. Оскільки ця рівність повинна виконуватися для будь-яких довільних 

Iu  скрізь, окрім як на u , то у відповідність з рівністю (20) приходимо до 

наступної системи рівнянь: 

 ,ext int cont
IJ J I I I N Tt  M u f f f t , uI  .                       (24) 

У випадку лінійної поведінки системи вектор вузлових внутрішніх сил 
знаходиться через матрицю жорсткості: 

0

0
, , , 0

int
i I I j ji I j ijkl J l k J ik IJ k Jf N d N c N J d u K u

 

      .       (25а) 

Вузлові зовнішні сили знаходяться як 

t

ext
i I I i I if N b d N t d

 

    .                                (25б) 

Інерційні вузлові сили обчислюються через матрицю мас 

0

0 0
inert

ij IJ Jj i I I i ij I J JjM u f N u d N N d u  
 

       .            (25в) 

Вираження для обчислення вектора вузлових контактних сил залежить 
від методу використовуваного для накладення умови контакту для забезпе-
чення існування варіаційної рівності (19). Наприклад, у разі методу штрафа і 
для контакту без врахування тертя, контактні сили знаходяться як у [5], 

     
c c

cont contN
iI N N N N I J N iJ IJ i J

i I

g
f g H g d H g d u K u

u
 

 


     

 u , (25г) 
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де  якщо або якщоI I c I cN I N I      n n ;  HH g  – функція Хеві-

сайда і N   параметр штрафу.  

Далі, слідуючи за звичайною в СЕМ процедурою, де вузлові сили, мат-
риці мас і жорсткості елементів об'єднуються у відповідні глобальні структу-
ри. Передбачаючи, що коливання системи здійснюються з пропорційним де-
мпфіруванням, скінченноелементна система рівнянь задачі динаміки тіла з 
тріщиною набирає вигляду:  

 , ,ext cont
N Tt   MU CU KU F F U t  ,                         (26) 

де M, C, і K – глобальні матриці мас, демпфірування та жорсткості, U , U , и 

U – глобальні вектори невідомих прискорень, швидкостей і переміщень, extF  

и contF  – глобальні вектори зовнішніх і контактних сил. 
Матричне рівняння (26) є системою нелінійних диференціальних рів-

нянь, яка, в загальному випадку, для знаходження невідомих переміщень ви-
магає використання інкрементально-ітераційних процедур рішення [8]. 

Інтегрування рівняння (26) за часом може бути виконане з використан-
ням неявних або явних схем. Відзначимо, що явні схеми, які використовують 
скінченнорізницевий оператор, не вимагають розв’язання системи (26) на 
кожному інкрементальному кроці. Ця їх особливість робить використання 
явних схем переважаючим в задачах динаміки. Тоді вектор прискорення в 
(26) на початку кожного інкремента (i) обчислюється за формулою:  

 ( ) 1 ( ) ( )i i i
ext

  U M F I  .                                       (27) 

Ця операція є чисельно ефективною у випадку діагональної матриці мас 
M , яка може бути легко отримана зі звичайної матриці M відомими метода-
ми [8]. I загальний вектор вузлових сил, що включає внутрішні, зовнішні, 
контактні і пов'язані з демпфіруванням сили. Значення вектора відоме на по-
точному кроку інкремента. Знаючи прискорення вузлів, їх швидкості і пере-
міщення знаходяться по центрально-різницевих формулах: 

1 1
2 2

( 1) ( )
( ) ( ) ( )

2

i i
i i it t
    

 U U U    і 
1
2

( )( 1) ( ) ( 1) ii i it
   U U U ,        (28) 

де індекси  1 2i   і  1 2i   позначають серединні значення інкремента. 

Висновки. Представлено скінченноелементну модель для вирішення за-
дачі нелінійної динаміки тіла з тріщиною. Континуальна механіка суцільного 
середовища і контактна механіка використовуються для формулювання зв'я-
заної задачі про лінійні коливання тіла і математично нелінійної контактної 
взаємодії між берегами тріщини. Загальну систему скінченноелементних рів-
нянь отримано з використанням варіаційного підходу, у рамках якого вико-
ристовувався принцип Гамільтону, а для знаходження контактних сил  ме-
тоди що аналогічні у теорії оптимізації. Показано, що така система неліній-
них диференціальних рівнянь обчислювально ефективно інтегрується за до-
помогою явної центрально-різницевої схеми. 
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УДК 539.1 
 

 В.А. ВАНИН, д-р техн. наук, проф., НТУ «ХПИ»; 
 А.А. ГРИГОРЬЕВ, аспирант, НТУ «ХПИ» 

  
КРИТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ НЕКОТОРЫХ СОВРЕМЕННЫХ 
МОДЕЛЕЙ ФИЗИЧЕСКОГО ПРОСТРАНСТВА  
 

Проаналізовано відомі моделі фізичного простору, що реалізують різні теорії пасивного або ак-
тивного механічного середовища. Дано теоретичне обґрунтування та вказані загальні технічні 
принципи зниження інерційності хвилі переносу в середовищі Максвелла. 

 
Проанализированы известные модели физического пространства, реализующие различные тео-
рии пассивной и активной механической среды. Дано теоретическое обоснование и указаны об-
щие технические принципы снижения инерционности волны переноса в среде Максвелла.  

 
Analyzed by well-known models of the physical space that implement different theory of passive and 
active mechanical environment. The theoretical rationale and general technical principles are to reduce 
the inertia of the wave transport in the environment of Maxwell. 

 
Введение и постановка задачи. Если внимательно проанализировать 

поля напряжений и деформаций твёрдого тела, как это сделано, например, в 
[1–3], то там можно найти обоснование для эффектов электромагнетизма. На 
эту аналогию впервые обратил внимание Джеймс Максвелл [4], который 
представлял электромагнитное поле полем напряжений механического эфи-
ра. Физики, работавшие после Максвелла, объясняли аналогию по-своему: 
это, мол, неудивительно, поскольку механика твёрдого поликристаллическо-
го тела базируется на уравнениях электромагнитного поля, полученных всё 
тем же Максвеллом. В этом они правы, но у Максвелла (и у Анри Пуанкаре в 
монографии [5]) речь шла совсем о другом твёрдом теле, первичном  в отно-
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шении нашего электромагнетизма и более «тонком» по сравнению с нашими 
твёрдыми телами. Механика этого тонкого тела (смотри [2]) также базирует-
ся на уравнениях Максвелла, но они справедливы для другого электромаг-
нитного поля, более «тонкого», чем наше. Образно говоря, мы попробовали 
спуститься в мироздании на один этаж, но на этом история не заканчивается.   

Проблему лучше других понял Давид Гильберт [6], который сформули-
ровал тезис о двойной бесконечности. У материи, по Гильберту, имеется ие-
рархическая последовательность вложенных структур j , неограниченная в 

обе стороны: 

2 1 0 1 2... ... .... ...n n                  . 

Предположим, что нашему уровню материи соответствует структура 

0 . Сверхзадача фундаментальной физики – понять, как устроена структура 

1 , несущая наш мир «на своих плечах», и увидеть структуру 1 , сущест-

вование которой поддерживается нашим миром. Первая задача решается в 
микрофизике, вторая – в космологии. Продолжающийся кризис физики со-
стоит в том, что наука уже доросла до такого понимания вещей, но ещё не в 
состоянии решить поставленную Гильбертом задачу. 

Свой вариант решения этой проблемы мы изложили в статьях [1–3], в 
работе [7] была предпринята попытка обобщения этого подхода для создания 
теории глобального материально-информационного поля. Проанализируем 
результаты этих статей на уровне максималь-
ной физической абстракции. 

Предположим, что мы уже имеем сплош-
ную упругую однородную и изотропную среду 
(например, кристаллическое ядро планеты или 
остывшую железную звезду), в которой, как 
показано в [1], может существовать поле попе-
речных механических колебаний, описываемых 
уравнениями Максвелла. Но тогда в этом поле 
возникают условия, которые могут привести к 
созданию своей кристаллической решётки и 
нового упругого поликристаллического одно-
родного и изотропного тела, описываемого своими уравнениями Максвелла. 
Ясно, что данную цепочку рассуждений можно продолжить.  

Представляется ещё более интересным применить эту же итерационную 
процедуру в обратном направлении, получая всё более тонкие и тонкие мате-
риальные структуры. И на каждом таком шаге скорость света будет возрас-
тать в очень большой пропорции, примерно на пять порядков. 

Если это рассуждение является верным, то становится ясным, куда стре-
мится  мир, в котором мы живём – он должен создать новую кристалличе-
скую структуру галактического масштаба. Возможно, это уже произошло, 
причём очень давно, но нам пока что не было дано это увидеть. Современные 

Рисунок 1 – Стенки из 
галактик. 
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астрономы утверждают, что галактики во Вселенной распределены неравно-
мерно и их скопления образуют относительно тонкие оболочки (так назы-
ваемые галактические стенки), окружающие межгалактические пузыри 
(рис. 1). При колебаниях стенок могут возникать синфазные поля, например, 
электрическое поле. Показательно, что внутри пузырей светящейся материи 
нет.  

Ясно, что до тех пор, пока не проведены необходимые эксперименты, 
эти и другие теории такого же рода остаются чисто умозрительными. Но тут 
встаёт важный вопрос, о каких именно альтернативных теориях идёт речь и 
чему, собственно говоря, они являются альтернативой? Официальная физи-
ческая наука до сих пор довольствуется тем наследием, которое оставил Аль-
берт Эйнштейн, и не жалует подобные темы своим вниманием; о них не 
найдёшь упоминаний и в современных учебниках. Поэтому мы решили лик-
видировать указанный пробел и в этой публикации дать краткую информа-
цию о некоторых современных «не эйнштейновских» (точнее, «после эйн-
штейновских») математических моделях физического пространства.  

 
Теории «увлечения эфира». Физиками было создано несколько теорий 

такого рода, смысл которых сводился к одному: массивные тела, например 
Земля, вносят в уравнения электродинамики и уравнения гравитационного 
поля дополнительные нелинейные слагаемые, которые «исчезают», когда ла-
бораторная система координат оказывается относительно этого массивного 
тела неподвижной.   

Наиболее последовательной и логически безупречной реализацией этой 
идеи следует признать общую теорию относительности Эйнштейна, в кото-
рой плотность потока электродинамической и гравитационной энергии при-
водит к пропорциональному изменению кривизны пространства и, в том чис-
ле, «нагружает» волновые уравнения для электродинамических потенциалов 
дополнительными слагаемыми. Но мы покажем в этом пункте более простую 
версию «нагружения» волновых уравнений, хорошо известную, например, 
специалистам по гидромеханике.  

Напомним (смотри [8]), что свободные колебания сплошной упругой 
среды описываются уравнением: 

2 2/ grad d iv rot rotu t K u G u      
  

,                              (1) 

где   – плотность среды; ,K G  – модули объёмного сжатия и сдвига; 

( , )u M t


 – перемещения в момент времени t  точки M среды из её положения 

равновесия. 
Уравнение (1) не учитывает нелинейные эффекты, связанные с сущест-

вованием так называемых конвективных членов. Правая часть уравнения 
описывает действие силы упругости, а левая – силы инерции, но выражение 
для силы инерции упрощено. В действительности, как это следует из второго 
закона Ньютона, в левой части (1) должна использоваться полная производ-
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ная по времени, а не частная,  

   / / ( , ) / 0.5grad , rot ,d v d t v t v v v t v v v v        
        

 , 

причём она должна вычисляться от скорости перемещения, а не от скорости 
смещения среды: 

       0 0/ / 0.5grad , rot ,v d u d t v u t u u u u v       
        

, 

где 0v


 – скорость перемещения положения равновесия; кроме того, здесь 

было использовано тождество 

   ( , ) 0.5grad , rot ,a a a a a a 
     
 , 

которое является следствием правил дифференцирования произведений.  
Примем, как это обычно делают в теории колебаний, что смещение и 

скорость смещения малы, поэтому квадратами этих величин можно пренеб-
речь. Кроме того, будем считать, что переносная скорость 0v


 не изменяется 

во времени. Тогда 

0/v u t v   
  

   

и   

     2 2
0 0 0 0 0/ / ( ) 0.5 grad , rot , grad , /d v d t u t a v v v v v u t          

        
 

       0 0 0 0 0rot , / , rot / ( ) / grad , ,v u t v u t v t v u v u           
        

, 

где                    ( ) 0.5 grad , rot , , , rot , , rota a a a a a c a c a c     
          

.  

В результате уравнение (1) принимает вид: 

  2 2
0 0 0/ grad d iv rot rot ( / ) grad , , ( )u t K u G u t v u v u v            

       
. 

Если мы выбрали такую инерционную систему координат, которая пе-
ремещается и вращается вместе с перемещением и вращением положения 
равновесия упругой среды (будем, далее, изменение положения равновесия 
называть движением эфира), то дополнительные слагаемые пропадают, и это 
уравнение совпадает с уравнением (1). Тогда, как показано в [2], поперечные 
колебания среды описываются уравнениями Максвелла, и в инерционной 
системе координат результат опыта Майкельсона – Морли закономерен. 

Если эта теория верна, то из результата опытов Майкельсона – Морли 
(анализ дан в [9]) следует, что на поверхности Земли, в пределах точности 
эксперимента, движение эфира совпадает с движением этой поверхности. 

С другой стороны, если бы мы выбрали для своих наблюдений систему 
координат, в которой положение упругого равновесия среды не является не-
подвижным (например, разместили бы интерферометр на очень лёгком и бы-
стро летящем над поверхностью Земли самолёте), то результат опыта мог 
быть другим. Рассуждая теоретически, чтобы исключить возможное влияние 
массы самолёта, желательно перемещать интерферометр с большой скоро-
стью внутри подземной шахты или штрека, но такой опыт трудно осущест-
вить, поскольку этот прибор чрезвычайно чувствителен к вибрациям. 
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«Эфирный ветер» в опытах Миллера. В 1920 годы американский фи-
зик Д.К.Миллер усовершенствовал схему интерферометра Майкельсона; в 
частности, за счёт многократного отражения лучей от зеркал, он увеличил их 
путь с 22 до 64 метров, что в три раза увеличило чувствительность прибора. 
После этого он повторил эксперименты Майкельсона – Морли в горной ме-
стности (обсерватория Маунт Вилсон, высота 1830 метров над уровнем мо-
ря) и обнаружил долгожданное смещение интерференционной картины. В 
1929 году к этим исследованиям присоединился Майкельсон и получил те же 
результаты, что и Миллер (смотри [10,11]).  

Скорость эфирного ветра (то есть, скорость интерферометра относи-
тельно эфира) на указанной высоте изменялась в диапазоне  6...10 км/с  и ко-

лебалась с периодом, равным периоду суточного обращения Земли. По ре-
зультатам экспериментов направление ветра было идентифицировано как 
галактическое, а не орбитальное (это направление оказалось практически 
перпендикулярным плоскости, в которой располагаются все планеты Сол-
нечной системы, рис. 2). Учёные утверждали, что для объяснения наблю-
дающегося эффекта скорость эфира на большом удалении от Земли близка к 
200 км/с . То есть скорость эфира превышает скорость движения Солнца 

относительно плоскости галактического диска [12]. 
 Следует заметить, что в 

экспериментах Миллера и Май-
кельсона результаты измерений 
сильно зависели от материалов, 
используемых в конструкции са-
мого интерферометра, а также 

при строительстве помещений, в 
которых они устанавливались. В 
частности, был выявлен сильный 

экранирующий эффект металлов, что, возможно, и послужило ещё одной 
причиной неудачи первых опытов Майкельсона, где путь светового потока 
проходил внутри металлических труб. Игнорирование этих условий в опытах 
других учёных привело к повторению неудач, и исследования эфирного вет-
ра были на длительное время прекращены. 

 
Теории газо-подобного эфира и опыты Галаева. Экспериментальное 

обнаружение эфирного ветра не противоречит теориям увлечения эфира, в 
том числе общей теории относительности Эйнштейна. Но появление допол-
нительной информации о свойствах эфира позволяет конкретизировать его 
физические и математические модели. 

В классической физике конца ХIХ столетия существовало твёрдое убе-
ждение, что в жидкости или газе волны поперечных колебаний не распро-
страняются; поэтому эфир должен быть твёрдым телом – поликристалличе-

v


Рисунок 2 – Ориентация орбит. 
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ским или аморфным. Этот научный факт имел на то время многочисленные 
экспериментальные подтверждения и уже в ХХ столетии помог раскрыть 
тайну внутреннего строения Земли, когда по результатам эхолокации было 
обнаружено металлическое земное ядро и установлено, что его внешняя 
часть является жидкой. 

Дальнейшее развитие науки, в частности, успехи физической химии и 
гидромеханики, поколебали это давнее убеждение. Было открыто дипольное 
взаимодействие молекул жидкости или газа, особенно сильно проявляющее-
ся у воды, имеющей полярные молекулы. У других веществ нидерландским 
физиком Ван-дер-Ваальсом было обнаружено индукционное (другое название 
– дисперсионное) взаимодействие молекул, вызванное флуктуациями распо-
ложения электрического заряда; такое взаимодействие также служило про-
водником поперечных колебаний, а соответствующее состояние вещества 
сейчас называют газом Ван-дер-Ваальса [13]. Кроме того, в механике жидко-
сти и газа были получены знаменитые уравнения Навье – Стокса [14] 

 / grad rot rot , div 0v t v v F p v v         
   

 , 

описывающие изменение скорости v


 течения вязкой несжимаемой жидко-
сти, имеющей плотность   и кинематическую вязкость  ; в числе решений 

этого уравнения были и поперечные волны. 
В 1980 годы российским физиком В.А. Ацюковским была создана физи-

ческая и математическая модель эфира (смотри монографию [15]), в которой 
он наделялся свойствами реального газа, обладающего давлением, темпера-
турой, сжимаемостью и вязкостью. В рамках этой теории, в частности, фото-
ны интерпретировались как создаваемые пульсирующим атомом вихревые 
дорожки, известные в механике жидкости и газов как дорожки Кармана.  

На основе своей теории учёный оценил кинематическую вязкость эфира 

величиной 5 2
'э 7 10 м /с   ; для сравнения, при атмосферных условиях вяз-

кость воздуха составляет 5 2
в 1.5 10 м /с   , гелия – 5 2

г 11 10 м /с   . 

После длительного перерыва, эксперименты по измерению скорости и 
направления эфирного ветра были в конце ХХ века продолжены украинским 
физиком Ю.М.Галаевым (ИРЭ НАНУ, Харьков). Опираясь на теорию газо-
подобного эфира, он разработал принципиально новую конструкцию интер-
ферометра, в которой использовался оптический лазер, и реализовывались 
известные для гидродинамики эффекты изменения скорости при неустано-
вившемся течении вязкой жидкости по цилиндрической трубе (подробности 
опубликованы в [16]). Чувствительность нового интерферометра, по сравне-
нию с прибором Майкельсона, была увеличена в тысячи раз, и это позволило 
(для равнинных условий города Харькова) зарегистрировать слабый «эфир-
ный ветер» со следующими средними скоростями: 

для высоты 1.6 м  – 205 м/с ;  для высоты 4.8 м  – 435 м/с . 

Работая с интерферометром другой конструкции, использующим час-
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тотный диапазон радиоволн, Галаев зарегистрировал для высоты 42 м  ско-

рость эфирного ветра 1412 м/с . Направление ветра и его изменение с высо-

той соответствовали тем, которые (для больших высот) ранее были получены 
Миллером. Кроме того, удалось получить экспериментальное значение ки-

нематической вязкости эфира 5 26.24 10 м /се
  , которое практически сов-

пало с её предсказанным значением в теории Ацюковского. 
Завершая тему, следует особо подчеркнуть, что в современной науке ре-

зультаты опытов Майкельсона уже давно не воспринимаются как парадок-
сальные, но приводимые объяснения, как правило, страдают излишним фор-
мализмом. Что касается задачи определения скорости Земли относительно 
эфира, то она по-прежнему актуальна, но, как показывает опыт последних 
лет, должна решаться другими методами. 

Читателям статьи мы дарим 
идею, успешная реализация которой, 
без всякого сомнения, будет когда-
нибудь отмечена Нобелевской преми-
ей по физике. Предположим, что за 
счёт высокочастотных колебаний 
плазмы удастся повысить температу-
ру эфира в некоторой ограниченной 
области пространства, отдалённой на 
безопасное расстояние от Земли (рис. 

3). Тогда в этой области, по всей видимости, произойдёт изменение вязкости 
эфира, а вместе с ней – одной или нескольких фундаментальных физических 
констант: скорости света, постоянной Планка, постоянной тонкой структуры 
и, возможно, других. Перед проведением эксперимента по периметру облас-
ти расставляется группировка спутников, ко-
торые фиксируют изменения констант и, тем 
самым, определяют направление и скорость 
своего движения относительно эфира. 

Ясно, что к проведению таких экспери-
ментов Человечество пока не готово, но тех-
нический прогресс сейчас происходит очень 
быстро, а эта игра «стоит свеч»: изменяя свой-
ства эфира можно приблизиться к пониманию 
принципов, которые используют неинерцион-
ные летательные аппараты (смотри далее).    

 

Теория «вытеснения пространства». Теории с такими названиями ба-
зируются на представлении эфира в виде жидкости или газа, через который 
движутся частицы материи. Чтобы получить простейшую из этих теорий, бу-
дем предполагать, что эфир (то есть, вакуум) лишён вязкости. Рассмотрим 

v


x y

z

Рисунок 4 – Движущаяся 
частица. 

Рисунок 3 – Схема эксперимента. 
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некоторую материальную частицу, которая движется в эфире со скоростью 
  (рис. 4). По ходу движения частицы пространство сменяется материей, а 
за её «кормой» – материю сменяет пространство. Если относительная ско-
рость / 1c  , где c  – это скорость света, то сжимаемостью пространства 
можно пренебречь, и далее трактовать эфир как несжимаемую и невязкую 
среду. Эта среда «вытесняется» перед частицей и «засасывается» в освобож-
дающийся за ней объём. Следовательно, и с такой концепцией согласны мно-
гие физики, движущаяся материальная частица подобна движущемуся ди-
полю. 

Напомним (смотри в учебнике [14] 
объяснение парадокса Даламбера, а также 
рис. 5), что при движении диполя вектор-
ные линии поля скоростей создают кокон 
эллипсоидальной (а при малых скоростях – 
практически сферической) формы, непро-
ницаемый для внешнего потока, причём 
размеры эллипсоида зависят от момента 
диполя. В рассматриваемом случае момент 
диполя равен произведению скорости час-

тицы на объём, занимаемый её материей (то есть на объём, движущийся как 
твёрдое тело).  

Величина этого объёма для каждого типа частиц является предметом 
дискуссии. В старых теориях микромира, уходящих своими корнями к уче-
нию Демокрита, материя заполняла весь объём атома. Затем стали считать, 
что у протона объём, занимаемый его материей, несколько больше объёма 
ядра, а у электрона он примерно в 2000 раз меньший, чем у протона. Для ато-
мов объём материи зависит от массы ядра и числа 
электронов во внешней оболочке, поэтому среди не-
радиоактивных элементов он максимальный у желе-
за и никеля, а минимальный – у водорода. При сжа-
тии вещества этот объём для каждого отдельного 
атома не изменяется, но в относительных величинах 
он увеличивается пропорционально плотности.  

Применяя такую концепцию к каждому атому 
Земного шара, получаем, что весь этот шар подо-
бен движущемуся диполю (рис. 6), и момент m  
этого диполя равен сумме диполей его частиц: 

м.зm v V  , 

где м.зV  – объём материи внутри этого шара. В результате движения этого 

диполя возникает гигантский непроницаемый кокон, радиус кR  которого 

определяется формулой 





v


Рисунок 6 –
Движущийся диполь. 

x
y

z

 
Рисунок 5 – Поле скоростей  

обтекания. 
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3 3
м.з/(2 ) /(2 )кR m v V      ,                               (2) 

причём, если согласовывать теорию с результатами опытов Миллера и Га-
лаева, размеры кокона должны быть близки к размерам поверхности Земли. 

В рассматриваемой задаче поле скоростей для системы координат, свя-
занной с центром Земли, имеет осевую симметрию и потенциал, который на-
ходят как сумму потенциалов набегающего потока и диполя; этот дифферен-
циал мы представим в сферических координатах:  

2 2( , ) cos 0.5( / ) cosкv R          . 

Дифференцируя потенциал, находим составляющие относительной ско-
рости 

   3 3
от ( , ) 1 ( / ) cos 1 0.5( / ) sinк кu v R i v R i             

 
,         (3) 

а также абсолютную скорость увлечения эфира: 

 3
абс ( , ) ( / ) cos 0.5sinкu v R i i         

 
. 

Зависимость (3) можно использовать для расстояний R  , то есть за 

пределами Земного шара. Если R  , то нужно заново определить величину 

диполя, отвечающую этой части Земного шара, после чего по формуле (2) 
найти новое значение радиуса кокона ( )кR  , и только лишь для данного 

значения   использовать его в формуле (3). 

Анализ решения модельной задачи показывает, что если кR R , то при 

удалении от поверхности Земли скорость увлечения эфира очень быстро за-
тухает, но всё же не по той закономерности, которую выявили в эксперимен-
тах по обнаружению эфирного ветра; по-видимому, вблизи поверхности Зем-
ли сказывается влияние вязкости эфира. Ситуацию можно исправить, если 
для решения задачи вооружиться не уравнениями Лапласа, как в этом приме-
ре, а одной из современных нелинейных теорий, моделирующей турбулент-
ные и ламинарные течения вязкой сжимаемой жидкости.  

Обращаем внимание на то, что, поскольку с глубиной изменяется хими-
ческий состав, а плотность земного вещества  возрастает (так, у железо-

никелевого ядра Земли она близка к 3 311 10 кг/м , а у кремниевой земной ко-
ры – в три раза меньше), то течение эфира существует и внутри Земного 
шара. Скорости внутреннего течения эфира вычисляются по алгоритму, опи-
санному выше. Заметим, что даже если описываемый эффект вытеснения 
пространства является очень слабым и радиус внешнего кокона кR R , то и 

в этом случае, с учётом особенностей внутреннего строения Земли, модель 
предсказывает существование конвективных течений в жидком металличе-
ском ядре, которые, как считали А. Ферсман и его последователи, ответст-
венны за создание земного магнетизма. Если эта простейшая модель переда-
ёт главные закономерности исследуемых процессов, то первопричиной зем-
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ного магнетизма является движение Солнечной системы относительно 
плоскости галактического диска. И это, в частности, означает, что в бли-
жайшие несколько миллионов лет, пока скорость этого движения близка к 
своему максимуму, ослабление магнитного поля и переполюсовка Земли че-
ловечеству не угрожают.  

  
И всё-таки она … пульсирует. Просматривая материал предыдущего 

пункта, читатель может прийти к мысли, что авторы статьи окончательно за-
были об идее синфазных пульсирующих полей в упругом теле [1–3] и начали 
представлять эфир в виде газа или жидкости (подобной пленуму Декарта, 
смотри [1]). Известный парадокс Даламбера долго служил теоретическим 
обоснованием для наблюдающегося незатухающего движения небесных тел, 
но учёт других известных фактов требовал пересмотра традиционных пред-
ставлений об эфире как о пассивной механической среде.  

Далее мы приведём и другие доводы в своё оправдание, но прежде заме-
тим, что наука, как и всё в этом мире, развивается по восходящей спирали, и 
поэтому старые хорошие идеи всегда проходят через новые циклы «реинкар-
нации», но, при внешней схожести теорий, они, как правило, получают дру-
гую основу и новое содержание. Представьте, как трудно было Галилею от-
стаивать свою правоту: все видели, что Солнце движется по небу, и только 
он один знал, что смена дня и ночи объясняется вращением Земли. Не менее 
трудно приходится сейчас тем физикам, кто вместо реального движения за-
ряженных или нейтральных тел, вместо ламинарных или турбулентных по-
токов эфирного ветра, а также прочих привычных вещей видит другое: вол-
новые поля синфазных колебаний, происходящих в упругопластической сре-
де. 

Мы рассчитываем получить среди читателей новых сторонников этой 
идеи, и поэтому будем сложные вещи объяснять предельно просто. Если 
плотность упругой среды переменная, то уравнение (1) линейных колебаний 
упругой среды имеет следующий вид: 

        / grad( d iv ) rot( rot )u t K u G u
t

     


  

,             (4) 

где левая часть при отсутствии скорости переноса определяет изменение им-
пульса, а правая  – упругую силу, являющуюся причиной этого изменения.  

Будем считать, что плотность  , а также модули ,K G  изменяются по 

синфазному гармоническому закону, то есть 

0 прsin t      ,  0 прsinK K K t    ,   0 прsinG G G t    ,  

а коэффициенты, используемые в правых частях равенств, по сравнению с 
круговой частотой пр  медленно изменяются во времени или являются кон-

стантами.Теперь естественно и решение уравнения (4) искать в аналогичном 
виде: 
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прsinu u t  


, 

причём, поскольку амплитуды   и p  изменения плотности и давления 

пропорциональны величине div u


, то эта дивергенция не зависит от коор-

динат и времени, и это означает, что мы моделируем в этом пункте только 
лишь поперечные колебания среды. 

Подставим это решение в левую часть уравнения (4); в результате ус-
реднения (смотри [1]), мы снова получили уравнение вида (4)  

2 2( ) / rot rotu t G u       
 

,                                  (5) 

но не для поперечных смещений упругой среды, а для амплитудной функции 
соответствующих синфазных колебаний. 

Кстати говоря, становится ясно, что скорость света c  определяется ра-
венством 

2 /c G K  ,    а не      2 /c G K , 
и, при упругопластической деформации материала на отдельных участках 
гистерезисной кривой (смотри рис. 7), мы получаем совсем другой результат, 
чем даёт линейная теория Гука. 

Если от уравнения (5) перейти к уравнениям Максвелла, то мы получим 
1

1

rot ( ) ( ) / ; div ( ) 4 ;

rot ( ) ( ) / (4 / ) ; div ( ) 0,

E с H t E q

H c E t c J H

    

    





      


     

  

     

где величины , , ,E H J q   
  

 определяют амплитуды пульсаций для напря-

жений E


, угловой скорости вращения 

среды H


, а также плотностей токов J


 и 
зарядов Q .  

При усреднении силы Лоренца   

F q E q v H    
  

 учтём равенства 

пр прsin ; sinE E t H H t      
  

, 

и примем, что заряд имеет постоянную 
массу 0m , а его объём изменяется по 

формуле 

0 прsinQ Q Q t    . 

В результате получим формулу 

F q E q v H        
  

. 

При записи уравнений электродинамики знак   перед величинами от-
брасывается, но это обстоятельство не изменяет их физического смысла. 

Заметим, что, в отличие от других величин, скорости v


 здесь не пуль-
сируют с синфазной частотой 0 , то есть они являются в этой теории не ам-

0M1M

M



p

0p

0

твердаяфаза

пластичнаяфаза

Рисунок 7 – Фрагмент 
гистерезисной кривой. 



 62

плитудными функциями, а реальными скоростями переноса. Поэтому при 
моделировании физического пространства наряду с методами теории колеба-
ний с успехом используются методы газовой динамики или гидродинамики.  

И всё-таки, что такое эфир – газ, жидкость или твёрдое тело?  А может 
быть, это что-то среднее, например, жидкий кристалл? Современной науке 
это неизвестно. Но нам ещё рано завершать обсуждение данной темы, и в 
следующих пунктах будут изложены дополнительные аргументы в пользу 
одной из версий. 

 
Синфазное поле спинов и среда Коссера. Напомним (смотри [3]), что 

уравнение Клейна – Гордона для продольных колебаний гетерогенной среды 
допускало факторизацию:  

2 2
ч

1

/ grad , / / ,

/ div ( / ) ( ) / ,

R

R

v t p d y dt S p M

K p t v S W dy t dt





      


      



  

имеющую соответствующий физический смысл. Предположим, что, в силу 
высокой жёсткости материала примеси, и поле касательных напряжений 
внутри частицы можно считать равномерным. Тогда, выполняя аналогичное 
исследование, приходим к аналогичным уравнениям и для поперечных коле-
баний среды: 

ч

1

/ rot , / ( / 2) / ,

/ rot (( / 2) / ) ,

k R k

k R

v t d dt R S J

G t v R S W

    

   

      


      

  

                     (6) 

где G  – модуль сдвига упругой среды; ,k v 
 – касательное напряжение кру-

чения и скорость среды; ч,R J  – угловая 

скорость вращения и момент инерции части-

цы; 2
ч ч0.5J M R   ; R  – радиус частицы 

(рис. 8); , ,S W  – площадь, объём и относи-

тельная толщина её оболочки; чM  – масса 

частицы;   – объёмная доля примеси. 
Исключим из системы (6) угловую ско-

рость R


 и получим: 
2 2 2 2
поп поп поп/ ( / )k k ka t a       

  
 ,  (7) 

где частота 

поп ч поп3 ( / ) / ( / 2) /a R          ,      поп /a G  . 

Уравнение Клейна – Гордона (7) также имеет очевидное решение: 

поп(sin )k t   


,   где 0 


  или, например, const 


.  

Но эта ситуация кардинально отличается от предыдущего случая: 
 колебания касательного напряжения не приводят к изменению плотно-

R

R
Ry

( )p t

ч ( )p t

0p 

Рисунок 8 – Частица примеси. 
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сти и модулей материала, а, значит, не могут служить основой для возник-
новения нестационарного поля, подобного электромагнитному; 
 частота поп  столь же велика, как и частота пр , поэтому дополни-

тельное слагаемое заметно искажает исходное волновое уравнение   
2 2 2
поп /k ka t    

 
 ,  

описывающее поперечные колебания среды, и это вступает в противоречие 
с опытными данными. 

В нашем физическом пространстве (эфире), по-видимому, глобального 
синфазного поля касательных напряжений, описываемого уравнением (7), 
нет. В то же время, описанное в [3] синфазное поле колебаний давления, по-
видимому, существует. Чтобы разрешить возникшее противоречие, заметим, 
что при упруго-пластических деформациях материала частица может 
быть твёрдой только лишь относительно сжатия, при этом модуль сдвига 

чG  для основного объёма частицы мало отличается от модуля G  упругой 

среды. В результате, частота поп  снижается до такой степени, что при рас-

чёте электромагнитного поля ею можно пренебречь, и использовать вместо 
(7) волновое уравнение. 

Но полностью игнорировать полученный результат было бы неверно. 
Известно, что нестационарные решения уравнения Клейна – Гордона при 
удалении от источника быстро затухают по экспоненциальному закону. Если 
источник индуцирует колебания касательного напряжения, то эти колебания 
распространяются на некоторую окрестность источника и, как считают, яв-
ляются возможной причиной так называемого слабого взаимодействия эле-
ментарных частиц; в частности, они изменяют ориентацию их спинов. 

  
В последние годы активно развивается так называемая несимметричная, 

или моментная теория упругости, которая учитывает зернистость структу-
ры сплошной среды и описывает её тензорным уравнением Леви - Чивита 
[17] либо системой векторных дифференциальных уравнений Коссера [18]: 

2 2

2 2

/ (2 )grad div ( ) rot rot 2 rot ,

/ (2 )grad div ( ) rot rot 2 rot 4 ,

u t u u f

j t u g

 

   

        


        

  
    

    

     
     (8) 

где ,   – модули упругости, подобные известным модулям Ламе, которые 

используются в классической (симметричной) теории; , , ,     – дополни-

тельные модули упругости; 


 – угол поворота зерна, который в новой тео-

рии может отличаться от угла 0.5 rot u 
 

 поворота среды; ,j g


 – плотность 

моментов инерции и массовых сил. 
У однородной синфазной волны в среде Коссера все пространственные 

производные равняются 0, и система (8) сводится к уравнению 
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2 2/ 4 0j t     
 

 , 

которому отвечает однородное поле синфазных гармонических колебаний 

зерна с круговой частотой 2 /c j   . 

Указанные колебания могут, например, пояснить причину существова-
ния спина у фотона и других элементарных частиц, а также материально-
информационные обмены в трёхмерном пространстве (смотри [7]), но для 
создания электромагнитного поля они не пригодны. Электромагнитное поле 
является полем поперечных колебаний, поэтому как носитель (и, одновре-
менно, донорское поле) тут могут выступать лишь продольные колебания (то 
есть колебания давления и плотности). В среде Коссера получить однородное 
поле колебаний невозможно, поэтому, не смотря на «гибкость» несиммет-
ричной модели, имеющей большое число модулей упругости и дополнитель-
ный инерционный фактор, среда Максвелла не является её частным случаем. 

 
Волны инерционного давления. Альберт Эйнштейн рассматривал 

гравитацию как релятивистский эффект, вызванный расширением простран-
ства, но его непростое объяснение механизмов функционирования этой связи 
базировалось на тензорных уравнениях, описывающих изменение кривизны 
пространства, и было чисто формальным. Далее мы покажем, что, приняв на 
вооружение модель упругопластического деформирования сплошной среды, 
можно найти простое объяснение этого эффекта. 

На рис. 7 был показан фрагмент гистерезисной кривой, актуальный для 
нашего и будущего времени. Давление в среде медленно уменьшается, и она 
расширяется, но, по причине  разных коэффициентов сжимаемости, объём 
пластической фазы возрастает почти в 2000 раз быстрее, чем объём твёрдой 
фазы (точное значение равняется 1836).  

Это означает, что объём протона (твёрдая фаза) возрастает медленно и 
столь же медленно возрастает объём, занимаемый электроном; напомним, 
что электрон относится к жидкой фазе, но его объём пропорционален объёму 
протона и изменяется вместе с ним. Такое же правило относится и к другим 
парам разноименно заряженных элементарных частиц, а также к фотонам. 
Следовательно, можно считать, что объём каждой отдельной частицы ве-
щества увеличивается в 2000 раз медленнее, чем объём всего пространства. 

Объём всего вещества составляет ничтожно малую долю от объёма про-
странства, поэтому уместно использовать следующий релятивистский приём. 
Будем для начала рассуждений считать, что вся материя расширяется с тем 
же темпом, что и её пластичная фаза; соответствующую скорость расшире-
ния обозначим 0v


, эта скорость удовлетворяет очевидному соотношению 

0div ( , ) ( )v M t t


. 

Скорость расширения 0v


 очень мала, поэтому соответствующие нели-
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нейные слагаемые в уравнении упругости можно не учитывать. Тогда истин-
ная скорость расширения представляется в виде 0 отv v v 

  
, причём относи-

тельная скорость отv


 удовлетворяет условию 

от вdiv ( , ) ( , )v M t M t   


,                                     (9) 

где в ( , )M t  – плотность вещества; (1 / )e pm m   ; ,e pm m  – массы 

электрона и протона, а относительное смещение отu


 удовлетворяет неодно-

родному линейному уравнению упругости  
2 2

от от от/ grad d iv rot rotu t K u G u F       
  

.                (10) 

Обращаем внимание на то, что у уравнений (9), (10), в отличие от рас-
смотренного выше случая, коэффициенты не пульсируют, но коэффициент 
  может медленно изменяться с течением времени. 

Второе отличие состоит в том, что в силу условия (9), теперь нас инте-
ресуют не поперечные, а продольные колебания материала. Его смещения 
при указанных колебаниях имеют потенциал  , который, при отсутствии 

внешних сил F


, описывается волновым уравнением  

  2 2/ /K t     Δ . 

Продифференцируем это уравнение, и равенство от gradu  


 по време-

ни, в результате чего получим 

от gradv 


 

и, с учётом условия (9), неоднородное волновое уравнение для потенциала 
скорости: 

  2 2
в/ / 4 ( , )K t M t          Δ .                            (11) 

Уравнение (11) является линейным, поэтому к его решениям можно 
применять метод линейной суперпозиции. Пусть центр системы координат 
совпадает с центром уединённой сосредоточенной массы m ; тогда соответ-
ствующими этой массе решениями уравнения (11) являются сферические 
расширяющиеся волны потенциала скорости 

пр( , ) ( / ) /t f t a    


 

и самой скорости   
2

от пр пр пр( , ) grad ( / ) /( ) ( / ) /v t f t a a f t a i                


, 

где ( ) ( )f t t m    , пр /a K  . 

Покажем, что аналогичная волна описывает изменение давления в упру-
гой среде. Учтём, что формула 

отdivp K u  


 

определяет так называемое гидростатическое давление p , возникающее при 
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сжатии или растяжении среды. Уравнение 
2 2

от от/ grad d ivu t K u    
 

 

запишем в следующем виде: 

от / gradv t p    


, 

то есть,  
grad / gradt p        и     /p t     . 

Следовательно, 

пр пр( , ) ( / ) / ( / ) /p t f t a t a m               


. 

Таким образом, давление p  будет волной расширения среды, если 

( ) 0t   , и волной сжатия, если ( ) 0t   . 

Сферическая волна этого давления расширяется со скоростью прa , ко-

торая для эфира оказывается несколько большей скорости света, скорее все-
го, в 1.4...1.7  раз. Известно, что 

/ 2.5...3.5K G   ,      но       / /K K    

по причине нелинейности характеристик деформирования материала, поэто-
му точнее пока что сказать нельзя.  

Таким образом, если эта теория верна и имеет прямое отношение к гра-
витации тел, то в заочном споре двух научных титанов (Лапласа и Эйнштей-
на, смотри [1]) о скорости распространения гравитационной волны победила 
Истина, которая, как известно, всегда лежит где-то посредине. 

 

Реальное поле ускорений и виртуальное поле сил инерции. Если 
считать величину ( )t   очень малой, то давление ( , )p t  создаст централь-

ное поле ускорений среды 1( , ) ( , )G t grad p t    
  

, пропорциональное 

массе m  и изменяющееся по закону обратных квадратов: 
3( , ) ( / )G t m     

  
, 

где 1 ( )t     . 

Характер взаимодействия этого поля с частицей зависит от соотношения 
акустических коэффициентов cf  пластичной среды и вf  твёрдого вещества,  

c с пр.с1/( )f a  ,  в в пр.в1/( )f a  , 

где с в,   – их плотности; пр.с пр.в,a a  – скорости распространения волны 

сжатия. 
Чтобы не усложнять изложения, обратимся за подсказкой к одномерно-

му нелинейному волновому уравнению, а точнее – к его факторизации в виде 
системы 

2

/ / ;

/ /

v t p x

p t a v x





    

       

,                                         (12) 
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которая описывает изменение скорости  ( , )v x t  и  давления ( , )p x t  в трубо-

проводе. Предполагается, что плотность   и скорость звука a  зависят от ве-
личины давления. Тогда, как показано в курсе гидродинамики (смотри, на-
пример, [15]), система уравнений (12) имеет решения в форме бегущей и от-
ражённой волны следующего вида: 

1,2 ( ) ( ) /( ) constI u x a t p x a t a      .   (13) 

Решения (13) называются инвариан-
тами волнового уравнения; заметим, что 
при образовании инвариантов используется 
акустический коэффициент среды, а ско-
рость этих волн переноса, как и скорость 
звука, является переменной.   

Используя инварианты волнового 
уравнения (рис. 9), а также условия непре-
рывности давления и скорости на фронтах 
разрыва, приходим к выводу, что, если ло-
кальная плоская волна ускорения движется 
перпендикулярно поверхности частицы, то,  
после прохождения поверхности раздела 

она изменяет свою величину в k  раз, где 

в в c2 /( )k f f f    .                                          (14) 

Когда коэффициент k  мал, то, при падении волны под углом к поверх-
ности раздела, её ослабление оказывается ещё большим. В рассматриваемом 
случае  1/ 40k  , и это означает, что величиной абсолютного ускорения 
твёрдой частицы по сравнению с её ускорением относительно среды можно 
пренебречь. 

В результате, масса m  индуцирует поле относительных ускорений твёр-
дых частиц, изменяющееся по закону обратных квадратов: 

3( , ) ( / )вG t m      
  

. 

Заметим, что это поле является виртуальным, и только когда в нём по-
является твёрдая частица с некоторой массой m , то частица ускоряется к 
центру поля, и создаётся иллюзия действия силы гравитационного притяже-
ния 

3( / )F m m      
 

.                                          (15) 

Учтём, что в рассматриваемой модели ( ) ( )t t  , и придём к следую-

щему выводу: наличие силы притяжения между твёрдыми частицами озна-
чает, что в данное время расширение среды замедляется. 

Осталось заметить, что этот вывод соответствуют выбранному фрагмен-
ту гистерезисной кривой (рис. 7). 

 

1I

2I

1I 

x

t

пластичная

фаза

твердая

фаза

Рисунок 9 – Инварианты и 
поверхность разрыва. 
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Гравитация вещества и кристаллизация эфира. Поле сил инерции из 
предыдущего пункта по своим свойствам напоминает гравитационное. Про-
верим, способна ли описанная модель обеспечить тот же уровень сил между 
небесными телами, что и действующее сейчас гравитационное поле. 

Для этого отметим, что в рамках данной модели коэффициенты 
( ), ( )t t   имеют физическую размерность частоты, а коэффициент  ( )t   – 

размерность 2[1/ c ] . Кроме того, поле ускорений свободного падения, соз-

данное уединённой массой, фактически определяется формулой 
3

в в( , ) ( ( ) / )G t t V      
  

,                                     (16) 

где величина вV  обозначает объём, занимаемый веществом этой массы.  

Формула (16) позволяет найти оценку для коэффициента ( )t  . Учтём, 

что на поверхности Земли 2
в 9.806 м/сG  , 66.4 10 м   . Кроме того, что 

очевидно, объём  вV  не превосходит объёма Земного шара, то есть  
3

в (4 / 3)V    .Следовательно, 
7 -2

в( ) /[(4 / 3) ] 3.66 10 [c ]t G        . 

Поскольку в модели использовано условие ( ) ( )t t  , то скорость рас-

ширения среды оказывается слишком большой. Действительно, если при-
нять, что расширение происходит по гармоническому закону 

div sinu u t  


, 

где из условий прочности любого упругого материала следует неравенство 
0.1u  , то  

( ) cost u t        и   2( ) ( ) sint t u t         , 

откуда   2 63.66 10     и  31.9 10 [1/c]   .  

В то же время, характерный период этих колебаний составляет 10 млрд. 

лет, и выполняется условие 132 10 [1/c]   . Оказалось, что вычисленная си-

ла притяжения будет в миллиарды раз меньше той, что наблюдается в дейст-
вительности. 

Ну что же, наука не всегда сразу же приходит к правильному ответу. 
Мы учли факторы, которые лежали на поверхности, но их оказалось мало. 
Следовательно, модель нужно уточнять, и пути уточнения достаточно оче-
видны. 
 Прежде всего, заметим, что коэффициент ( )t   принимает большие зна-

чения (порядка 7 24 10 c  ) только там, где располагается вещество, об-
щий относительный объём таких областей ничтожно мал.  

 Причём это вещество не стоит неподвижно в одной точке эфира, а дви-
жется, поэтому, несмотря на высокий уровень ускорений, значительных 
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деформаций, разрушающих часть пространства, не происходит. 
 Кроме того, по мере расширения пространства общий объём вещества 

возрастает, и этот процесс в настоящее время ускоряется.  
Последний фактор является решающим, поэтому объясним подробнее. 

В настоящее время вещества ещё мало, и пространство фактически пустое. 
Но, в точке M , показанной на рис. 7, практически всё пространство уже 

станет твёрдым. Следовательно, за время, оставшееся до «конца света», всё 
пространство успеет кристаллизоваться, но этот процесс будет происходить 
неравномерно. Расширение пространства создаёт благоприятные условия для 
его кристаллизации, а катализатором кристаллизации пластической фазы вы-
ступает само вещество. 

Посмотрите ещё раз на рис. 7. Чтобы материал перешёл из точки 0M  в 

точку 1M , его сначала нужно расширить до точки M , а для этого нужна 

энергия. Такой энергией обладает масса, которая, по Эйнштейну, является 
синонимом энергии. Следовательно, масса является катализатором процесса 
перехода, а его «выход» пропорционален объёму катализатора. Поэтому 
можно сохранить описанную выше модель, но увеличить значение коэффи-
циента ( )t   до уровня, определённого экспериментально. 

Остаётся объяснить, почему экспериментальное значение коэффициента 
оказалось таким большим. При переходе 0 1M M  очередная малая порция 

материала уменьшает свою плотность скачком, и это увеличивает не только 
производную ( )t  , но и сам коэффициент ( )t , который в этой модели во 

много раз больше, чем коэффициент равномерного расширения  ( )t . 

Таким образом, в упругопластической среде главной причиной  притя-
жения твёрдых частиц является её нелинейное расширение, которое приво-
дит к ускоренному переходу пластической фазы вещества в твёрдую фазу. 

Заметим, что представленная в этом пункте теория гравитации имеет 
недостаток: для масс, движущихся с большими скоростями, формула (15) яв-
ляется приближённой. Этот недостаток преодолевается в работе [1], где вме-
сте с гравитационной силой возникает гравитационная индукция. Кроме то-
го, в качестве причины инерционности (и гравитации) вместо кристаллиза-
ции эфира там выступает частичное разрушение оболочек у частиц примеси, 
что создаёт поток среды в сторону ядра частицы, где сосредоточенна масса.  

 
Будущее высоких технологий. Будем считать, что результат, получен-

ный в предыдущем пункте, является верным не для какой-то там отвлечён-
ной сплошной среды Максвелла, а для нашего эфира; тогда он открывает 
перспективы для любопытных технических приложений. 

Известно, что плотность любого материала, а также скорость звука и ко-
эффициент сжимаемости, зависят от давления и температуры; это же правило 
применимо к эфиру. В данный момент времени давление в эфире уменьшает-
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ся, то есть эф ( ) 0p t  , но скорость этого процесса замедляется, ( ) 0эфp t  . 

Предположим, что для некоторой ограниченной области A  пространства мы 
научились повышать температуру эфира эфT  и, за счёт этого, в течение оп-

ределённого промежутка времени t  замедлили темп кристаллизации про-

странства и уменьшили коэффициент ( )t   на порядок. 

Это будет означать, что для указанного промежутка времени и указан-
ной области мы фактически уменьшили силы гравитации и инерции в 10 раз. 

Заметим, что в этом случае в 10 раз уменьшаются не все силы инерции, 
действующие в упругой среде, а лишь те, которые связаны с так называемой 
гравитационной массой. Эти силы вызваны ускорениями вещества относи-
тельно системы отсчёта, в которой силы гравитации отсутствуют. Кроме гра-
витационной массы вещество имеет так называемую электромагнитную 
массу, пропорциональную энергии его электромагнитного поля (смотри 
[17]), и эта масса при нагреве эфира изменяется не столь значительно.  

Действительно, при установившемся движении тела со скоростью Tv


 по 

эфиру в нём возникает два поля скоростей, перемещающихся вместе с телом: 
 поле эм пр( , ) sinv M t t


 создаётся электрическими зарядами тела и пуль-

сирует с круговой частотой пр  (смотри [1]);  

 поле  ин ( , )v M t


создаётся массой тела, имеет стоки в его элементарных  

частицах и не пульсирует, такое поле скоростей описано ранее в этой 
статье или, при других исходных положениях, в статье [1].  
Тогда вычисление кинетической энергии кинE  суммарного поля в неко-

торой области 3A R приводит к интегралу: 

2
кин эм пр ин( ( , ) sin ( , ))

2
A

E v M t t v M t d v
   

 
, 

или, после раскрытия скобок и усреднения по периоду колебаний, к сумме 
интегралов 

2 2
эм ин( ( , )) ( ( , ))

4 2
A A

v M t d v v M t d v
 

 
 

. 

Здесь первое слагаемое по зависимостям вида 2
кин 0.5 TE m v   опреде-

ляет электромагнитную, а второе – инерционную (или гравитационную) мас-
су тела, расположенную внутри области A .  

Амплитуда пульсаций в центре заряда определяется параметрами гисте-
резисной кривой (рис. 7) и остаётся неизменной, но потери энергии, вызван-
ные этой пульсацией, можно уменьшить и, тем самым, существенно снизить 
силы инерции электрически нейтрального тела. В тоже время, масса элек-
трона, как указывается в [17], на три четверти имеет электромагнитное про-
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исхождение, и только лишь на одну четверть – инерционно-гравитационное.  
Поэтому можно считать, что электромагнитные и другие силы, обеспечи-
вающие стабильность атомов и молекул, здесь изменяются не значительно, а 
модифицированное указанным способом вещество становится способно вы-
держивать ускорения, превышающие обычные 
значения на порядок.  

В результате впервые (для научной лите-
ратуры) возникает возможность дать объясне-
ние тем физическим принципам, которые ис-
пользуют на объекте, показанном на рис. 10. И 
вращение, как выясняется, здесь не является 
главным (смотри также теорему об оценке 
гравитационной индукции, доказанную в [1]); 
возможно, что этим, для комфорта экипажа, 
создаётся искусственная гравитация. 

По многочисленным свидетельствам очевидцев, вращение присуще 
большинству крупных объектов такого рода, но на мелких объектах, которые 
быстро маневрируют, его, нет. Напрашивается аналогия с аэробусом и воен-
ным самолётом, пилоты которого привыкли к перегрузкам и состоянию искус-
ственной невесомости.  

Лётчики, если верить материалам, попавшим в прессу, имели многочис-
ленные встречи с такими объектами, видели окружающий его плазменный ко-
кон и ощущали парализующее воздействие поля колебаний, природа и частота 
которых пока неизвестна. Тем не менее, не вызывает сомнения, что когда-
нибудь человек преодолеет упомянутые и другие трудности и овладеет тех-
нологией, которая позволит самым радикальным образом решить проблему 
полётов в космос. Ясно, что это дело будущего, но уже сейчас можно утвер-
ждать, что возможность создания малоинерционных летательных аппара-
тов (известных как НЛО)  не противоречит принципам современной науки. 

Но самым большим достижением Человечества будет прямое использо-
вание для нужд своей экономики энергии синфазного поля. Надо понимать, 
что использование топлива или альтернативных источников энергии – это, 
если воспользоваться известным металлургическим термином, второй или 
третий энергетический передел. Самые большие потери и приобретения 
энергии в известном нам мире происходят на уровне элементарных частиц, и 
в качестве универсального источника энергии здесь выступает синфазное 
пульсирующее поле. 

Пути к этому источнику ещё предстоит открыть, и ничего определённо-
го по этому поводу мы сказать вам не сможем. Единственное, имеет смысл 

Рисунок 10 – Схематическое 
изображение объекта  

(реконструкция). 
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повторить известный лозунг: «Учитесь у Природы!». Если она смогла под-
ключить к этому полю каждую элементарную частицу, то, наверное, найдут-
ся и другие «коды доступа».  

Но Природа явно не спешит открывать человеку эту тайну, и тому есть 
причина. Дело в том, что эта технология, когда она будет создана, в чьих-то 
неумелых или недобрых руках может оказаться стократ страшнее водород-
ной бомбы, потому что несёт потенциальную опасность полного уничтоже-
ния для всего мира. Остаётся надеяться, что в этот раз учёные поступят муд-
рее, и Человечество не получит этой технологии раньше того срока, когда 
окончательно созреет для этого. 

 
Заключение. Любая современная синергетическая теория физического 

пространства обязана давать ответ на следующие вопросы: 
 почему в нашем мире существуют разноимённые электрические заряды, 
но не наблюдается разделения на положительную и отрицательную массу?  
 почему в электричестве одинаковые заряды отталкиваются, а в гравита-
ции одинаковые массы притягиваются?  
 почему в электричестве одинаковые заряды отталкиваются с той же си-
лой, с которой притягиваются разноименные? 
 если другую (назовём её отрицательной) массу всё-таки обнаружат, как 
она будет взаимодействовать с нашей (положительной) массой?  

Когда родится учёный, который сможет дать обоснованный ответ на 
весь комплекс поставленных вопросов, то его научная слава затмит славу 
Ньютона и Эйнштейна. Наш вариант ответов опубликован в [1–3], где была 
разработана концепция упруго-пластичной активной механической среды, 
названной средой Максвелла, но в науке получили известность и другие, 
столь же не обоснованные, версии ответов. 

Ньютону, в этом отношении, было куда проще – он описывал процессы, 
знакомые каждому из опыта простого созерцания, и достаточно было пре-
одолеть сложившиеся догмы. И при всём этом человечество шло к классиче-
ской механике долгие тысячелетия, приобретая по крупицам бесценный опыт 
научного познания мира.  

Здание классической механики, созданное Исааком Ньютоном и его 
последователями, разрушено, но тому честолюбцу, кто стремится занять ос-
вободившийся пьедестал, не позавидуешь. Новая синергетическая теория не 
сможет стать такой же простой и, главное, наглядной, как ньютоновская ме-
ханика, и поэтому рассчитывать на её безоговорочное признание не прихо-
дится. Да и сам Ньютон, как известно, научного признания так и не дождал-
ся; комета Галлея вернулась только через 30 лет после его смерти. 
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Современное поколение учёных не согласно ждать так долго, но мы 
можем подсказать выход. Новая теория будет признана, если она сможет на-
глядно продемонстрировать свою пользу. Например, объяснить физические 
принципы, благодаря которым летают НЛО, и поднять летающую тарелку 
«на крыло» (или на то, что у неё заменяет крылья).  

 
Выводы.  
1. Проанализированы теории физического пространства, основанные на 

концепции пассивной механической среды: теория увлечения эфира, теория 
вытеснения пространства, теория газо-подобного эфира и некоторые другие; 
для первых двух теорий разработаны простейшие математические модели. 

2. Представлена и проанализирована простейшая модель активной упру-
го-пластичной механической среды, основанная на разработанной ранее тео-
рии взаимодействия однородного поля колебания давления и синфазного по-
ля поперечных колебаний. 

3. Разработана математическая модель взаимодействия твёрдых частиц, 
являющихся центрами кристаллизации упруго-пластичной среды. Показано, 
что в условиях расширяющейся среды силы взаимодействия частиц описы-
ваются законом всемирного тяготения Ньютона. 

4. Сформулированы (на уровне научной гипотезы) теоретические пред-
посылки и общие технические принципы создания малоинерционных лета-
тельных аппаратов, известных как НЛО.    
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УДК 539.1 
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ЛИНЕЙНЫЕ И ЛИНЕАРИЗОВАННЫЕ МАТРИЧНЫЕ  
МОДЕЛИ ДЛЯ АНАЛИЗА ДИНАМИКИ И УСТОЙЧИВОСТИ  
КЛАПАННЫХ ГИДРОМЕХАНИЧЕСКИХ УЗЛОВ  
 

Наведені матричні моделі для опису динаміки гідромеханічних систем з зосередженими параме-
трами. Виконаний якісний аналіз методів інтегрування цих рівнянь при застосуванні відомих рі-
зницевих схем. 

 
Представлены матричные модели для описания динамики гидромеханических систем с сосредо-
точенными параметрами. Выполнен качественный анализ методов интегрирования этих уравне-
ний при использовании известных разностных схем. 

 
Represented by the matrix model to describe the dynamics of hydro-mechanical systems with concen-
dotochennymi parameters. Performed a qualitative analysis of the methods of integrating these equa-
tions using the known difference schemes. 

 

 Введение и постановка задачи. В этой статье будет приведено не-
сколько примеров успешного использования матриц для динамического ана-
лиза так называемых гидромеханических узлов. В соответствии с терминоло-
гией, введенной в [1], под гидромеханическим узлом понимают относительно 
обособленную динамическую систему, состоящую из полостей, заполненных 
сжимаемой жидкостью и соединяемых короткими каналами, снабжёнными 
автоматическими клапанами. Гидродинамический узел описывают системой 
обыкновенных дифференциальных уравнений, но работу клапанных пружин, 
зачастую, моделируют уравнениями в частных производных или уравнения-

ми с запаздывающей правой частью (подробности 
даны в [2,3]). 
 Подбор примеров отвечает принципу движения 
материала от простого к сложному, а сами примеры 
были получены авторами статьи в ходе выполненных 
ранее научных исследований, а также при подготовке 
учебника [4]. Продолжением этой статьи является 
публикация [5] из этого же сборника, где рассматри-
вается использование матричных моделей для анали-
за динамической устойчивости клапанов. 
 

 Гидромеханический демпфер. Будем исследо-
вать свободные колебания, возникающие в простей-
шей гидромеханической системе, показанной на рис. 1. 

Полости 1  и 2 заполнены жидкостью, имеющей в полости 1 избыточное дав-
ление p . Это давление воздействует на плунжер и, кроме того, является 

Рисунок 1 –  
Схема устройства. 

v

p
1
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причиной перетекания жидкости через прецизионный зазор между плунже-
ром и втулкой. На плунжер кроме силы давления действует сила трения, про-
порциональная его скорости v .  
 Изменение давления p  и скорости v  при свободных колебаниях опи-

сываются системой уравнений 

{ ;ут п п трw p k p f v m v f p f v            
 

, 

которую можно переписать в матричной форме: 

0

0

ут п

п тр

k fw p p

m v f f v

        
               



. 

 В этих уравнениях кроме переменных величин ,p v  все остальные фи-

зические величины (коэффициент сжимаемости  , объём полости w , коэф-
фициенты утечек утk  и трения трf , масса плунжера m  и площадь его по-

перечного сечения пf ) считаются постоянными коэффициентами. 

 Прежде, чем интегрировать это уравнение, перейдём к обобщённым ко-
ординатам (в этом случае они называются фазовыми переменными) 

1/ 2 1/ 2( ) ; ( )x w p y m v     . 

 Сумма квадратов фазовых переменных пропорциональна полной меха-
нической энергии системы: 

2 2 2 2 2 22 ( ( / 2) ( / 2) ) 2 ( )пот кинx y w p m v w p m v E E                . 

 В результате матрица коэффициентов сохранит свою симметрию, но все 
её элементы будут иметь одинаковую физическую размерность – [с -1 ]: 

x a f x

y f b y

      
           



,         (1) 

где 1/ 2/( ); / ; /( )ут тр пa k w b f m f f w m       . 

 Пусть, для определённости, 1a   с -1 , 3b   с -1 , а коэффициент f  яв-

ляется варьируемым параметром, величина которого зависит, например, от 
выбора площади плунжера пf . Воспользуемся  методом Эйлера, и будем 

искать решение уравнения (1) в виде 

0 0( ) exp( ) ; ( ) exp( )x t t x y t t y       , 

где 0 0,x y  – некоторые числа, не равные одновременно нулю. Подстановка 

этих функций в уравнение (1) приводит к матричному равенству 

0 0

0 0

1

3

x xf

y f y

     
             

,    или    
0

0

1 0

3 0

xf

f y




      
           

.  (2) 

 Однородное матричное уравнение (2) будет иметь нетривиальное реше-
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ние, если определитель матрицы коэффициентов равен нулю, то есть 
1

0
3

f

f




  


 
, или det ( ) 0S I   ,  где 

1

3

f
S

f

  
   

. 

 Раскрывая этот определитель, получаем квадратное уравнение 
2 24 3 0f      , которое имеет два корня 2

1,2 2 (1 )f     . Эти 

корни являются собственными числами матрицы S . 
 При 1f    собственные числа оказываются вещественными и различ-

ными. Подставляя их по очереди в уравнение (2), получаем 
2 1/ 2

1

2 1/ 2
1

1 (1 ) 0

01 (1 )

xf f

yf f

       
              

;   

2 1/ 2
2

2 1/ 2
2

1 (1 ) 0

01 (1 )

xf f

yf f

       
              

. 

 Ранги матриц, составленных из коэффициентов при неизвестных, равны 
1 , следовательно, эти системы имеют однопараметрические множества не-
тривиальных решений. В частности, решениями этих систем будут векторы - 
столбцы 

2

1 22

1 (1 )
;

1 (1 )

f f
X X

f f

    
           

 
. 

 Эти столбцы являются собственными век-
торами матрицы S . Они имеют одинаковую 
длину и расположены симметрично относитель-
но биссектрисы первого квадранта (рис. 2); такое 
их расположение не случайность, а является 

следствием симметрии уравнений (и законов 
природы). При возрастании f  они «движутся» 

навстречу. 
 Теперь мы имеем возможность записать общее решение уравнения (1): 

1 1 1 2 2 2

( )
exp( ) exp ( )

( )

x t
C t X C t X

y t
 

 
      

 

 
,       (3) 

где 1 2,C C  – произвольные константы. Значения этих констант обычно опре-

деляются начальными условиями. Пусть в момент времени 0t   фазовые пе-
ременные принимают известные значения (0) , (0)x y .  

 Составим из столбцов 1,2X


 квадратную матрицу  1 2X X X
 

.  

 Тогда равенство (3) можно переписать в следующем виде: 

x

y

1X


2X


Рисунок 2 –  
Собственные векторы. 
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1 1

2

exp( ) 0( ) (0)

( ) 0 exp ( ) (0)

tx t x
X X

y t t y






    
            

.                  (5) 

 Проанализируем полученный результат. Сначала с точки зрения мате-
матики. Решение матричного уравнения (1) 

    
x x

S
y y

   
    

   



 удалось представить в виде:  
( ) (0)

exp ( )
( ) (0)

x t x
S t

y t y

   
     

   
.    (6) 

 В качестве побочного результата получена диагонализацию матрицы S . 
 Теперь вернёмся к физике. Кривые, показанные на рис. 3, называются 

фазовыми траекториями. В процессе 
движения система теряет энергию на 
трение, возникающее в прецизионном 
зазоре между слоями перетекающей 
жидкости и между поверхностями 
плунжера и втулки. Поэтому расстоя-
ние от точки фазовой траектории до 
начала координат с течением времени 
неуклонно уменьшается.  При любых 
начальных условиях траектории при-
ближаются к началу координат моно-
тонно, то есть, оставаясь в пределах 
одного или максимум двух квадран-
тов. Такое колебание в физике назы-
вается апериодическим (рис. 4). Пря-
молинейные траектории, идущие по 

направлениям  векторов 1 2,X X
 

, отвечают собственным апериодическим 

колебаниям системы. Числа 1 1 2 21/ ; 1/T T     имеют физическую раз-

мерность [ ]с  и называются постоянными 

времени колебательных процессов. 
 Если начальная точка траектории не 
располагается на прямых, содержащих век-

торы 1 2,X X
 

, то колебательный процесс 

является результатом наложения двух собст-
венных колебаний; именно по этой причине 
фазовая траектория может пересекать нуле-
вую линию. Обращаем внимание на характер 
«закручивания» траекторий. При движении 
они как бы стремятся приблизиться к на-

правлению собственного вектора 1X


, отвечающего меньшему числу 1 . По-

Рисунок 3 – Фазовые  
траектории. 
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Рисунок 4 –  
Апериодическое колебание. 
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этому в разных областях «закрутка» линий различна. 
 Устройства, в которых все колебания являются апериодическими, в ме-
ханике называются сильно демпфированными. Данное устройство будет та-
ковым, если 2a b f   . 
 

 Идеальный амортизатор. Если в этом гидромеханическом устройстве 
продолжать увеличивать площадь пf  поперечного сечения плунжера, то па-

раметр f  будет возрастать, а собственные вектора 1,2X


 – сближаться. При 

значении 1f   с -1 они сольются, и решение (5) преобразуется в такое: 

1 1 1

1

exp( ) exp( )( ) (0)

( ) 0 exp ( ) (0)

t t tx t x
X X

y t t y

 




      
            

, 

где матрица  1X X Z
 

, 1

1

1
X

 
  
 


; 

1

0
Z

 
  
 


 – циклический вектор. 

 Таким образом, центральная 
матрица оказалась в этом случае не 
диагональной, а треугольной, и она яв-
ляется экспонентой от жордановой 
клетки. В анализируемом предельном 
случае матрица колебаний имеет вид: 

1 1

1

1

0
S X X




 

    
 

. 

Изменяется и характер фазовых траек-
торий – они все закручены в одну сто-
рону (рис. 5). «Векторный вихрь» уже 
сформировался, но он пока ещё не 

«кружит» вокруг начала координат, и 
характер колебаний остаётся аперио-
дическим.  
 Если нужно получить гидромеха-

нический демпфер с наилучшим успокоением (идеальный амортизатор), то 
выбор его параметров необходимо подчинить условию 1f  . При этом по-

стоянная времени 1,2T  достигнет своего предельно малого значения, и, что 

не менее важно, фазовые переменные будут пересекать нулевую линию толь-
ко один раз (рис. 4, пунктир), а не многократно. 
 

 Гидромеханический маятник. Продолжим увеличивать площадь пf  

поперечного  сечения плунжера и выйдем в область, где 1f  . При этом соб-

x

y

1X


Рисунок  5 – Форма траекторий  
в предельном случае.  
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ственные числа 1,2  матрицы S  станут комплексно сопряженными: 

2
1,2 2 ( 1)i i f         , 

а решение задачи приобретает вид:   

1( ) (0)
( )

( ) (0)

x t x
X Ф t X

y t y
   

      
   

, 

где 
cos ( ) sin ( )

( ) exp ( )
sin ( ) cos ( )

t t
Ф t t

t t

 


 
 

   
, 

или 

( ) exp( )Ф t t
 
 

 
   

. 

 Матрица 

Z
 
 

 
   

 

называется  матричным комплексом. 
Происхождение названия связано с тем, что эту матрицу можно представить 
в следующем виде: 

Z I K     , где 
1 0

0 1
I

 
  
 

, а кососимметричная матрица 
0 1

1 0
K

 
   

  

удовлетворяет любопытному равенству –  2K I  . 
 В скалярной арифметике аналогичному равенству удовлетворяет мни-
мая единица i , поэтому матрица Z  является аналогом комплексного числа 
z i    . Все матричные комплексы, как и обычные числа, перестановоч-

ны между собой, поэтому указанная аналогия касается всех алгебраических 
операций, то есть является полной. Кто до сих пор испытывает трудности с 

пониманием природы комплексных чисел, но 
уже привык к матричной арифметике, может 
просто отождествлять эти числа с соответст-
вующими матричными комплексами. 
 Матрица K  используется в квантовой 
механике, где она называется спиновой мат-
рицей Паули. «Спин» в переводе означает 
вращение. Известно (смотри, например, [6]), 
что умножение элемента вещественного век-

торного пространства на комплексное число не только изменяет его длину, 
но и поворачивает на некоторый угол. То есть, комплексные множители для 
вещественного векторного пространства (в том числе – и для фазового 
пространства из этого примера) – это не скаляры, а недиагональные матри-

t

x

0

Рисунок 7 – Периодические 
затухающие колебания. 

x

y

Рисунок 6 – Фазовые спирали.  
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цы особого вида –  матричные комплексы. 
 Появление в решении задачи тригонометрических функций изменило 
форму фазовых траекторий (рис. 6). Вращение траектории вокруг начала ко-
ординат приводит к тому, что число пересечений нулевой линии каждой фа-
зовой переменной становится неограниченным, причём моменты пересече-
ния повторяются с вполне определённым периодом (рис. 7). Такие колебания 
называются в механике периодическими затухающими. Период этих колеба-
ний определяется формулой 2 /T    , а безразмерная величина d T    

называется логарифмическим декрементом колебаний. Мнимая часть   

собственного числа матрицы S  называется круговой частотой колебаний, 
имеет стандартное обозначение   и измеряется в [рад / с]. 
 

 Жёсткая динамическая система.  Напомним, что невырожденная мат-
рица A  называется плохо обусловленной, если  

max min  , 

где min , max   – наименьшее  и  наибольшее  

(по модулю) собственные числа матрицы. 
 Если A  является плохо обусловленной, то 
при численном решении уравнения вида 

X A X 


 
по методам Эйлера или Рунге – Кутта возникают 
проблемы, которые обсуждаются на материале 
этого пункта.  
 Методы Эйлера и Рунге – Кутта входят в 
стандартное математическое обеспечение любого 
компьютера и поэтому пользуются большой по-
пулярностью среди инженеров. Однако в различ-
ных областях техники, а особенно, в гидромеха-
нике, приходится иметь дело с системами, в которых разностные схемы Эй-
лера или Рунге-Кутта оказываются в  принцип е  не пригодными. Пример 
такого устройства показан на рис. 8. Оснащение плунжера дросселирующим 
каналом (жиклёром) привело к тому, что коэффициент a  в матрице S  суще-
ственно возрос, а при приближении перепада давления p  к нулю (то есть 

вблизи точки равновесия) он стремится к бесконечности. 
 Причина такого поведения этого коэффициента связана с особенностью 
формулы, используемой для расчёта течения жидкости через жиклёр. На-
помним некоторые сведения из курса элементарной физики. 
 Течение вязкой жидкости через прецизионный зазор считается ламинар-
ным (слоистым), и здесь, в соответствии с законом ламинарного течения, рас-
ход q  пропорционален перепаду давлений p : 

утq k p  . 

Рисунок 8 –  
Плунжер с жиклёром. 
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 Перетекание жидкости через жиклёр является турбулентным (вихре-
вым) и описывается так называемым законом Бернулли: 

[(2 /( )]q f p p     , 

где f  – эффективная площадь потока;   – плотность жидкости. 

 Поэтому в новом устройстве коэффициент утk  оказывается пропор-

циональным 1/ p , и при 0p   он стремится к бесконечности. 

 Вернёмся к задаче о колебаниях гидромеханического демпфера и, не 
меняя остальных элементов матрицы 

a f
S

f b

  
   

, 

изучим поведение собственных чисел   этой матрицы при a   . 
 Анализируя проведенное ранее решение, замечаем, что уравнение для 
этих чисел имеет вид  

det ( ) 0S I   . 
 Раскрывая определитель, получаем квадратное уравнение  

2 2( ) ( ) 0a b a b f        , 
которое имеет два вещественных корня   

2 2

1,2
[( ) ]

( )
2 2

a b a b f
a   

   . 

 Если a   , то, вычисляя соответствующие пределы, выясняем, что 
при любом значении f  корень  1 b   , а корень 2 ( )   . При этом 

собственные векторы 1 2,X X
 

 приближаются к 

осям координат, а фазовые диаграммы становятся 
похожими на ломаную линию, состоящую из двух 
прямолинейных отрезков  (рис. 9). 
 В соответствии с определением, принятым в 
механике, колебательный процесс, описываемый 

уравнением X S X 


  называется жёстким, если 
матрица S  имеет ненулевые собственные числа 

1  и 2 , модули которых различаются на не-

сколько порядков. В исследуемом здесь процессе 
при a    выполняются условия 

1 b    и   2 1/ /a b    , 

поэтому при больших a  он становится жёстким. Характер изменения фазо-
вой переменной во время такого процесса показан на рис. 10 сплошной ли-
нией.  
 Поскольку 2 ( )   , то число  2 t   при любом положительном 

шаге t  выйдет за пределы круга (или овала) устойчивости (смотри [7]), и 
мы при использовании схем Эйлера или Рунге – Кутта получим в расчёте  

x

y

1X


2X


Рисунок 9 – Диаграммы 
для жёсткой системы.
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растущую по амплитуде «пилу», показанную на том же рисунке пунктиром. 
 В результате, мы попали в сложное положение, из которого нужно ис-
кать выход. Таких выходов существует несколько. Укажем два варианта ре-
шения. 
 Во-первых, можно изменить расчётную схему.  
 Например, если применить так называемую неявную схему Адамса, то 
формула для передаточной матрицы C , используемой на каждом шаге ин-
тегрирования в рекуррентном равенстве 

( ) ( )X t t C X t    , 
будет иметь следующий вид: 

1[ ( / 2) ] [ ( / 2) ]C I t S I t S        . 
 Замечательной особенностью этой формулы является то, что отвечаю-
щее ей условие устойчивости 

1[ ( / 2) ] [ ( / 2) ] 1j jI t I t          

выполняется для всех чисел j  из левой комплексной полуплоскости. То 

есть, при использовании метода Адамса физическая устойчивость модели-
руемой системы автоматически влечёт устойчивость её расчётной схемы. 
 При расчёте жёсткого колеба-
тельного процесса метод Адамса пол-
ностью не убирает «пилу», но теперь 
она не растёт по амплитуде, а убывает 
(рис. 10, прерывистая линия). 
 Во-вторых, можно пересмотреть 
используемую физическую (и матема-
тическую) модель.  
 Дело в том, что при малых пере-
падах давления скорость течения жид-
кости через дроссель уменьшается на-
столько, что основные потери энергии 
происходят не на входе и выходе из 
канала, а в самом канале, где режим 
течения становится ламинарным. Поэтому, если учесть указанное обстоя-
тельство, то коэффициент утk  станет ограниченным во всём диапазоне дав-

лений, а значение шага t  будет «отграниченным от нуля».  
 Имея этот теоретический результат, в остальном, казалось бы, можно  
положиться на высокое быстродействие современной вычислительной тех-
ники. Поэтому второй выход со всех точек зрения может показаться вам 
лучше первого. Но это иллюзия. 
 Если через жиклёр перетекает жидкость с малой вязкостью (например, 
бензин или дизельное топливо), то предпринимаемая компьютерной про-
граммой попытка «загнать» все собственные числа j t   в зону устойчиво-

сти может окончиться плачевно. Кривой, убывающей по экспоненциальному 

x

t0

Рисунок 10 – Результаты расчёта 
жёсткой системы. 
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закону, мы всё равно не получим, но будем наблюдать хаотический разброс 
расчётных точек, а, если очень не повезёт, то и горизонтальную линию, пока-
занную на рис. 11.  
 Причина такого поведения решения связана с округлением чисел в 

ЭВМ. Например, если величина 

1 t   окажется меньше, чем 1210  , 

то экспонента от этого числа будет в 
точности равна единице. Но это означа-
ет, что в той новой задаче, которую «со-
чинил» и решает компьютер, «мягкая» 
составляющая колебательного процесса 
полностью отсутствует.  
 Чтобы избежать негативного влия-
ния погрешности округления, достаточ-
но добиться того, чтобы наименьшее по 

модулю собственное число 1  матрицы S , ответственное за основную со-

ставляющую колебательного процесса, удовлетворяло неравенству 

10.01 0.1t   . 

 Если при таком выборе шага интегрирования t  некоторое другое соб-

ственное число j  выйдет за пределы области устойчивости, то нужно ме-

нять расчётную схему. 
 

 Статическая неустойчивость прямого клапана. На практике иногда 
встречаются и такие ситуации, когда движение гидромеханической системы 
оказывается неустойчивым, и в ней наблюдаются ко-
лебания, быстро растущие по амплитуде. Правда, 
бесконечного возрастания амплитуды на самом деле 
не происходит, так как система выходит за те преде-
лы, для которых составлена модель; например, при 
высокой амплитуде колебаний какие-то звенья меха-
низма начинают контактировать с упорами, что в ней 
не учтено.  
 Поскольку «раскачка» колеблющейся части сис-
темы остаётся конечной, то на её реализацию будет 
затрачена конечная энергия. Эта энергия может быть 
позаимствована у другой части этой же системы, в 
которой она, например, была запасена заранее.  
 Так, в гидравлической системе, показанной на 
рис. 12, роль  «резервуара» энергии играет сжатая 
жидкость. Если давление  1p  выше, чем давление 

2p , то эта жидкость будет перетекать через клапан 

x

t0

Рисунок 11 – Влияние  
погрешности округления. 

Рисунок 12 –  
Клапанный узел. 

,v h2p

1p
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по направлению, указанному стрелками. При этом возникнет перепад давле-
ния на клапане, который будет стремиться поднять клапан выше. Но этому 
противодействует пружина.  
 При определённой высоте h  подъёма клапана (обозначим её 0h ) между 

силой давления жидкости 

1 2( )гидрF f p p    

и силой пружины 

.0( )пр пр прF z h h   ) 

возникает равновесие –  

0гидрF f p  = .0 0( )пр пр прF z h h   , 

и клапан, если давления в полостях не будут изменяться, теоретически может 
оставаться в этом положении неподвижным. Действительно, при любых от-
клонениях от положения  0h  будет возникать восстанавливающая сила, и 

положение 0h  будет являться положением ста-

тического равновесия (рис. 13).  
 Но объёмы полостей ограничены, поэтому 
по мере перетекания жидкости перепад давления 

1 2p p  будет уменьшаться, а, значит, точка ста-

тического равновесия начнёт смещаться вниз. 
Процессу выравнивания давлений будет проти-
водействовать так называемый насосный эф-
фект клапана (при своём опускании он будет 
для обеих полостей играть роль поршня), а так-
же то, что уменьшение подъёма клапана снижает 
проходное сечение потока. В результате начнёт-

ся сложная игра различных динамических факторов, описываемая следую-
щей системой дифференциальных уравнений: 

1 1 21( ) ( ; )w h p f v q p p h       


;    (7) 

2 1 22( ) ( ; )w h p f v q p p h      


;    (8) 

1 2 .0( ) ( )пр прm v f p p z h h      


;     (9) 

пр прz h z v  


,      (10) 

где ,   – коэффициент сжимаемости и плотность жидкости; 1 2,w w  – объ-

ёмы жидкости в полостях; ( ; )q p h  – объёмная скорость течения жидкости 

через клапан при перепаде давления p  и перемещении клапана h ,  

Рисунок 13 – Зависимости
движущих сил  

от подъёма клапана.

F

h
0

прF

гидрF

0h
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( ; ) ( ) [ (2 /( )] ( )q p h f h p p        ;      (11) 

( )f h  – площадь эффективного проходного сечения клапана, зависящая от 

величины его перемещения h  (и, иногда, от направления течения);  , ,m v f  

– масса и скорость клапана, площадь его поперечного сечения; .0,пр прz h  – 

коэффициент жёсткости и предварительная деформация пружины клапана. 
 В этой системе уравнения (7) и (8) называются уравнениями сжимаемо-
сти, а  зависимость (11) соответствует известному правилу гидравлики –  за-
кону Бернулли для расчёта объёмной скорости течения жидкости через малое 
отверстие. Уравнения (9) и (10) являются простейшими уравнениями движе-
ния, составленными для клапана.  
 Мы видим, что в уравнении (10) обе части можно сократить на коэффи-
циент прz , однако не спешим это делать. На то есть две причины.  

 Во-первых, при таком сокращении, была бы потеряна симметрия урав-
нений, а такую потерю математик допустить не может.  
 Во-вторых, этого не нужно делать и с физической точки зрения.  
 Если мы сейчас умножим каждое уравнение на «свою» переменную и 
просуммируем их, то в левой части получим производную от полной меха-
нической энергии системы 

2 2 2 2
1 2 .01 2/ 2 / 2 / 2 ( ) / 2мех пр прE w p w p m v z h h            , 

а в правой части – мощность потN , теряемую на клапане при массообмене:  

3/ 21/ 2( ; ) ( ) ( ) (2 / ) 0мех потE N q p h p f h p             


. 

 Выражение для объёмной скорости q  содержит нелинейные сомножи-

тели – корень из перепада давлений и зависимость ( )f h . Эту функцию 

вблизи положения равновесия можно линеаризовать: 

1 2( )q a p p b h      , 

где 
'

0 0 0 0 0 0/(2 ) 0; [ ( ) / ( )] ; [(2 /( )] ( );o oa q p b f h f h q q p p           

1 2, ,p p h    – отклонения давлений 1 2,p p  и перемещения клапана h  от их 

значений, отвечающих точке статического равновесия. 
 После линеаризации запишем систему в матричной форме:  

D Y A Y  


, 

где 1 2( , , , )прD diag w w m z    ; 

1

2

p

p
Y

v

h







 
 
   
 
 
 

; 
0

0 0 0

пр

пр

a a f b

a a f b
A

f f z

z

   
     
 
 
 

. 
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 Поскольку коэффициент 0b  , то матрица A  не является  блочной J - 
симметричной матрицей (так называемой матрицей колебаний, смотри [4]). 
 Поэтому мы не будем выполнять симметричное окаймление матрицы A  

матрицами 1/ 2D  , а, вместо этого, запишем характеристическое уравнение 
этой задачи в следующей эквивалентной форме: 

det ( ) 0D A    . 

 Матрица A  имеет пропорциональные строки, поэтому одно из её собст-
венных чисел равно 0. Остальные собственные числа являются корнями ку-
бического уравнения 

3 2 0
пр прz w f a z f ba

w wm wm


  

  
 

    , 

где w  – так называемый эффективный гид-
равлический объём системы, 

1 21/ 1/ 1/w w w  . 

 Для исследования решений кубического 
уравнения применяем критерий Рауса – Гур-
вица [7] и получаем, что при условии 

a f w b            (12) 
среди собственных чисел имеется веществен-
ное положительное число 2 0   (рис. 14), а 

при выполнении условия 

прb f a z    ,      (13) 

имеется пара комплексно сопряжённых собст-
венных чисел с положительной вещественной 
частью (рис. 15). 
 Будем считать, что площадь проходного 

сечения изменяется пропорционально подъёму 
клапана подh , определяемому с момента его от-

крытия. Тогда условие (12) можно представить в 
следующем виде: 

02подf h w p     .   (14) 

 На практике неравенство (14) выполняется 
при очень малых подъёмах клапана, составляю-
щих доли миллиметра. Поэтому, если клапан име-
ет так называемый цилиндрический разгружаю-
щий поясок (показанный на рис. 12), то он бук-
вально проскакивает эту зону, как бы «не замечая» 
её.   
 Если разгружающего пояска нет, а перепад 

Re 

Im 

1 2
3

4

Re 

Im 

12

3

4

Рисунок 14 – Расположение 
собственных чисел  
при неустойчивости 

 апериодического типа. 

Рисунок 15 –  
Неустойчивость  

циклического типа. 
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давлений 0p  чуть превышает давление открытия клапана  

0 .0 /пр прp z h f  , 

то точка равновесия попадёт в зону неустойчивости. И если даже удастся ос-
тавить клапан в этом положении равновесия неподвижным, то на него неиз-
бежно будут воздействовать случайные отклонения (флуктуации) сил, кото-
рые в этих условиях способны раскачать его. В результате клапан начнёт со-
вершать колебания, сопровождающиеся ударами о седло. 
 Амплитуда этих колебаний будет не 
меньшей, чем ширина зоны динамической 
неустойчивости (рис. 16), но, если эта зона 
узкая, то амплитуда останется малой. Одна-
ко, по сравнению с чрезвычайно малым на-
чальным возмущением системы, которое 
можно считать близким к нулю (другими 
словами, в масштабе флуктуации), наблю-
даемое изменение конечного положения 
клапана соизмеримо с бесконечностью.  
 Многократные удары клапана о седло создают определённый акустиче-
ский эффект, который в некоторых случаях используется для диагностирова-
ния технического состояния клапанного узла. 

 

 Выводы. Даны примеры использования матриц для описания свобод-
ных колебаний гидромеханических узлов. Разъяснены преимущества приме-
нения разностной схемы Адамса для расчёта узлов, которые описываются 
жёсткой системой дифференциальных уравнений, имеющей плохо обуслов-
ленную матрицу коэффициентов при неизвестных. Составлена линеаризо-
ванная модель клапанного гидромеханического узла и получены условия его 
статической устойчивости. 
 
Список литературы: 1. Григорьев А.Л. Универсальный метод динамического расчёта гидроме-
ханического узла // Вестник Харьковского государственного политехнического университета. - 
Харьков: ХГПУ, 2000.– Вып.104. – С.75-84. 2. Григорьев А.Л., Вештак И.А. Динамический анализ 
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С.125-134. 3. Григорьев А.Л., Дериенко А.И., Король С.А. Динамический анализ цилиндрических 
пружин дизельной топливной аппаратуры // Двигатели внутреннего сгорания. – Харьков: НТУ 
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её приложений в технике / Учебник. – Харьков: НТУ "ХПИ", 2002. – 542 с. 5. Геворкян Ю.Л., 
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зона неустойчивости

h

t
0

Рисунок 16 – Характер  
движения клапана  
при автоколебаниях. 
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 А.Л. ГРИГОРЬЕВ, д-р техн. наук, проф., НТУ «ХПИ»; 
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АБСОЛЮТНАЯ И ОТНОСИТЕЛЬНАЯ ДИНАМИЧЕСКАЯ  
УСТОЙЧИВОСТЬ ГИДРОМЕХАНИЧЕСКИХ УЗЛОВ  
 

Надані визначення та розроблені елементи математичної теорії абсолютної та умовної стійкості 
гідромеханічних систем, що описуються рівняннями з зосередженими параметрами. Описані 
причини динамічної нестійкості диференціального та зворотного клапанів. 

 
Даны определения и разработаны элементы математической теории абсолютной и условной устойчи-
вости гидромеханических систем, описываемых уравнениями с сосредоточенными параметрами. Опи-
саны причины динамической неустойчивости дифференциального и обратного клапанов. 

 
Definitions and developed elements of the mathematical theory of absolute and conditional stability of 
hydromechanical systems described by equations with lumped parameters. Describes why the dynamic 
instability of the differential and check valves. 

 
 Постановка задачи. В данной публикации мы продолжим исследова-
ние, начатое в [1], и изучим условия, которые приводят к динамической не-

устойчивости клапанных гидроме-
ханических узлов. Схемы узлов, 
применяемых в опытных образцах 
дизельной топливной аппаратуры, 
показаны на рис. 1 (смотри также [2 
– 4]).  
  
 Математическая модель уз-
ла. Рассматривается узел, состоя-
щий из n  полостей и m  клапанов. 
Объём i –той полости обозначает-
ся iw  , давление жидкости в ней – 

ip  , скорость и перемещение s  -го 

клапана – sc  и sh  соответственно. 

Площадь  эффективного сечения 
канала, связывающего i -ю и j -ю 

полости, обозначаем ijf , пло-

щадь (или часть площади) s -того 
клапана, на которую действует пе-

репад давлений между полостями i  и j - ( )s
ijf . Некоторые полости узла со-

единены с трубопроводами; площади поперечного сечения трубопроводов, 

форсункек

воздухсжатый

а                                      б 
 

Рисунок 1 – Схемы гидромеханических 
узлов: а –  насоса с аккумулирующим 

плунжером и газовым поршнем;  
б – форсунки с изменяемым числом ра-

ботающих сопловых отверстий. 
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связанных с i -той полостью обозначаем тр
ikf ,  где k  – номер трубопровода. 

Если объём этой полости изменяется не только при перемещениях клапанов, 
но и за счёт движения плунжеров, то соответствующую этому движению 
объёмную скорость обозначаем  iq .  

 С учётом принятых обозначений  уравнение объёмного баланса для i -
ой полости  и уравнения движения s -го клапана примут следующий вид: 

( )[ ( ) ] ( /( ))( ) ( )трsi
i ij i j ij s i ik iik

j s k

dp
w f s p p f c f a p F q t

dt
           , (1) 

( ) ( )
.

, 1

( ) [ ( ) 2 ( )] ; / ( ) ,s ss
s ij i j s s s s пр о s s

i j l

dc
m f p p k c t c t l T F dh dt c t

dt




         (2) 

где i kF – величина отражённой волны давления, приходящей по k -тому тру-

бопроводу в момент времени t (смотри [5]); sm  – масса клапана; sk  – коэф-

фициент пропорциональности в формуле для определения силы пружины с 

учётом продольных колебаний витков (смотри [6]), 0.5s s sk z T   ; ( )
., s

s пр оz F – 

жёсткость и усилие предварительной затяжки пружины клапана; sT – период 

свободных колебаний пружины; ( ) (2 / ) ( )s P P sign P      – линейная 

скорость жидкости при перепаде давлений P .  
 Некоторые из давлений jp , используемые в правой части уравнений (1) 

– (2), могут быть известными функциями времени либо константами и не от-
носятся к динамическим параметрам узла. 
 Составим из динамических параметров ip , ic  и ih  векторы-столбцы 

, ,p c h
 

 и перепишем систему уравнений (1) для 1,i n  и (2) для 1,s m  в 

матрично-векторной форме: 

  0/ ( , , ) [ ] [ ] ( )W dp dt Q h p t FK c FT p Q t       
    

,  (3) 

0[ ] / [ ] [ ] ( ) ; / ( ) ,TM dc dt FK p Z c F t dh dt c t      
   

 (4) 

где [ ],[ ],[ ],[ ]W FT M Z  – диагональные матрицы порядков n  и m ,  

( ) ; /( ) ; ; 1,..., ; 1,...,тр
ii i i ii ss s ss sik

k

W p w FT f a M m Z k i n s m        ; 

[FK] – прямоугольная матрица размера [ ]n m , составленная из площа-

дей ( )s
ijf поперечного сечения клапанов; знак “T “ обозначает операцию 

транспонирования матрицы; компоненты вектора Q


 имеют вид  

( , ) ( )i ij i j
j

Q f h t s p p  


.     (5) 

 Уравнения (3) и (4) составлены в полном соответствии с законами со-
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хранения массы и импульса, то есть в отношении этих законов используемая 
модель является замкнутой (консервативной). Признаком замкнутости моде-
ли в отношении закона сохранения импульса является косая симметрия ко-
эффициентов, используемых в правых частях этих уравнений. В то же время 
перетекание жидкости между полостями, описываемое законом потерянных 
скоростей, сопровождается переходом части механической энергии в тепло 
(что приводит к нагреванию жидкости и омываемых поверхностей). Анало-
гичные переходы происходят при ударе клапана о седло или ограничитель 
хода; все  удары считаются полностью неупругими. Поэтому в отношении 
закона сохранения энергии данная модель остаётся открытой. 
 Линеаризуем зависимости (5), и однородную систему уравнений (3)-(5), 

отвечающую условиям 0 0( ) 0, ( ) 0Q t F t 
 

 запишем в следующем виде: 

 
 
 

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

T

B FK DV p p
d

M c FK Z c
dt

I Ih h

     
             
             

 
 
 

,                       (6) 

где / ; /i j i j i j i j i jB Q p FT D Q h       ; [ ],[ ]I   – единичная и нулевая 

матрицы. 
 Далее в этой статье мы рассмотрим несколько конкретных примеров та-
ких матричных моделей и с их помощью проанализируем динамическую ус-
тойчивость соответствующих узлов. Но прежде сформулируем (напомним) 
необходимые определения и докажем ряд утверждений.   
  
 Основные определения. Пусть дифференциальное уравнение 

( , )X F X t
 

,        (7) 

описывает изменение во времени параметров некоторой гидромеханической 

системы, а вектор-функция ( )X t


 является решением этого уравнения, отве-

чающим начальному условию 0 0( )X t X
 

; она называется невозмущённым 

движением системы. 

 Изменим начальные условия задачи Коши и дадим вектору 0X


 малое 

приращение 0X


. При этом мы получим решение Y


 уравнения (7), которое, 

по крайней мере, при 0t t  будет близким к ( )X t


. Оно называется возму-

щённым движением системы. 

 Разность этих движений обозначим ( )X t


, то есть ( ) ( ) ( )Y t X t X t 
  

. 

Вектор - функция ( )X t


 удовлетворяет условию  0 0( )X t X 
 

 и называет-

ся возмущением движения. 

 Будем считать возмущение ( )X t


 малым и линеаризуем правую часть 
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уравнения (7): 

( , ) ( , ) ( )F X X t F X t A t X    
   

, 

где ( )A t  – некоторая квадратная матрица, называемая матрицей возмущения. 

 Тогда                          ( , ) ( )X X F X t A t X    
    

       и 

( )X A t X  
 

.       (8) 

 Таким образом, вектор возмущения является решением однородного 
дифференциальное уравнения (8), общее решение которого имеет вид: 

0 0( ) ( , ) ( )X t П t t X t  
 

, 

где квадратная матрица  0( , )П t t  может быть представлена в виде мультип-

ликативного интеграла  

0

0( , ) exp ( ( ) )
t

t

П t t A d   .     (9) 

 Невозмущённое движение называется устойчивым (по А.М. Ляпунову), 
если при всех 0t t  нормы матриц 0( , )П t t  равномерно ограничены, то есть 

существует такая константа M   , что  

0( , )П t t M ; 

в противном случае движение называется неустойчивым. 
 Невозмущённое движение называется асимптотически устойчивым, 
если  

0lim ( , ) 0
t

П t t


 . 

 Невозмущённое движение называется динамически устойчивым в мо-
мент времени t , если все ненулевые  собственные числа j  матрицы ( )A t  

удовлетворяют условию 
Re 0j  ,                                                       (10) 

в противном случае оно называется динамически неустойчивым в момент t . 
 Из определений следует, что если движение является асимптотически 
устойчивым, то оно оказывается и устойчивым по Ляпунову. Заметим, что в 
практических задачах устойчивость по Ляпунову, как правило, оказывается 
асимптотической. 
 

 Норма матрицы колебаний. Получим удобную оценку для нормы 
блочной вещественной J - симметричной матрицы 

T

B F
S

F C

 
   
 

, 0, 0B C  ,    где   
I

J
I

 
    

. 
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 Для этого составим матрицу TA S S   и оценим её спектр: 
2

2

T

T T T T T

B F B F B F F B F F C
A

F C F C F B C F C F F

          
                       

. 

 Для оценки будем использовать след этой матрицы. В результате полу-
чаем: 

2 2( ) ( )T TS Sp B F F Sp C F F      . 

 
 Нормы ортогональных и J - ортогональных матриц. Если матрица 
U  является ортогональной, то её норма равняется 1. 

 Действительно,                     1T
MB U U I      . 

 Если матрица U  является не ортогональной, а J - ортогональной, то 

матрица TB U U   оказывается симметричной, положительной и также J - 
ортогональной. Спектр такой матрицы разбивается на пары собственных чи-
сел , 1/  , причём все эти числа не могут равняться 1 (иначе матрица U  

будет ортогональной). Следовательно, норма  J - ортогональной (но не орто-
гональной) матрицы обязательно больше 1. 
 
 Норма обратной матрицы. Предположим, что матрица A  является не-
вырожденной. Тогда: 

1 1
21

1
2

, ,
max max

, ,

, ,
min max

, ,

Z X

X X

A Z A Z X X
A Z A X

Z Z A X A X

X X A X A X
A

A X A X X X

 


 




 

 
     

 

  
       

. 

 Следовательно, нормы исходной и обратной матрицы связаны условием 
1 1A A   .                                                   (11) 

 
 Абсолютная и асимптотическая устойчивость. Докажем, что если все 
собственные числа j  матрицы A  удовлетворяют условию (10) Re 0j  , 

то матрица ( ) exp ( )B t A t   при t    является сжимающей.  

 При доказательстве будем считать, что матрица A  имеет диагональное 
представление 

1
1 2( , ,..., )nA X diag X      . 

Тогда           
1 1

1 2( ) (exp( ) ,exp( ) ,..., exp( )) ( )nB t X diag t t t X X D t X              . 

 Диагональные элементы матрицы ( )D t  имеют вид:  
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exp ( ) exp ( Re ) [cos ( Im ) sin ( Im )]j j j jt t t i t           . 

 Если число t  устремить к бесконечности, то в силу условия (10) все 
диагональные элементы этой матрицы будут стремиться к нулю, следова-
тельно 

( )D T   и ( ) 0D t  . 

 Тогда 1 1( ) ( ) ( ) 0B t X D t X X X D t          при t   , 

и это означает, что существует такое T   , что при всех t T  выполняет-
ся условие 

( ) 1B t  , 

то есть матрица ( )B t  становится сжимающей. 

 Если учесть, что в задачах из тех-
нических приложений величина t  – это 
время, то полученный результат можно 
трактовать так: через определённый пе-
риод времени T  любой вектор ( )X t , 

являющийся решением уравнения  

X A X 


 
при некотором начальном условии 

0(0)X X , будет иметь меньшую евк-

лидову длину, чем вектор начальных ус-
ловий 0X . 

 Характерное изменение нормы матрицы ( )B t  показано на рис. 2. То,  

что (0) 1B  , очевидно. Кроме того, должно быть понятно, что если 

( ) 0
0

d
B t

tdt



, то ( ) 1B t   

при всех 0t  , и тогда 0T  . 
 Но если производная положительна, то 0T  , а график нормы может 
иметь несколько максимумов и минимумов и выглядеть достаточно сложно. 
 
 Время до начала сжатия: сколько нужно ждать? Приведенное в пре-
дыдущем пункте исследование носит качественный характер и не даёт пря-
мых количественных оценок для периода времени ожидания T . Произведе-

ние норм 1X X  , как показано в (11), всегда больше 1, поэтому если 

пользоваться приведенными выше неравенствами, то окажется, что величина 
T  обязана быть положительной. 
 Однако эти неравенства являются слишком грубыми и не дают возмож-

t

B

0

1

1X X 

T

Рисунок 2 – Характер  
изменения нормы. 
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ность понять, что в ряде случаев ждать вообще не придётся, то есть матрица 
( )B t  является сжимающей при любом 0t  , а, значит, её норма монотонно 

убывает (рис. 3).  
 Очевидно, что так будет, например, в том случае, если матрица A  ока-
жется  диагональной. Но этот случай встречается редко. Куда более важным 
является другой случай, когда эта матрица оказывается блочной J - симмет-
ричной матрицей колебаний 

T

B F
S

F C

 
   
 

. 

 Действительно, в этом случае про-

изведение ( ) ( )TX t X t  пропорционально 

полной механической энергии системы, 
и поэтому евклидова длина вектора 

( )X t  с течением времени t  монотонно 

убывает (или, по крайней мере, не воз-
растает), следовательно, 

exp ( ) 1S t   при всех 0t  . 

 Заметим, что доказать этот же факт алгебраически, не используя физи-
ческий смысл решаемой задачи, трудно. В следующем пункте мы приведём 
свой вариант формального доказательства этого результата. 
 
 Устойчивость мультипликативного матричного интеграла. Пока-
жем, что если непрерывная матрица-функция ( )C t  в каждый момент време-

ни t  удовлетворяет условию 
Re( ( )) 0C t  ,         (12) 

то матрица 
0

exp ( ( ) )
t

П С d    является сжимающей. 

 Для этого мы, прежде всего, для вычисления матрицы exp[ ( ) ]C    

воспользуемся формулой  

1
exp[ ( ) ] lim ( )

k

k
C I C

k
   



      
 

 

и докажем, что матрица ( ) ( / )A I C k      при больших k  сжимающая. 

 Представим матрицу TB A A   в виде суммы: B I G H   , где 

[ ( ) ( )] ( / ) 2 Re( ( )) ( / )TG C C k C k            ; 2( ) ( ) ( / )TH C C k      . 

 Матрица G  имеет вещественный и отрицательный спектр, все точки   
которого удовлетворяют условию 

t

B

0

1

1X X 

Рисунок 3 – Монотонный 
 характер изменения нормы. 
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( ) ( / ) ( ) ( / )a k b k            ,  

где ( )a  , ( )b   – некоторые положительные числа. 

 Поэтому при достаточно малом значении ( / )k  все точки спектра 

матрицы I G  попадают внутрь отрезка ]0;1 ( ) ( / )[b k    , и 

1 ( ) ( / )I G b k      . 

 Норма матрицы H  оценивается так: 
2 2( ) ( ) ( / ) ( ) ( / )TH C C k c k           , где 

( ) ( ) ( )Tc C C    . 

 Поэтому  
21 ( ) ( / ) ( ) ( / )B I G H b k c k             , 

и  

     
2 2exp[ ( ) ] lim lim (1 ( ) ( / ) ( ) ( / ) )k k

k k
C B b k c k     

 
           

exp ( ( ) )b     . 

 Следовательно,  

maxexp[ ( ) ] exp ( ( ) )C        , 

где max ( ) 0    – наибольшее собственное число матрицы Re ( ) 0C   , и 

max max
1 0

lim lim exp( ( ) ) exp ( ( ) ) 1
tN

N i i
N N i

П П d     
  

       ,     (13) 

то есть матрица П  – сжимающая. 
 Полученный результат, в частности, означает, что если матрица ( )C t  в 

каждый момент времени t  является  блочной J - симметричной матрицей 

(матрицей колебаний S ), то уравнение вида X S X 


 имеет не только ус-
тойчивое, но и абсолютно устойчивое решение (то есть пакет решений, от-
вечающих различным начальным условиям, с течением времени  монотонно 
сжимается).   
 Покажем, что если не требовать от решения абсолютной устойчивости, 
а ограничиться обычной или асимптотической устойчивостью, то мы сможем 
использовать полученный результат для большего числа уравнений.  

 Прежде всего, рассмотрим уравнение вида 1 ( )X D S t X  


, которое, 

например, получается из исходного уравнения ( )D X S t X  


 в результате 

простейшего («грубого») преобразования, нарушающего симметрию матри-
цы. Для сравнения напомним, как выглядит «тонкое» преобразование, сохра-
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няющее симметрию:  

1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2( )D X D S t D D X      


, то есть  ˆ( )Y S t Y 


,   

где                             1/ 2 1/ 2 1/ 2ˆ; ( ) ( )Y D X S t D S t D      . 

 Матрицы ˆ( )S t  и 1( ) ( )A t D S t   имеют одинаковый спектр, но первая 

из них удовлетворяет условию (12), а вторая – нет.  
 Это, в частности, означает, что решения Y  являются абсолютно устой-
чивыми, а решения X  могут таковыми не быть. Но,  в силу существования 

зависимости 1/ 2X D Y  , решения X  будут устойчивыми. Поэтому, при 
решении практических задач переход к обобщённым координатам (фазовым 
переменным) является желательным, но, всё же, он не обязателен. 
 Другое расширение круга уравнений касается уже не формы решения, а 
существа задачи. Пусть матрица - функция ( )C t  такова, что условие (12) 

[ ( ) ( )] 0TC t C t   выполняется не при всех t , но максимальное собственное 

число max ( )t  матрицы [ ( ) ( )]TC t C t  удовлетворяет условию  

max
0

( )t d t


   . 

 Тогда, как это непосредственно следует из оценки (13), норма матрицы 

( )П t  стремится при t    к нулю, а решения уравнения ( )X C t X 


 

асимптотически устойчивы. 
 
 Лучшее - враг хорошего. Мы подтвердим эту истину, используя хре-
стоматийный пример из теории (и истории) регулирования. После знакомст-
ва с представленными выше (а также в [1]) результатами может сложиться 
впечатление, что движение любой механической системы является устойчи-
вым. Чтобы развеять эту иллюзию, мы ниже проанализируем ещё один при-
мер. Но прежде хотелось бы подчеркнуть, что в большинстве случаев движе-
ние механической системы действительно является устойчивым. И причина 
устойчивости лежит, как вы, наверное, это понимаете, не в той плоскости, 
которая изучается здесь при помощи матриц, а гораздо глубже.  
 Действительно, если хотя бы одно собственное число i      мат-

рицы C , используемой в уравнении 

X C X 


,         (14) 
попадёт не в левую, а в правую полуплоскость, то в решении этого уравнения 
появятся слагаемые, амплитуда которых будет возрастать со скоростью 
exp ( )t  . Поскольку этот экспоненциальный рост будет происходить неог-
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раниченно, то и энергия колебательного движения также будет возрастать до 
бесконечности.  
 И тут возникают естественные вопросы – откуда система черпает эту 
энергию? Не ошиблись ли мы при составлении уравнения (14)? Возможно, 
мы не учли все влияющие факторы и связи? 
 Часто так и бывает, и после исправления уравнений устойчивость реше-
ния восстанавливается. Но бывают и другие ситуации, в которых для восста-
новления устойчивости приходится не исправлять уравнения, а изменять сам 
моделируемый объект. Для этого объект оснащается, например, дополни-
тельным механическим (или гидромеханическим) узлом, называемым регу-
лятором. В школьном курсе физики знакомят с устройством и принципом 
работы регулятора Уатта (рис. 4), используемого на первых паровых ма-
шинах. За прошедшие годы техника ушла далеко вперёд и ни сами эти двига-
тели, ни их регуляторы теперь не используются. Но им на смену пришли дру-
гие машины, и там, чтобы спроектировать надёжно работающий регулятор, 
понадобится знание  спектра матрицы высокого порядка. А мы сейчас вос-

пользуемся простейшей динамиче-
ской моделью машинного агрегата и 
ограничимся классическим исследо-
ванием спектра получаемой при этом 
матрицы третьего порядка.  
 Примем, что крутящий момент 

крM , развиваемый паровой машиной, 

пропорционален перемещению x  
муфты регулятора, а момент сопро-
тивления cM  пропорционален угло-

вой скорости д  вращения её вала, то 

есть 

кр pегM k x   ;  c дв дM f   . 

 На установившемся режиме ра-
боты машины наблюдается равновесие между центробежной силой цF , пы-

тающейся увеличить угол раскрытия грузов, и силой пружины прF , стремя-

щейся уменьшить этот угол. Примем, что вблизи положения равновесия из-
менение первой силы пропорционально отклонению д  угловой скорости 

вала двигателя, а второй – перемещению муфты регулятора, то есть: 

ц дв дF k       ;   пр грF k х   . 

 Тогда работа паровой машины, снабжённой центробежным регулятором 
Уатта, приближённо описывается следующей системой уравнений: 

двигатель

демпфер

дроссель

x

~p д 

г

Рисунок 4 – Предельный  
регулятор Уатта. 
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гр гр рег г дв д грj f k k x         


; 

дв дв дв гр дв д регj k f k x         


;   пр гр грz х k   


, 

где ,гр двj j  – моменты инерции, приведенные к грузам и к валу двигателя; 

прz  – коэффициент жёсткости пружины; регf  – приведенный коэффициент 

трения в регуляторе (главным образом – в его гидравлическом демпфере). 
 Перепишем систему в форме матричного дифференциального уравнения 

D Y A Y  


,  

где    ( , , )гр дв прD diag j j z ;   

гр

двY

x




 
 

  
 
 

;    

0 0

рег дв гр

дв дв рег

гр

f k k

A k f k

k

  
 

    
  
 

. 

 К сожалению, матрица A  не является  блочной J - симметричной мат-
рицей (матрицей колебаний); этому «мешает» коэффициент регулирования 

регk . Если убрать это препятствие и принять  0регk  , то матрица A  будет 

удовлетворять условию 0TA A  , гарантирующему устойчивость. Но, от-
соединив тягу от дроссельной заслонки, мы оставили двигатель без его пре-
дельного регулятора! В результате, если произойдёт резкий сброс нагрузки, 
то величина угловой скорости вала станет недопустимо высокой, и машина 
пойдёт «в разнос» (пусть и устойчиво, но от осознания этого факта окру-
жающим легче не станет). 
 Прежде, чем исследовать спектр задачи, перейдём к обобщённым пере-
менным и получим матрицу  

1/ 2 1/ 2

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

ˆ 0 0

рег дв гр

дв дв рег

гр

f k k

S D A D k f k

k

 

  
 
      
 
 
 

, 

все элементы этой матрицы имеют физическую размерность [1/с]. 
 Далее найдём коэффициенты характеристического многочлена и вос-
пользуемся критерием Рауса–Гурвица [7]: 

23 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆdet ( ) ( ) ( ) ( )дв гр дв гр гр гр дв гр дв регдвS I f f f f k k k f k k k             . 

 Получается, что работа машины будет асимптотически устойчивой в 
том, и только в том случае, если выполнится условие: 

2 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )дв гр дв гр гр гр дв гр дв регдвf f f f k k k f k k k     , 

или, что эквивалентно, 
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2 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )дв гр дв гр гр гр гр дв регдвf f f f k f k k k k     

 Ясно, что эти условия выполняются не при любых соотношениях коэф-
фициентов. В частности, если уменьшать коэффициент 
трения грf  и снижать моменты инерции ,гр двj j , то 

вероятность нарушения условия возрастёт.  
 Именно это в своё время и произошло с новыми 
быстроходными паровыми машинами, которые начали 
выпускать в середине Х1Х - го столетия. Стремясь до 
предела уменьшить трение в регуляторе, конструкторы 
«загнали» двигатели в зону неустойчивой работы. По-
том, когда математики разобрались с причиной неус-
тойчивости, регулятор стали оснащать гидравлическим 
демпфером, увеличивающим трение. С этого момента 
и началась история новой науки – теории автоматиче-
ского регулирования. 
  
 Неустойчивость клапана в режиме опрокину-
того течения. Выполнение условия (13)  

прb f a z     

из статьи [1] предполагает, что течение жидкости про-
исходит в направлении, противоположном подъёму 
клапана. Ясно, что возникающий режим опрокинутого 

течения далёк от положения статического равновесия, и это обстоятельство 
должно быть учтено при линеаризации системы уравнений. Но учесть его не 
сложно: достаточно заменить равновесные значения 0p  и 0h  теми реаль-

ными значениями 0( )p t  и 0( )h t , которые наблюдаются в данный момент 

времени 0t . 

 Если мы будем и в этом случае считать, что площадь проходного сече-
ния пропорциональна подъёму клапана, то указанное условие можно пред-
ставить в следующем виде 

2 прf p z h      . 

 На практике это условие выполняется буквально сразу же после опро-
кидывания течения, поэтому все такие режимы считаются статически (и 
динамически) неустойчивыми. 
 
 Дифференциальный клапан. Но в технике используются и такие кла-
пана, для которых обратное направление течения жидкости является основ-
ным. К таковым, например, относится так называемый дифференциальный 
клапан, рис. 5.  

,w h

1p

2p

Рисунок 5 –  
Схема клапана. 
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 Очевидная особенность этого клапана заключается в том, что силы дав-
ления жидкости, действующие на клапан из полостей системы, здесь не вы-
читаются, а складываются. Кроме того, перемещение клапана приводит к из-
менению суммарного объёма жидкости в полостях системы, то есть закон со-
хранения объёма здесь не действует.  
 Часть поперечного сечения клапана, контактирующая с полостью 2 
(обозначим её 2f ), называется дифференциальной площадкой; остальную 

часть этой площади обозначим 1f . Тогда, если мы повторим для этого слу-

чая все преобразования, проведенные в примере из статьи [1], то получим ту 
же самую задачу, в которой матрица A  имеет следующий вид: 

1

2

1 2 0

0 0 0

пр

пр

a a f b

a a f b
A

f f z

z

   
 

  
   
 
 

. 

 Эта матрица не имеет пропорциональных строк или столбцов, но всё же 
является вырожденной. Поэтому, как и в предыдущем случае, одно из собст-

венных чисел матрицы 1D A   равно 0, а три остальных являются решением 
кубического уравнения 

2 22 2
1 2 1 23

1 2 1 2 1 2

1 пр
пр

f f z f fa a f
z b

w m w w m w w w w w

  
   

                              
, 

где  1 2 1 2; 1/ 1/ 1/f f f w w w    . 

 Как следует из полученного результата, оказалось, что если при проек-
тировании клапана выдержать пропорцию 

1 2 1 2/ /f f w w ,       (15) 

то он будет устойчиво работать при любых подъёмах и перепадах давления. 
Действительно, в этом случае коэффициент b  не влияет на корни уравнения, 
а если мы подставим в матрицу A  значение 0b  , то получим  J - симмет-
ричную матрицу колебаний.  
 Далее мы будем предполагать, что  1 2 1 2/ /f f w w . Тогда, если коэф-

фициент 0b   (что соответствует перепаду давлений 1 2 0p p p     и те-

чению жидкости по направлению, указанному стрелками), то условие Гурви-
ца [7] 

1 2 0 3 0a a a a                                                   (16)  

будет заведомо выполнено, и причиной неустойчивости может быть только 
нарушение условия 3 0a  . Это возможно, если  
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2
1 1 2 2 1 2[( / / ) /( /( ) )] (2 )прh f w f w f w w z w p           ,          (17) 

то есть при малых (а, возможно, и при не очень малых) подъёмах клапана. 
 Обнаруженная динамическая неустойчивость в зоне малых подъёмов 
дифференциального клапана на самом деле может оказаться полезной, по-
скольку ускоряет его открытие. Так, например, для форсунок (рис. 6) дизель-
ных двигателей  (где 1 2 1 2/ /f f w w ) указанная зона может занимать весь 

рабочий интервал подъёма клапана (иглы) или его большую часть. Благодаря 
этому до минимума сокращается продолжительность того участка, где малый 
подъём иглы оказывает сильное дросселирующее 
влияние на поток. 
 При проектировании форсунки нужно до-
биться того, чтобы игла не «зависала» в проме-
жуточном положении, а двигалась от нижнего 
упора к верхнему упору и обратно. Поэтому зону 
динамической неустойчивости по условию (17), 
приходится не сужать, а расширять.   
 Когда коэффициент 0b   (что соответству-
ет течению жидкости в противоположном на-
правлении), то теперь условие 3 0a   заведомо 

выполняется, а условие (16) будет нарушено, ес-
ли 

       1 1 2 22 / ( / / )h p f w f w    .    (18) 

 Чтобы дифференциальный клапан работал 
качественно и надёжно, зона неустойчивости (18) 
должна быть сужена до предела. Иначе он может 
легко потерять герметичность и «распахиваться» 
даже под действием сил упругости нижнего упо-
ра (седла). В форсунках дизелей ширина этой зо-
ны составляет доли микрона, то есть этот эффект 
имеет только теоретическое значение. 
 
 Определения абсолютной и относительной устойчивости. В форсун-
ках высокооборотных дизелей и во многих других технических устройствах 
все переходные процессы настолько скоротечны, что динамическая неустой-
чивость, как правило, не приводит к тем тяжёлым последствиям, которые, 
например, наблюдались при неправильной работе регулятора паровой маши-
ны (смотри выше). 

 Пусть вектор - функция X


, составленная из возмущений динамиче-
ских параметров устройства, является решением уравнения 

( )X A t X  
 

.     (19) 

,c h

2р

1р

Рисунок 6 – Форсунка. 
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Составим матрицу  

Re ( ) (1/ 2) ( )TA t A A   . 

 Если эта матрица при всех [ 0 ; ]t T  удовлетворяет неравенству 

Re ( ) 0A t  , то невозмущённое движение на промежутке [ 0 ; ]t T  называет-

ся абсолютно устойчивым. При этом, как это уже было показано выше, мат-
рица  

0

( ,0 ) exp ( ( ) )
t

П t A d   , 

оказывается сжимающей при всех 0t  , что и гарантирует монотонное с те-
чением времени t  уменьшение евклидовой нормы вектора возмущений 

( )X t


. 

 Предположим, теперь, что матрица ( )A t  при всех (или при некоторых) 

t  не удовлетворяет условию Re ( ) 0A t  . Обозначим её максимальное собст-

венное число max ( )t . Тогда, в силу оценки (13), норма мультипликативного 

интеграла ( ,0)П t  удовлетворяет неравенству 

max
0

( ,0 ) ( ) exp ( ( ) )
t

П t t d      . 

 Если причины, вызывающие возмущение решения, действуют только в 
начальный момент времени 0t  , то мы можем ограничиться этой оценкой.  
 Но когда для интегрирования уравнений движения используются чис-
ленные методы, то причины, вызывающие возмущение решения, действуют 
непрерывно (в каждый момент времени  0 [0 ; ]t T ). Возмущение решение 

связано в этом случае, как с погрешностью используемого метода, так и с ок-
руглением чисел в процессоре. Поэтому наряду с матрицей - функцией 

( ,0)П t  мы обязаны рассмотреть семейство мультипликативных интегралов  

0

0( , ) exp ( ( ) )
t

t

П t t A d   , 

и выполнить для них аналогичную оценку: 

0

0 0 max( , ) ( , ) exp ( ( ) )
t

t

П t t t t d      .   (20) 

 Пусть функция 0( , )t t  для всех 0, [0 ; ]t t T  удовлетворяет условию 

0( , )t t M  , 

где M  – некоторая константа, существенно меньшая бесконечности (обыч-
но 10...1000M  ). 
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 Тогда невозмущённое движение на промежутке времени [0 ; ]t T  счи-

тается относительно устойчивым. 
 Смысл этого термина поясняет рис. 7. На заштрихованных участках, где 

наблюдается возрастание ам-
плитуды возмущения, имеет 
место динамическая неустой-
чивость движения, а там, где 
эта амплитуда уменьшается, 
движение устойчиво. Кон-
станта M  обычно выбирается 
с учётом того, чтобы ампли-
туда возмущений оставалась 
существенно (на несколько 

порядков) меньшей амплиту-
ды основного тона колебаний 
(и, возможно, нескольких 
обертонов); в противном слу-

чае возмущения начинают «взаимодействовать» с невозмущённым движени-
ем, и выполненная линеаризация уравнений математической модели теряет 
смысл.  
 Кроме того, если максимум функции 0( , )t t  окажется слишком боль-

шим, то на результаты расчёта начнут оказывать существенное влияние по-
грешности округления чисел в компьютере, что недопустимо. 
 
 Абсолютная устойчивость клапана. Если мы используем эту теорию 
для прямого или дифференциального клапана, то получим, что характерно, 
одну и ту же матрицу 

1/ 2 1/ 2

ˆ 0 / 2

0 / 2
Re( )

0 0 0 0

/ 2 / 2 0 0

т

a q a b

a a f b
A D D

b b

 

   
      
   

, 

у которой одно собственное число равно 0, а три остальных удовлетворяют 
некоторому кубическому уравнению. В частности, если  полости изолирова-
ны ( ˆ 0; 0тq f  ), то это уравнение имеет вид 

3 2 2[ /( )] ( / 2) /( ) 0прa w b w z            . 

 В этом случае, поскольку 0b  , то одно из собственных чисел (обозна-

чим его max ( )t ) оказывается положительным при всех значениях t . Следо-

вательно, переходный процесс в таком устройстве не является абсолютно ус-
тойчивым, но, если воспользоваться оценкой (20), то ещё имеется шанс пока-

t

jx

Рисунок 7 – Характер движения  
в условиях относительной устойчивости. 
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зать, что он относительно устойчив. 
 Если полости не изолированные, а проточные, то, как правило, на раз-
ных фазах переходного процесса величина  max ( )t принимает значения раз-

ных знаков. Уменьшение диагональных элементов матрицы A  смещает весь 
спектр матрицы Re A  влево по вещественной оси и, тем самым, повышает 

устойчивость движения. 
 Разобранный пример даёт возможность подчерк-
нуть ещё один важный момент. Оказалось, что значе-
ния площадей 1 2,f f поперечного сечения дифферен-

циального клапана (или общей площади f  поперечно-

го сечения прямого клапана) вообще не влияют на 
спектр матрицы Re A .  

 В то же время, эти величины влияют на спектр 

матрицы A .  Более того, выбор площадей 1 2,f f в со-

ответствии с пропорцией (15) гарантирует расположе-

ние всех собственных чисел этой матрицы в левой по-

луплоскости. 

 Следовательно, выполнение условия (10) все 

Re 0j   не гарантирует выполнение условия (12) 

Re 0A  . Кроме того, в том случае, если 

 матрица A  имеет элементы, изменяющиеся с течением времени, 

 анализируемый переходный процесс является длительным,  

то выполнение условий (10) ещё не гарантирует устойчивость и асимпто-

тическую устойчивость движения. 

 

 Динамическая неустойчивость обратного клапана. Клапан, показан-

ный на рис. 8, был разработан для дизелей семейств КамАЗ и ЯМЗ и предна-

значался для стабилизации остаточного давления в топливной системе. Но во 

время проведения испытания на стендах выяснилось, что обратный шарико-

вый клапан теряет герметичность (смотри [8]). Для выяснения причин была 

составлена матричная математическая модель этого узла и получено уравне-

ние для собственных частот  : 

det[ ] 0A D   , где 1 2 3 4( ; ; ; ; ; 1)kD diag w w w w m    ; 

Рисунок 8 –Клапан 
двойного  
действия. 
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1,2 1,2

1,2 1,2

3,4 3,4

3,4 3,4 4,0

0 0 0 0

0

0

0 0 0 0

0 0 0

0 1 00 0 0

f

k

k

k k

q q q

q q q q f d

q q q q f d
A

q q q

f f z

  
 

    
   
  
 
  
 
  

; 

 

4,0 4,0 4 01/(2 )q f p p   ;   

2 3( ) 1/(2kq f h p p   ; 

1,2 1,2 1 21/(2q f p p   ;  

3,4 3,4 3 41/(2q f p p   ; 

/( )f Tq f a ;  

2 3( ) / ( )kd d f h dh s p p   ;  

. / 2k пр кz z T  . 

 Обозначения разъяснены 
на рис. 9. Если 0d  , то мат-
рица A  является матрицей 
колебаний. 
 Анализ уравнения пока-
зал, что при возрастании ве-
личины 1,2q  все собственные 

частоты j  перемещаются по 

комплексной плоскости вле-
во, что приводит к повыше-

нию устойчивости. Аналогичное свойство имеет место и в отношении вели-
чин 3,4q  или 4,0q . Следовательно, для достижения предельно возможной ус-

тойчивости узла дроссели должны быть убраны, и мы приходим к схеме рис. 
9 б.   
 При анализе схемы выявлена неустойчивость обратного клапана для вы-

1 1,p w

2 2,p w

3 3,p w

4 4,p w
0p

Tf

1, 2f

kf

3, 4f

4,0f

,ш шp w

0p

Tf

kf

а                                       б 
 

Рисунок 9 – Гидравлическая схема для 
 динамического анализа при существенных 
(а) и малых (б) подъёмах обратного клапа-

на.
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соких значениях остаточного давления остр , вызванная нарушением усло-

вия  

3 2T шар ш остf d tg w р  , 

где шарd – диаметр шарика;   – угол запорного конуса. 

 Были намечены пути устранения неустойчивости; результаты их прак-

тической реализации описаны в [9]. 

 

 Выводы. Разграничены и конкретизированы понятия абсолютной и ус-

ловной динамической устойчивости гидромеханической системы, разработа-

ны необходимые элементы математической теории и приведены примеры. 

Доказано, что режим опрокинутого течения сопровождается неустойчиво-

стью клапанного узла. Получены условия обеспечения устойчивости гидро-

механических узлов с дифференциальными и обратными клапанами.  
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УДК 62.82 
 
О.П. ІВАНІЦЬКАЯ, канд. техн. наук, доцент, НТУ «ХПІ» 
 
ПРО МОДЕЛЮВАННЯ ГІДРАВЛІЧНИХ МОДУЛІВ 
З ГОРИЗОНТАЛЬНИМ ОДНОШТОКОВИМ  
ГІДРАВЛІЧНИМ ЦИЛІНДРОМ 
 

Уся різноманітність гідравлічних дросельних приводів з горизонтальним гідравлічним циліндром 
може бути зведена до 16 гідравлічних модулів залежно від напрямку руху поршня, напрямку дії 
навантаження, наявності або відсутності дроселя (або регулятора витрати) і розташування його в 
напірній або зливній магістралях. Наведені математичні моделі 16 основних типів гідравлічних 
модулів з горизонтальним гідравлічним циліндром. 

 
Все разнообразие гидравлических дроссельных приводов с горизонтальным гидравлическим ци-
линдром можно свести к 16 гидравлическим модулям в зависимости от направления движения 
поршня, направления действия нагрузки, наличия или отсутствия дросселя (или регулятора расхо-
да) и расположения его в напорной или сливной магистралях. Приведены математические модели 
16 основных типов гидравлических модулей с горизонтальным гидравлическим цилиндром. 

 
All variety of hydraulic throttle drives with the horizontal hydraulic cylinder can be reduced to 16 hydraulic 
modules depending on a direction of movement of the piston, a direction of action of loading, presence or 
absence of a throttle (or a regulator of the charge) and its arrangements in pressure head or drain highways. 
Mathematical models 16 of the basic types of hydraulic modules with the horizontal hydraulic cylinder are 
resulted. 

 
Вступ. Гідравлічні приводи застосовуються для автоматизації процесів 

в усіх галузях життєдіяльності людини. Тому питання математичного моде-
лювання їх робочих процесів є  актуальним. 

 
Мета статті. Метою даної статті є розробка математичних моделей для 

робочого процесу гідравлічних модулів з горизонтальним одноштоковим гід-
равлічним циліндром (ГЦ). 

 
Поняття гідравлічного модуля. Будемо вважати, що будь-яку гідрав-

лічну схему можна представити у вигляді гідравлічного блоку (модуля), який 
складається з: ГЦ; гідравлічного розподільника (у загальному випадку двопо-
зиційного чотирьох лінійного); дроселя зі зворотним клапаном; напірної ма-
гістралі, з’єднаної з насосом; зливальної магістралі, з’єднаної з баком (ди-
вись модуль № 1 – 16 таблицю) [1, 2].  

Використовуючи поняття гідравлічного модуля, усі наявні гідравлічні 
схеми з горизонтальним одноштоковим ГЦ можливо звести до 16 гідравліч-
них модулів. Перші чотири модулі здійснюють втягування штока ГЦ. При 
цьому розподільник перебуває в правій робочій позиції (дивись таблицю). 
Напрямок навантаження співпадає з втягуванням штока. Гідравлічні модулі з 
п’ятого по восьмий (дивись таблицю) здійснюють висування штока ГЦ. Роз-
подільник при цьому перебуває в лівій робочій позиції. Напрямок наванта-
ження співпадає з втягуванням штока ГЦ. 
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Таблиця 
Математичні моделі гідравлічних модулів з горизонтальним ГЦ  

№
 

Гідравлічна схема модуля Математична модель модуля 
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Продовження таблиці 
1 2 3 
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Гідравлічні модулі з дев’ятого по дванадцятий здійснюють втягування 
штока ГЦ. При цьому розподільник перебуває в правій робочій позиції (ди-
вись таблицю). Напрямок навантаження співпадає з висуванням штока ГЦ. 

Гідравлічні модулі із тринадцятого по шістнадцятий (дивись таблицю) 
здійснюють висування штока ГЦ. Розподільник при цьому перебуває в лівій 
робочій позиції. Напрямок навантаження співпадає з висуванням штока ГЦ. 

Розглянуті гідравлічні модулі із вертикальним одноштоковим ГЦ (шток 
орієнтований униз) мають наступні особливості схеми (дивись таблицю): 

 модуль №1: шток втягується, дроселі відсутні, напрямок навантаження 
співпадає з втягуванням штока; 

 модуль №2: шток втягується, дросель установлений у напірній магіст-
ралі, напрямок навантаження співпадає з втягуванням штока ГЦ; 

 модуль №3: шток втягується, дросель установлений у зливній магіст-
ралі, напрямок навантаження співпадає з втягуванням штока ГЦ; 

 модуль №4: шток втягується, дроселі встановлені в напірній і зливній  
магістралях, напрямок навантаження співпадає з втягуванням штока ГЦ; 

 модуль №5: шток висувається, дроселі відсутні, напрямок навантажен-
ня співпадає з втягуванням штока ГЦ; 

 модуль №6: шток висувається, дросель установлений у напірній магіс-
тралі, напрямок навантаження співпадає з втягуванням штока ГЦ; 

 модуль №7: шток висувається, дросель установлений у зливній магіст-
ралі, напрямок навантаження співпадає з втягуванням штока ГЦ; 

 модуль №8: шток висувається, дроселі встановлені в напірній і зливній  
магістралях, напрямок навантаження співпадає з втягуванням штока ГЦ; 

 модуль №9: шток втягується, дроселі відсутні, напрямок навантаження 
співпадає з висуванням штока ГЦ; 

 модуль №10: шток втягується, дросель установлений у напірній магіс-
тралі, напрямок навантаження співпадає з висуванням штока ГЦ; 

 модуль №11: шток втягується, дросель установлений у зливній магіст-
ралі, напрямок навантаження співпадає з висуванням штока ГЦ; 

 модуль №12: шток втягується, дроселі встановлені в напірній і зливній  
магістралях,  напрямок навантаження співпадає з висуванням штока ГЦ; 

 модуль №13: шток висувається, дроселі відсутні, напрямок наванта-
ження співпадає з висуванням штока ГЦ; 

 модуль №14: шток висувається, дросель установлений у напірній магі-
стралі,  напрямок навантаження співпадає з висуванням штока ГЦ; 

 модуль №15: шток висувається, дросель установлений у зливній магіс-
тралі, напрямок навантаження співпадає з висуванням штока ГЦ; 

 модуль №16: шток висувається, дроселі встановлені в напірній і злив-
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ній магістралях,  напрямок навантаження співпадає з висуванням штока ГЦ. 
Математичні моделі гідравлічних модулів з горизонтальним одно-

штоковим гідравлічним циліндром. При побудові математичних моделей 
будемо використовувати наступні припущення [4]:  
 відсутні витоки робочої рідини (РР); 
 сухе тертя дорівнює нулю; 
 хвильові процеси в трубопроводах відсутні; 
 температура РР постійна (тобто постійними вважаємо коефіцієнти кіне-

матичної в’язкості й сили тертя); 
 втрати на тертя в магістралях і в гідравлічній апаратурі не враховують-

ся; 
 тиск у зливній магістралі дорівнює нулю; 
 радіальний зазор між втулкою й золотником у золотникових розподіль-

никах приймаємо рівним нулю; 
 робочі кромки вважаємо гострими; 
 приймаємо постійним E – модуль пружності РР. 

1. Рівняння нерозривності. Рівняння нерозривності виражає закон збе-
реження маси рідини, що рухається. Для двох поперечних перерізів того са-
мого потоку ідеальної рідини рівняння нерозривності можна записати у ви-
гляді:  

1 2Q Q    або   1 1 2 2V S V S ,   (1) 
де 1Q , 2 ,Q 1V , 2V , 1S , 2S  – витрати, швидкості РР й площі поперечних 
перерізів 1-1 і 2-2. 

Так, наприклад, для гідравлічної системи із дросельним способом регу-
лювання швидкості (модуль 3, таблиця) при правій робочій позиції розподі-
льника рівняння нерозривності має вигляд: 

n 1 ц1pQ Q Q  ;   ц2 2др p бQ Q Q Q   ,   (2) 
де nQ  – витрата насоса; 1pQ , 2pQ  – витрата через розподільник; ц1Q  –  ви-
трата штокової порожнини ГЦ; ц2Q  – витрата поршневої порожнини ГЦ; дрQ  
– витрата через дросель; бQ  – витрата, що надходить із ГЦ через розподіль-
ник у бак. 

2. Рівняння динаміки виконавчого органа гідравлічного приводу, що 
описує рух поршня ГЦ як твердого тіла, відповідно до законів механіки, а са-
ме на основі принципу Даламбера (згідно з яким сила інерції дорівнює різни-
ці активних сил і сил опору), запишемо на прикладі модуля 3 ( таблиця) у ви-
гляді: 

2

1 22 s n t
d ym р F p F R R
dt

    ,     (3) 
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де m  – приведена до поршня маса рухливих частин і РР; 1 2,р p  – тиск у по-
рожнинах гідроциліндра; ,n sF F  – ефективні площі поршня поршневої і што-
кової порожнин ГЦ; R  – навантаження; tR  – сили тертя; y – переміщення 
поршня. 

3. Рівняння витрат РР через апаратуру. Для ГЦ, з урахуванням стис-
ливості РР,  рівняння витрати, наприклад, для модуля 3 (таблиця) має вигляд: 

01 1
ц1

( )s
s

W F y dpQ F V
E dt


  ;   02 2
ц2

( )
,n

n
W F y dpQ F V

E dt


    (4) 

де V  – швидкість поршня; 01 02,W W  – початковий об’єм РР у відповідних по-
рожнинах ГЦ. 

Для гідравлічної апаратури, у якій відбувається дроселювання РР (дро-
селі, розподільники), рівняння витрати має вигляд: 

др 2 /dQ f p   , р 2 /z zQ d x p   ,   (5) 

де дрQ , рQ – витрата через дросель та розподільник;   – коефіцієнт витрати; 

df  – площа прохідного перетину дроселя; p  – перепад тиску на щілині гід-
роапаратури;   – густина РР; zd  – діаметр золотника розподільника; zx – 
величина відкриття вікна розподільника. 

У таблиці наведені математичні моделі гідравлічних модулів з горизон-
тальним одноштоковим ГЦ, які складені на підставі розглянутих вище рів-
нянь нерозривності, руху рухливих елементів і рівнянь витрати через гідрав-
лічну апаратуру. 

 
Висновки. Усе різноманіття гідравлічних дросельних приводів з гори-

зонтальним одноштоковим ГЦ можна звести до 16 типових гідравлічних мо-
дулів залежно від напрямку руху поршня і штока ГЦ, напрямку дії наванта-
ження, наявності дроселя (або регулятора витрати) і розташування його в на-
пірній або зливній магістралях.  

Для опису робочого процесу гідравлічних приводів використовуються 
основні види рівнянь: нерозривності; руху рухливих елементів; витрат рідини 
через апаратуру.  

Наведені математичні моделі 16 основних гідравлічних модулів з гори-
зонтальним одноштоковим ГЦ . 
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УДК 519.6 
 
С.І. КУЛИК, канд. фіз.-мат. наук, доц., НТУ «ХПІ»; 
О.М. ЛИТВИН, д-р фіз.-мат. наук, проф., УІПА, Харків 
 
МІШАНА ВЕЙВЛЕТ-АПРОКСИМАЦІЯ ХААРА 
ФУНКЦІЙ ТРЬОХ ЗМІННИХ 
 

Запропоновано метод побудови операторів мішаної вейвлет-апроксимації Хаара функцій трьох 
змінних. Доведені їх властивості, а також теорема про оцінку похибки наближення неперервних 
функцій цими операторами. 
 
Предложен метод построения операторов смешанной вейвлет-аппроксимации Хаара функций 
трех переменных. Доказаны их свойства, а также теорема об оценке погрешности приближения 
непрерывных функций этими операторами. 
 
The article suggests a method of creating Haar’s blending wavelet-approximation operators of functions 
of three variables. Proved their properties, as well as the theorem on error estimation of the approxima-
tion of continuous functions by these operators. 

 
Вступ. Теорія вейвлетів на даний час є однією з найбільш ефективних 

теорій наближення функцій однієї та багатьох змінних. Вона знаходить ши-
рокі застосування в ряді областей науки і техніки. Вейвлет-аналіз використо-
вується для стиснення й обробки зображень, розпізнавання мовних сигналів, 
передбачення землетрусів, прогнозування погоди, у медицині (томографія, 
електрокардіографія), при передбаченні курсу цінних паперів на ринку, гід-
родинаміці, гідроакустиці та інших галузях [1]-[9], а також в Інтернеті (для 
зменшення обсягу звукових та відео файлів). Вейвлети мають невичерпні 
можливості в обробці сигналів і зображень, наприклад для Інтернету [10], що 
полягає в зменшенні об’єму звукових та відеофайлів. На даний час широко 
використовуються і стали популярними стандарти MP4, JPEG 2000, а також 
відомі графічні програмні засоби, наприклад Corel DRAW тощо, які викорис-
товують вейвлет-технологію обробки зображень. Вейвлет-обробка сигналів 
забезпечує можливість доволі ефективного стиснення сигналів і їх віднов-
лення з малими втратами інформації, а також використовується для задач фі-
льтрації сигналів [11]. Для ряду типів вейвлетів існують швидкі алгоритми 
вейвлет-перетворення [12], [13], що дає можливість значно зменшити витра-
ти часу при їх реалізації. 

Проте, слід зазначити, що дослідження теорії вейвлет-апроксимацій фу-
нкцій багатьох змінних на даний момент можна вважати недостатнім. Зокре-
ма, не розвинуто та не досліджено такий важливий розділ теорії вейвлет-
апроксимацій як мішана вейвлет-апроксимація функцій трьох і більше змін-
них, в той час як дослідження з двовимірної вейвлет-апроксимації продемон-
стрували її високу ефективність, як з точки зору точності апроксимації так і з 
точки зору стиснення інформації про двовимірні сигнали (образи). Тому ак-
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туальною є розробка та дослідження мішаної вейвлет-апроксимації функцій 
трьох змінних та побудова і дослідження на їх основі узагальнених вейвлет-
апроксимацій функцій трьох змінних. 

 
Аналіз останніх досліджень. В роботах Кашина Б.С., Саакяна А.А. [14], 

Ronald A. DeVore [15], Stephane G. Malat [16], Yves Meyer [17], [18], Cohen A. 
[19], Wayne M. Lawton [20], Ingrid Daubechies [21], K. Gröchenig [22], Jelena 
Kovačevič та Martin Vetterli [23], K. Gröchenig та W. R. Madych [24] дослі-
джена теорія кратномасштабного аналізу (КМА) та теорія вейвлетів бага-
тьох змінних (дивись також огляд «Fundamental Papers in Wavelet Theory» ав-
торів Christopher Heil та David F. Walnut [25]). Відмітимо, що дослідження, 
присвячені побудові вейвлетів від багатьох змінних цих та інших авторів не 
використовували оператори мішаної вейвлет-апроксимації (blending function 
approximation operators). В роботах [26]-[31] авторів даної статті запропоно-
вано і досліджено оператори  ,Wf x y  мішаної вейвлет-апроксимації Хаара 

функцій двох змінних. Нагадаємо вигляд цих операторів: 

     1, 2, 1, 2,, ,p q p qWf x y W W W W f x y   , 

де  

         
2 1

1, 00 , ,
0 0

, 1 1
ip

p i l i l
i l

W f x y C f y C f y x


 
  , 
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2, 00 , ,
0 0

, 2 2
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q j m j m
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W f x y C f x C f x y


 
   , 
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0

1 ,C f y f x y dx  ,       
1

, ,
0

1 ,i l i lC f y f x y x dx  , ,i l , 

    
1

00
0

2 ,C f x f x y dy  ,       
1

, ,
0

2 ,j m j mC f x f x y y dy  , ,j m . 

Введемо позначення:  

   / 2
, 2 2j j

j k t t k   , ,j k  , 

де   




11, 0, ,2

11, ,1 ,2
0, 0 1.

t

t t

t t



  
    

  


 

Крім того, у вказаних роботах авторів запропоновані і досліджені опера-

тори узагальненої двовимірної вейвлет-апроксимації Хаара функцій двох 

змінних (УДВА) 
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       , , 1, , 2, , 1, 2,, ,p q N p N q N p qW f x y W W W W f x y   , 

    1, , 1, 2,, ,p N p NW f x y W W f x y , 

    2, , 1, 2,, ,q N N qW f x y W W f x y , 

де оператори    1, 1,, , ,p NW f x y W f x y  – діють на функцію  ,f x y , як на 

функцію від змінної x  (змінна y  вважається параметром); оператори 

   2, 2,, , ,q NW f x y W f x y  діють на функцію  ,f x y , як на функцію від змін-

ної y  (змінна x  вважається параметром). Основними з найважливіших влас-

тивостей цих операторів є наступні: 

1)       
1 1

, 00
0 0

, , 1p qW f x y dx f x y dx C f y   ,       
1 1

, 00
0 0

, , 2p qW f x y dy f x y dy C f x   , 

           
1 1

, , , ,
0 0

, , 1 , 0, , 0,2 1,i
p q i l i l i lW f x y x dx f x y x dx C f y i p l        

          
1 1

, , , ,
0 0

, , 2 , 0, , 0,2 1j
p q j m j m i mW f x y y dy f x y y dy C f x j q m       . 

2)          , , 1, 2,, , , ,p q p q p qf x y W f x y I W f x y R R f x y    , 

   1, 1, ,p pR I W f x y  ,    2, 2, ,q qR I W f x y  , де I  – тотожній оператор. 

3)            , , , ,, , , , , 0p q N p q p qf x y W f x y O f W f x y f W f x y     . 

        , , ,: , , ,p q N p qN f x y W f x y O f W f x y     . 

Таким чином, оператори мішаної вейвлет-апроксимації, які використо-

вують оператори вейвлет-апроксимації Хаара, що діють на функцію  ,f x y  

як на функцію однієї змінної ( x  або y  відповідно), мають точність  2O   

при p q , якщо    1, 2,, , 0p pR f O R f O     . При цьому класична 

двовимірна вейвлет-апроксимація Хаара  1, 2, ,p pW W f x y  має таку ж саму за 

порядком точність при p N , як і  , , ,p q NR f x y  при значно більшій кілько-

сті коефіцієнтів двовимірної вейвлет-апроксимації. 
 

Постановка задачі. Задача полягає у побудові операторів мішаної вей-

влет-апроксимації Хаара функцій трьох змінних та дослідження їх апрокси-

мативних властивостей. 
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Основні результати роботи. Введемо позначення: 

   / 2
, 2 2j j

j k t t k   , ,j k  , 

де   




11, 0, ,2

11, ,1 ,2
0, 0 1.

t

t t

t t



  
    

  


 

Для кожної інтегрованої на 3R  функції  , ,f x y z  введемо оператори: 

         
2 1

1, 00 , ,
0 0

, , 1 , 1 ,
ip

p i l i l
i l

W f x y z C f y z C f y z x


 
  , 

         
2 1

2, 00 , ,
0 0

, , 2 , 2 ,
jq

q j m j m
j m

W f x y z C f x z C f x z y


 
   , 

         
2 1

3, 00 , ,
0 0

, , 3 , 3 ,
kr

r k n k n
k n

W f x y z C f x y C f x y z


 
   , 

    
1

00
0

1 , , ,C f y z f x y z dx  ,       
1

, ,
0

1 , , ,i l i lC f y z f x y z x dx  , ,i l , 

    
1

00
0

1 , , ,C f y z f x y z dx  ,       
1

, ,
0

1 , , ,i l i lC f y z f x y z x dx  , ,i l , 

    
1

00
0

1 , , ,C f y z f x y z dx  ,       
1

, ,
0

1 , , ,i l i lC f y z f x y z x dx  , ,i l , 

   , , 1, 2, 3, 1, 2, 1, 3, 2, 3, 1, 2, 3,, ,p q r p q r p q p r q r p q rW f x y z W W W W W W W W W W W W       

 , , .f x y z  

Лема 1. Оператори  1, , ,pW f x y z  мають наступні властивості: 

      
1 1

1, 00
0 0

, , , , 1 ,pW f x y z dx f x y z dx C f y z   ,  , 0,1y z  ,    (1) 

          
1 1

1, , , ,
0 0

, , , , 1 , ,p i l i l i lW f x y z x dx f x y z x dx C f y z      

0, , 0,2 1.ii p l         (2) 

Доведення цієї леми випливає з відомих властивостей вейвлет-сум Хаа-
ра [1] від однієї змінної, оскільки в даному випадку при інтегруванні за змін-
ною x  змінні y  та z  вважаються параметрами. 
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Зауваження. Аналогічні властивості мають оператори 

 
1

2,
0

, ,qW f x y z dy  та  
1

3,
0

, ,rW f x y z dz : 

      
1 1

2, 00
0 0

, , , , 2 ,qW f x y z dy f x y z dy C f x z   ,  , 0,1x z  , (3) 

       
1 1

2, , ,
0 0

, , , ,q j m j mW f x y z y dy f x y z y dy     

  ,2 , , 0, , 0, 2 1,j
j mC f x z j q m       (4) 

      
1 1

3, 00
0 0

, , , , 3 ,rW f x y z dz f x y z dz C f x y   ,  , 0,1x y  ,    (5) 

       
1 1

3, , ,
0 0

, , , ,r k n k nW f x y z z dz f x y z z dz     

  ,3 , , 0, , 0,2 1.k
k nC f x y k r n        (6) 

 
Теорема 1. Оператор  , , , ,p q rW f x y z  має такі властивості: 

1)       
1 1

, , 00
0 0

, , , , 1 ,p q rW f x y z dx f x y z dx C f y z          (7) 

      
1 1

, , 00
0 0

, , , , 2 ,p q rW f x y z dy f x y z dy C f x z        (8) 

      
1 1

, , 00
0 0

, , , , 3 ,p q rW f x y z dz f x y z dz C f x y        (9) 

2)        
1 1

, , , ,
0 0

, , , ,p q r i l i lW f x y z x dx f x y z x dx     

  ,1 , , 0, , 0,2 1,i
i lC f y z i p l        (10) 

       
1 1

, , , ,
0 0

, , , ,p q r j m j mW f x y z y dy f x y z y dy     

  ,2 , , 0, , 0, 2 1,j
j mC f x z j q m       (11) 

       
1 1

, , , ,
0 0

, , , ,p q r k n k nW f x y z z dz f x y z z dz     
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  ,3 , , 0, , 0,2 1.k
k nC f x y k r n        (12) 

Доведення. З означення операторів , ,p q rW f , а також з тверджень леми 

витікає, що: 

       
1 1 1 1

, , 1, 2, 3,
0 0 0 0

, , , , , , , ,p q r p q rW f x y z dx W f x y z dx W f x y z dx W f x y z dx      

     
1 1 1

1, 2, 1, 3, 2, 3,
0 0 0

, , , , , ,p q p r q rW W f x y z dx W W f x y z dx W W f x y z dx       

     
1 1 1

1, 2, 3, 2,
0 0 0

, , , , , ,p q r qW W W f x y z dx f x y z dx W f x y z dx      
1

3,
0

, ,rW f x y z dx  

 
1

2,
0

, ,qW f x y z dx   
1

3,
0

, ,rW f x y z dx   
1

2, 3,
0

, ,q rW W f x y z dx    

 
1

2, 3,
0

, ,q rW W f x y z dx        
1

00
0

, , 1 , , , 0,1 .f x y z dx C f y z y z     

Аналогічно: 

           
1 1 1

, , , 1, , 2, ,
0 0 0

, , , , , ,p q r i l p i l q i lW f x y z x dx W f x y z x dx W f x y z x dx      

           
1 1 1

3, , 1, 2, , 1, 3, ,
0 0 0

, , , , , ,r i l p q i l p r i lW f x y z x dx W W f x y z x dx W W f x y z x dx       

       
1 1

2, 3, , 1, 2, 3, ,
0 0

, , , ,q r i l p q r i lW W f x y z x dx W W W f x y z x dx      

       
1 1

, 2, ,
0 0

, , , ,i l q i lf x y z x dx W f x y z x dx       
1

3, ,
0

, ,r i lW f x y z x dx    

   
1

2, ,
0

, ,q i lW f x y z x dx     
1

3, ,
0

, ,r i lW f x y z x dx    

   
1

2, 3, ,
0

, ,q r i lW W f x y z x dx     
1

2, 3, ,
0

, ,q r i lW W f x y z x dx    

        
1

, ,
0

, , 1 , , , 0,1 .i l i lf x y z x dx C f y z y z     

Теорема 2. Для похибки наближення функції    , ,f x y z C D , 
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 30,1D   операторами  , , , ,p q rW f x y z  виконується співвідношення 

         , , , , 1, 2, 3,, , , , , , , ,p q r p q r p q rf x y z W f x y z I W f x y z R R R f x y z    , 

де I  – тотожній оператор,  1, 1, , ,p pR f W f x y z  , 

 2, 2, , ,q qR f W f x y z  ,  3, 3, , ,r rR f W f x y z  . 

Доведення. Запишемо систему операторних рівностей: 

        , , , , 1, 2, 3,, , , , , ,p q r p q r p q rf x y z W f x y z I W f x y z I W W W         

     1, 2, 1, 3, 2, 3, 1, 2, 3, 1, 2,, ,p q p r q r p q r p qW W W W W W W W W f x y z I W I W       

   3, 1, 2, 3, , , .r p q rI W R R R f x y z   

Наслідок. Отже, якщо  1, pR f O  ,  2,qR f O  ,  3,rR f O  , то 

 3
1, 2, 3,p q rR R R f O  . 

Для порівняння зауважимо, що оператори класичної тривимірної вейв-
лет-апроксимації Хаара  1, 2, 3, , ,p q rW W W f x y z  наближують функцію 

 , ,f x y z  з похибкою, яка має оцінку   , 0classicR O    . 

 
Перспективи подальших досліджень. Автори вважають перспектив-

ними напрямки досліджень, пов’язані зі створенням операторів узагальненої 

тривимірної вейвлет-апроксимації, дослідженням їх апроксимативних влас-

тивостей, створенням швидких алгоритмів їх реалізації та дослідженням мо-

жливостей щодо їх впровадження у різноманітні галузі застосувань вейвле-

тів, які вимагають обробки багатовимірних залежностей. 

 
Висновки. Таким чином, оператори класичної тривимірної вейвлет-

апроксимації Хаара  1, 2, 3, , ,p q rW W W f x y z  наближують функцію  , ,f x y z  з 

похибкою, яка має оцінку   , 0classicR O    . В той час як оператори 

тривимірної мішаної вейвлет-апроксимації  , , , ,p q rW f x y z  наближують фун-

кцію трьох змінних з похибкою, яка має оцінку  3
1, 2, 3,p q rR R R f O  , 

0  . Це дуже значна перевага запропонованих операторів над класичними 
схемами і може бути використана у багатьох застосуваннях теорії вейвлетів. 
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І.В. НЕФЬОДОВА, ст. викл., УІПА, Харків 
 
ПРО АНАЛІТИЧНЕ ПРЕДСТАВЛЕННЯ СТРУКТУРИ 
НАБЛИЖЕНОГО РОЗВ’ЯЗКУ В МЕТОДІ СКІНЧЕННИХ  
ЕЛЕМЕНТІВ (ПРЯМОКУТНІ ЕЛЕМЕНТИ)  
З ВИБОРОМ КООРДИНАТ ВУЗЛІВ ЕЛЕМЕНТІВ. 
 

Запропоновано загальний метод побудови структури наближеного розв’язку крайової задачі в 
області  , згідно з яким проводиться вибір координат вузлів сітки, який зберігає глобальну не-
перервність наближеного розв’язку в області   або неперервність наближеного розв’язку і його 
частинних похідних до порядку 1n   включно. Метод істотно використовує інтерполяцію функ-
цій, інтерлінацію функцій двох змінних на системі взаємно перпендикулярних прямих (лініях ре-
ктангуляції) та метод побудови базисних сплайнів 2-го порядку. 
 
Предложен общий метод построения структуры приближенного решения краевой задачи в об-
ласти  , согласно которому проводится выбор координат узлов сетки, который сохраняет гло-
бальную непрерывность приближенного решения в области   или непрерывность приближен-
ного решения и его частных производных до 1n   порядка включительно. Метод существенно 
использует интерполяцию функций, интерлинацию функций двух переменных на системе взаим-
но перпендикулярных прямых (линиях ректангуляции) и метод построения базисных сплайнов 2-
го порядка. 
 
The paper offers a general method of constructing the structure of the approximate solution of boundary 
value problem in the field  . According to this method the choice of grid nodes, which keeps the 
global continuity of the approximate solution in the field  , or the continuity of the approximate solu-
tion and its partial  derivatives up to order 1n   inclusive. The method essentially uses interpolation of 
functions, interlination of functions of two variables in the system of mutually perpendicular lines (lines 
of rektangulation) and the method of constructing basis splines of order 2. 

 
Вступ. На даний час метод скінченних елементів є одним з найбільш 

широко використовуваних методів дослідження теплових, електромагнітних 
та фізико-механічних полів. Як відмічалось на міжнародній конференції «Со-
временные проблемы концентрации напряжений», яка проходила в Донець-
кому національному університеті в 1998 році під керівництвом академіка 
О.С. Космодаміанського, сучасні системи дослідження напруженого стану 
корпусів літаків, автомобілів тощо, вимагають розв’язання багатьох десятків 
тисяч рівнянь. Це пов’язано з тим, що при формуванні систем методу скін-
ченних елементів (МСЕ) не враховуються відомі з теорії пружності факти 
про можливу наявність на поверхні напружено-деформованого тіла точок, в 
яких виникає концентрація напруження. Тобто прогин поверхні в околі вка-
заних точок може мати особливості. На вказаній вище конференції, зокрема, 
було зроблено висновок про необхідність розробки методів оптимального 
вибору вузлів в МСЕ. 
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Аналіз останніх досліджень. В роботах [1 – 3] запропоновано метод 
побудови оптимальних схем методу скінчених елементів, у яких знаходяться 
не тільки вузлові параметри, а також і базисні функції та координати вузлів 
елементів з умови мінімуму функціоналу енергії, відповідного розв’язуваній 
крайовій задачі. Однією з нерозв’язаних проблем цього методу на даний час 
залишається проблема оптимального розбиття області інтегрування на еле-
менти. На практиці при оптимальному виборі вузлів елементів (прямокутні 
елементи) виникає необхідність розбиття окремо взятого елемента з найбі-
льшим значенням функціонала на чотири додаткових елемента. В результаті 
отримаємо нерегулярне розбиття області на елементи, яке не вивчалося в ци-
тованих вище працях. 

В працях Іво Бабушки і його учнів [4], [5] був розроблений метод згу-
щення сітки МСЕ в околі точок, які є концентраторами напружень. Цей ме-
тод добре себе зарекомендував, але проблема ефективного вибору вузлів в 
околі особливих точок залишається недослідженою у випадку, коли схема 
МСЕ використовує лише прямокутні елементи. Це твердження пов’язано з 
тим, що у цитованих вище працях Іво Бабушки та його співробітників про-
понується переходити до полярної системи координат з центром в особливій 
точці. 

В даній роботі пропонується загальний метод побудови структури на-
ближеного розв’язку крайової задачі в області  на базі використання пря-
мокутних елементів в МСЕ, який зберігає глобальну неперервність розв’язку 
в області. Метод істотно використовує інтерлінацію функцій двох змінних на 
лініях ректангуляції (системі взаємно перпендикулярних прямих) [8]. 

 

Постановка задачі. Припустимо, що область   поділена лініями 

,kx x  ( 1, ),k m  ,ly y  ( 1, )l n  на прямокутні елементи 

   , 1 1, , ,k l k k l lx x y y     ( 1, 1, 1, 1)k m l n     

і в кожному з цих елементів наближений розв’язок  ,u x y  крайової за-

дачі  
( , ) ( , ), ( , )Lu x y f x y x y  ,   ( , ) 0, ,u x y x y  , 

де              
, ,

, 1 , 2 , , ,
u x y u x y

Lu x y p x y p x y q x y u x y
x x y y

     
      

      
, 

     1 21, 2 , ,p p C q C f L       

подається у вигляді:  

   ,, ,k lu x y u x y ,   ,, k lx y    , 

         0 0 1 0
, , , , 1, 1, 1,, 1 2 1 2k l k l k l k l k l k l k lu x y C h s h t C h s h t      

       0 1 1 1
, 1 , 1 , 1 1, 1 1, 1 1, 11 2 1 2k l k l k l k l k l k lC h s h t C h s h t            
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1 1

, , ,,
0 0

1 2 ,k l k l k lk lC h s h t w s t 
    

 
    

 
   ,   (1) 

де 
1 1

, ,k l

k k l l

x x y y
s t

x x y y 

 
 

 
 функції      2

,,1 , 2 0,1k lk lh s h t C    і мають 

властивості  

   0 0
, ,1 0 2 0 1,k l k lh h      0 0

, ,1 1 2 1 0,k l k lh h      1 1
, ,1 0 2 0 0,k l k lh h   

   0 0
, ,1 1 2 1 1,k l k lh h    ,k lx y  . 

Введемо позначення:  

       2 21 1
, ,2 2

, , ,
0 0

, ,
1 , 1 2 , 2k l k l

k l k l k k l k

w s t w s t
J p s t p s t

s t
 

     
               

   

       2
, , , ,, , 2 , , 1 2 ,k l k l k l k l k lq s t w s t f s t w s t dsdt   

  (2) 

1 11 , 2k k k l l lx x y y       ,     ,1 , 1 1 , 2k l k k l lp s t p s x t y     , 

   ,2 , 2 1 , 2k l k k l lp s t p s x t y     ,     , , 1 , 2k l k k l lq s t q s x t y     , 

   , , 1 , 2k l k k l lf s t f s x t y     . 

Значення наближеного розв’язку ,k lu  у всіх внутрішніх вузлах сітки зна-

ходяться шляхом мінімізації функціоналу  

 
,

,

, min
k l

k l

k l
C

J u J
 

   . 

 

Основні положення пропонованого методу оптимізації сітки вузлів. 
Алгоритм методу, який пропонується, полягає в наступному.  
1. Розбиваємо область   на елементи ,p q    прямими px x , qy y . У 

даній роботі вважаємо, що   є об’єднанням таких прямокутних елементів. 
2. При фіксованому розбитті області інтегрування на елементи ,k l , при ві-

домих базисних функціях і вузлових параметрах, обчислюємо всі значення 

,k lJ  і знаходимо серед них максимальне.  

3. Припустимо, що значення ,p qJ  в елементі ,p q    є максимальним, тоб-

то задовольняє наступним нерівностям  

, , ,p q k lJ J     ,k p  l q ,  – задане додатне число. 

Якщо ця нерівність не виконується, тобто 
   

 , ,
, ,
max ,p q k l

k l p q
J J 


    ,k p  

l q , процес розбиття на елементи припиняємо, тобто крок 4 не виконуємо. 
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4. Вважаємо елемент ,p q  базовим і для оптимізації сітки розіб’ємо його 

прямими 

1 1
0,5 0,5,

2 2
p p q q

p q

x x y y
x x y y

 
 

 
    . 

на чотири елементи 
 1

, 0,5 0,5, ,p q p p q qx x y y          ;   2
, 0,5 0,5 1, ,p q p p q qx x y y           ; 

 3
, 0,5 1 0,5 1, ,p q p p q qx x y y            ;   4

, 0,5 1 0,5, ,p q p p q qx x y y           . 

В результаті отримуємо нове розбиття області інтегрування на прямоку-
тні елементи. Наближений розв’язок, який відповідає отриманому розбиттю, 

має новий вигляд в елементах   1
,p q ,  2

,p q ,  3
,p q ,  4

,p q , а також у наступних 

чотирьох елементах: , 1,p q  1, ,p q  , 1,p q  1, ,p q  якщо ці елементи на-

лежать області інтегрування. У всіх інших елементах розбиття форма набли-
женого розв’язку не змінюється. 

В елементі  1
,p q , наближений розв’язок запишемо у вигляді: 

           1 0 0 1 0
, , , , 0.5, 0.5, 0.5,, 3 1 4 1 3 1 4 1p q p q p q p q p q p q p qw x y C h s h t C h s h t      

   0 1
, 0.5 , 0.5 , 0.53 1 4 1p q p q p qC h s h t     

   1 1
0.5, 0.5 0.5, 0.5 0.5, 0.53 1 4 1 ,p q p q p qC h s h t            (3) 

де 
0.5

1 p

p p

x x
s

x x





, 0.5

1 0.5

2 p

p p

x x
s

x x


 





, 0.5

0.5 1 0.5

1 , 2q q

q q q q

y y y y
t t

y y y y


  

 
 

 
, фун-

кції          2
, , , ,3 1 , 4 1 , 3 2 , 4 2 0,1p q p q p q p qh s h t h s h t C      і мають властивості: 

   0 0
, ,3 0 4 0 1,p q p qh h      0 0

, ,3 1 4 1 0,p q p qh h      1 1
, ,3 0 4 0 0,p q p qh h   

   1 1
, ,3 1 4 1 1,p q p qh h    ,p qx y  . 

Аналогічні формули визначають наближений розв’язок в елементах 
 2

,p q ,  3
,p q ,  4

,p q . 

Для написання структури наближеного розв’язку в елементах , 1,p q  

1, ,p q  , 1,p q  1,p q  будемо використовувати інтерлінацію функцій на чо-

тирьох сторонах вказаних прямокутників [6]. 
В елементі 1,p q  структура наближеного розв’язку має вигляд: 

             0 1 0
1, 1 1, , 1,, , 1 , 1 , 2p q p p q p p q q p qw x y U x y h s U x y h s U x y h t      

       1 0 0
1 1, 1 1, 1, 1,, 2 1 2q p q p q p q p qU x y h t C h s h t         
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       0 1 1 0
1, 1 1, 1 1, 1 , , ,1 2 1 2p q p q p q p q p q p qC h s h t C h s h t         

   1 1
, 1 , 1 , 11 2 ,p q p q p qC h s h t        (4) 

де 1p px x x   , 1q qy y y   , 1

1 1

,p q

p p q q

x x y y
s t

x x y y


 

 
 

 
, 

     0 1
1 1, 1, 1, 1 1, 1, 2 2p p q p q p q p qU x y C h t C h t        , 

     0 1
1, 1, , ,, 1 1 ,q p q p q p q p qU x y C h s C h s    

     0 1
1 1, 1 1, 1 , 1 , 1, 1 1 ,q p q p q p q p qU x y C h s C h s         

     
   

0 1
, , , 0.5 , 0.5 0.5

0 1
, 0.5 , 0.5 , 1 , 1 0.5 1

4 1 4 1 , ;
,

4 2 4 2 , ;

p q p q p q p q q q
p

p q p q p q p q q q

C h t C h t y y y
U x y

C h t C h t y y y

  

     

    
  

 

0,5

0,5 1 0,5

1 , 2q q

q q q q

y y y y
t t

y y y y


  

 
 

 
, 

Аналогічні структури наближених розв’язків будуть також у елементів 

, 1,p q  , 1,p q  1,p q  нового розбиття.  

5. Знаходимо серед всіх елементів нового розбиття   такий елемент ,p q   в 

якому виконуються умови 

, , ,p q k lJ J       ,k l  , ,k p  l q ,  – задане додатне число, та пе-

реходимо до пункту 2. 
Зауважимо, що послідовність максимальних значень ,p qJ  буде не зрос-

таючою і крім того такий елемент ,k l  може бути не єдиний. 

 

Теорема 1. Якщо у вказаних восьми елементах розбиття структуру 

наближеного розв’язку  ,u x y записати згідно з викладеним алгоритмом, а у 

всіх інших елементах розбиття її залишити незмінною, то незалежно від 

вибору невідомих параметрів ,i jC , ( 1, 1, 1, 1)i m j n    , , 0.5p qC  , 

0.5, 0.5p qC   , 0.5,p qC  , 0.5, 1p qC   , 1, 0.5p qC    та невідомих базисних функцій  

,1p qh  , ,2p qh  , ,3p qh  , ,4 p qh   1 0,1C   з відповідними індексами 0 , 1   , 

наближений розв’язок буде зберігати неперервність, тобто    ,u x y C   

і    1
2,u x y W  . 

Доведення. Враховуючи структуру наближеного розв’язку в кожному 
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елементі розбиття, а також те, що всі базисні функції є неперервно диферен-
ційовними, можна стверджувати, що у кожному елементі розбиття наближе-
ний розв’язок буде функцією двох змінних, яка є неперервною і має непере-
рвні частинні похідні першого порядку. Крім того, на сторонах, спільних для 
двох сусідніх прямокутників розбиття наближений розв’язок зберігає непе-

рервність при довільному виборі вузлових параметрів. Тому    ,u x y C  . 

Твердження про те, що    1
2,u x y W  , випливає з того, що 

 
,

,

k l

k lJ u J
 

    і , ,k l k lJ D   . 

Теорема доведена. 
 

Результати чисельного експерименту. Застосуємо запропонований 
метод до розв’язання наступної крайової задачі: 

2u   , ( , )x y G ,                                             (5) 

 ( , ) 0, ,u x y x y G  ,                                           (6) 

для області G , що має форму рівнобокого кута, тобто 

          0, 0, , 0,G a b a b a    , 0.5, 1a b  . 

Розіб’ємо область G на прямокутні елементи прямими  

kx x k   , 0,k m , , 0,ly y l l n    . 

В кожному з елементів    , 1 1, ,k l k k l lx x y y     наближений розв’язок 

представляється у вигляді: 

       
1 1

, ,, ,
k l

k l i j i j
i k j l

u x y u x y C h x h y
 

 
   , 

де          

1

1
1

1

1
1

1

1

0,

,

,

0,

k

k
k k

k k
k

k
k k

k k

k

x x

x x
x x x

x x
h x

x x
x x x

x x

x x
















   
     
 




,         

1

1
1

1

1
1

1

1

0,

,

,

0,

l

l
l l

l l
l

l
l l

l l

l

y y

y y
y y y

y y
h y

y y
y y y

y y

y y
















   
     
 




   

Невідомі сталі ,k lC  знаходимо з умови 

 
,

,

, min
k l

k l

k l
CG

J u J
 

   , 
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де 
,

2 2
, ,

, ,4
k l

k l k l
k l k l

u u
J u dxdy

x y

                 
 . 

Шляхом мінімізації цього функціоналу знайдені невідомі ,k lC  (табл. 1) 

при 4; 4m n  . 
 

Таблиця 1 

Значення коефіцієнтів ,k lC  

4 0 0 0   

3 0 0,055719 0   

2 0 0,070755 0 0 0 

1 0 0,064564 0,070755 0,055719 0 

0 0 0 0 0 0 

l 
k 

0 1 2 3 4 

 

При цьому отримані значення ,k lJ , які представлені в таблиці 2. 

 

Таблиця 2 

Значення функціоналів ,k lJ  

3 -0,001413 -0,001413   

2 -0,003812 -0,003812   

1 -0,003864 -0,009809 -0,003812 -0,001413 

0 -0,001256 -0,003864 -0,003812 -0,001413 

l 
k 0 1 2 3 

 

Порівнюючи значення ,k lJ  бачимо, що найбільше по модулю з них буде 

1,1 0,009809J   . 

Згідно з описаним вище алгоритмом, розбиваємо елемент 

   1,1 1 2 1 2, ,x x y y    на чотири елементи: 
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   (1)
1 1 0.5 1 1 0.51,1 , ,x x y y    ,     (2)

1 1 0.5 1 0.5 21,1 , ,x x y y    , 

   (3)
1 0.5 2 1 0.5 21,1 , ,x x y y    ,     (4)

1 0.5 2 1 1 0.51,1 , ,x x y y    . 

Далі знаходимо мінімум функціоналу 
  

,
,
, 1,1

1 (1) (2) (3) (4)
, 1,1 1,1 1,1 1,1 min

k l
k l
k l

k l
CG

J u J J J J J
 
 

           , 

враховуючи, що в кожному з елементів розбиття наближений розв’язок за-

лишається в такій же формі як і був, за виключенням восьми елементів (1)
1,1 , 

(2)
1,1 , (3)

1,1 , (4)
1,1  та 0,1 , 1,0 , 1,2 , 2,1 ,в яких наближений розв’язок бу-

дується з використанням формул (3)-(4). Значення наближеного розв’язку у 
вузлах нової сітки наведені в таблиці 3. 

 
Таблиця 3 

Значення функції  ,U x y  у вузлах 

5 0 0 0 0   

4 0 0,057835  0   

3 0 0,068314 0,059991 0 0 0 

2 0 0,071984 0,070198 0,059998  0 

1 0 0,067119 0,071984 0,068228 0,057830 0 

0 0 0 0 0 0 0 

l 
k 0 1 2 3 4 5 

 
Для порівняння наведемо результати розв’язання задачі (5)-(6) класич-

ним методом скінченних елементів теж з використанням прямокутних еле-
ментів та лінійних базисних функцій. 

Зазначимо, що при п’яти внутрішніх вузлах (10 елементів) запропонова-
ний метод і класичний МСЕ дали майже однакові значення наближеного 
розв’язку у вузлах сітки. 

В табл. 4 наведені значення наближеного розв’язку, отримані класичним 
методом скінченних елементів з використанням прямокутних елементів з до-
вжиною сторони, рівною 0,125 (48 елементів, 33 внутрішніх вузлів). 
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Таблиця 4 
Класичний розв’язок з використанням квадратної сітки 

8 0 0 0 0 0 

7 0 0,0275 0,0350 0,0275 0 

6 0 0,0394 0,0520 0,0396 0 

5 0 0,0454 0,0615 0,0467 0 

 

4 0 0,0485 0,0679 0,0586 0 0 0 0 0 

3 0 0,0488 0,0709 0,0692 0,0586 0,0467 0,0396 0,0275 0 

2 0 0,0442 0,0652 0,0709 0,0679 0,0615 0,0520 0,0350 0 

1 0 0,0309 0,0442 0,0488 0,0485 0,0454 0,0394 0,0275 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

L 
k 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 

 

Перспективи подальших досліджень. В подальшому автори планують 
удосконалення запропонованого алгоритму з метою застосування його до 
знаходження розв’язків крайових задач із заданим класом диференційованос-
ті. Планується провести також вибір вузлів з використанням оптимальних ба-
зисних функцій, отриманих в роботах О.М. Литвина [8]. 

 
Висновки. Розроблено та досліджено використання сплайн-інтерлінації 

функцій двох змінних для побудови адаптивної сітки вузлів МСЕ (прямокут-
ні елементи), що згущується в околі точок, в яких точний розв’язок має особ-
ливості, при використанні лише прямокутних елементів. 
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5. Zienkiewicz O.C., Gago J.P.R., Kelly D.W. The hierarchic concept in finite element analysis // Comp. 
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УДК 519.6 
 
О.М. ЛИТВИН, д-р фіз.-мат. наук, проф., УІПА, Харків; 
О.П. НЕЧУЙВІТЕР, канд. фіз.-мат. наук, докторант, УІПА, Харків 
 
2D - КОЕФІЦІЄНТИ ФУР’Є НА КЛАСІ ЛІПШИЦЯ ТА 
ОПЕРАТОРИ КУСКОВО-СТАЛОЇ СПЛАЙН-ІНТЕРЛІНАЦІЇ  
 

Побудовані кубатурні формули наближеного обчислення 2 D - коефіцієнтів Фур’є з використан-
ням оператора кусково-сталої сплайн-інтерлінації на класі Ліпшиця. Інформація про неосцилюю-
чий множник підінтегральної функції задана слідами функції на взаємно-перпендикулярних ліні-
ях, значеннями функції в точках. Отримані оцінки похибки наближення. 

 
Построены кубатурные формулы приближенного вычисления 2 D - коэффициентов Фурье, кото-
рые используют в своем построении операторы кусочно-постоянной сплайн-интерфлетации 
функций на классе Липшица. Информация о неосциллирующем множителе подынтегральной 
функции задана следами функции на взаимно-перпендикулярных линиях, значениями функции в 
точках. Получены оценки погрешности приближения. 

 
Formulas of the evaluating of 2 D - Fourier’s coefficients with using spline-interlineation were submit-
ted. Cubature formulas are investigated in the case when information about function is set of lines set of 
knots on the class of Lipschitz. The estimations of error of approaching of the cubature formulas are 
presented. 

 
Вступ. Сучасні задачі цифрової обробки сигналів вимагають вміння на-

ближено обчислювати інтеграли від швидкоосцилюючих функцій двох змін-
них за допомогою інформаційних операторів різних типів. В якості даних 
можуть бути значення функції у вузлових точках, сліди функції на лініях, ін-
теграли від наближуваної функції вздовж вибраної системи ліній, що перети-
нають досліджуваний об’єкт. Зокрема, задачу наближеного обчислення 2 D - 
коефіцієнтів Фур’є у випадках, коли початкова інформація задається різними 
інформаційними операторами, дозволяє ефективно розв’язувати апарат ін-
терлінації функцій [1] відповідно на різних класах функцій. Важливим кро-
ком в розв’язанні такої задачі є обчислення 2 D -  коефіцієнтів Фур’є за до-
помогою операторів куско-сталої сплайн-інтерлінації (тобто інформація про 
функцію ( , )f x y  задається її слідами на системі взаємно-перпендикулярних 

прямих, значеннями функції в точках) на класі Ліпшиця. 
 
Аналіз останніх досліджень. В [2]-[4] розглядалась задача наближеного 

обчислення 2D - коефіцієнтів Фур’є за допомогою інтерлінації функцій у ви-
падку, коли інформація про функцію ( , )f x y  задається слідами на системі 

взаємно-перпендикулярних прямих, але вона розв’язувалась на класі дифере-
нційованих функцій. В [5] розглядалась побудова кубатурних формул обчис-
лення 2D - коефіцієнтів Фур’є на класі Ліпшиця за допомогою оператора ін-
терполянта, побудованого з використанням кусково-сталої інтерлінації у ви-
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падку, коли інформація про неосцилюючий множник підінтегральної функції 
задається значеннями функції в точках. Однак актуальним є питання отри-
мання більш точних оцінок на класі Ліпшиця. 

 

Постановка задачі. Обчислити наближено 2D - коефіцієнти Фур’є за 
допомогою кубатурних формул з використанням інтерлінації функцій на кла-

сі дійсних функцій двох змінних, визначених на  20,1G   і таких, що задо-

вольняють наступним умовам Ліпшиця:  

   1 2, 1 2, ,f x y f x y L x x        1 , 2 1 2, ,f x y f x y L y y    

       1 1 2, 1 1, 2 2, 2 1 2 1 2,f x y f x y f x y f x y L x x y y      , 

у випадку, коли інформація про функцію задана її слідами на системі взаєм-

но-перпендикулярних прямих / 2,kx k     / 2,jy j     , 1,k j   , 

1/   . Отримати оцінку похибки побудованих кубатурних формул.  
 

Обчислення 2D - коефіцієнтів Фур’є з використанням інтерлінації. 
Означення. Під слідом функції ( , )f x y  на лінії розуміємо функцію одні-

єї змінної 
( , ), 0 1kf x y y  , ( , ), 0 1jf x y x  , 

/ 2,kx k     / 2,jy j    , 1,k j   , 1/   . 

Введемо позначення:  

0 0

1, ,1, ,
( ) 1, ;     ( ) 1,

0, , 0, ,

jk
k j

k j

y Yx X
h x k H y j

x X y Y

       
  , 

 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2, , , ,k k k j j jX x x Y y y          

/ 2,kx k     / 2,jy j     , 1,k j   , 1/   . 

Нехай  ,Jf x y  – оператор-інтерлінант 

         0 0
1 1

, , ,k k j j
k j

Jf x y f x y h x f x y H y
 

   
 

     0 0
1 1

, ,k j k j
k j

f x y h x H y
 


 

 

для якого виконуються властивості [1]: 

1.        , , , 1, , , , , 1, ,k k j jJf x y f x y k Jf x y f x y j      

2.  2
2

1
( , ) ( , ) ,f x y Jf x y O O

     
 

    , .x y G   
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Для обчислення інтегралів  2 , , 1,2,3kI m n k   , 

1 1
2
1

0 0

( , ) ( , ) sin 2 sin 2 ,I m n f x y mx nydxdy     

1 1
2
2

0 0

( , ) ( , ) cos 2 cos 2 ,I m n f x y mx nydxdy     

1 1
2 2 2
3

0 0

( , ) ( , ) i mx i nyI m n f x y e e dxdy      

пропонуються формули: 
1 1

2
1

0 0

( , ) ( , ) sin 2 sin 2 ,m n Jf x y mx nydxdy      

1 1
2
2

0 0

( , ) ( , ) cos 2 cos 2 ,m n Jf x y mx nydxdy      

1 1
2 2 2
3

0 0

( , ) ( , ) .i mx i nym n Jf x y e e dxdy       

Підставимо у ці формули вираз для оператора-інтерлінанта ( , )Jf x y  та 

отримаємо явний вигляд відповідних кубатурних формул: 

 
1

2

1

2

1
2
1

1 0

, sin 2 ( , )sin 2

k

k

x

k
k x

m n mxdx f x y nydy 





    


 

+

1

2

1

2

1

1 0

( , )sin 2 sin 2

j

j

y

j
j y

f x y mxdx nydy 





 


 

1 1

2 2

1 1

2 2

1 1

( , ) sin 2 sin 2 ,

k j

k j

x y

k j
k j x y

f x y mxdx nydy 
 

 
 

  
 

 

 
1

2

1

2

1
2
2

1 0

, s 2 ( , ) s 2

k

k

x

k
k x

m n co mxdx f x y co nydy 
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+

1

2

1

2

1

1 0

( , ) s 2 cos 2

j

j

y

j
j y

f x y co mxdx nydy 





 


 

1 1

2 2

1 1

2 2

1 1

( , ) s 2 s 2 ,

k j

k j

x y

k j
k j x y

f x y co mxdx co nydy 
 

 
 

  
 

 

 
1

2

1

2

1
2 2 2
3

1 0

, ( , )

k

k

x

i mx i ny
k

k x

m n e dx f x y e dy 




 


    


 

+

1

2

1

2

1
2 2

1 0

( , )

j

j

y

i mx i ny
j

j y

f x y e dx e dy 




 


 


 

1 1

2 2

1 1

2 2

2 2

1 1

( , )

k j

k j

x y

i mx i ny
k j

k j x y

f x y e dx e dy 
 

 

 

 
  
 

. 

Теорема 1. Нехай 2
2, ,( , ) L Lf x y C  та функція задана 2N    слідами на 

системі взаємно-перпендикулярних прямих 

 , , 1,kf x y k   ,  , , 1,jf x y j   , 

в області  20,1G  . Тоді кубатурна формула  2
1 ,m n  для обчислення ін-

тегралу  2
1 ,I m n  має наступну оцінку похибки при  2 max ,m n :  

 2 2
1 1 2 2

, ( , )
16 4

L L
I m n m n

N
  

 


. 

Доведення. Введемо оператори: 

 1 0
1

( , ) , ( ), 1, ,k k
k

J f x y f x y h x k


 


     2 0
1

( , ) , , 1, ,j j
j

J f x y f x y H y j


 


  

тоді для оператора-інтерлінанта  ,Jf x y  справедлива тотожність 

 1 2 1 2Jf J J J J f   . 

Для кожної функції  ,f x y  виконується оцінка 
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1 1

0 0

( , ) ( , ) sin 2 sin 2f x y Jf x y mx nydxdy     

1 1

0 0

( , ) ( , )f x y Jf x y dxdy     

   
1 1

1 2 1 2
0 0

( , ) ,f x y J J J J f x y dxdy     

       
1 1

2 2

1 1

2 2

1 1

, , , ,

k j

k j

x y

k j k j
k j x y

f x y f x y f x y f x y dxdy

 

 
 

       
 


1 1

2 2

1 1

2 2

1 1

k j

k j

x y

k j
k j x y

L x x y y dxdy

 

 
 

      
 

 

= 
1 1

2 2

1 1

2 2

1 1

k j

k j

x y

k j
k j x y

L x x dx y y dy

 

 
 

     
 


       

1 1

2 2

1 1

2 2

2 22 2

1 14

k j
jk

k j
k j

x y
yx

k k j j
x x y yk j

L
x x x x y y y y

 

  

  
  

           
     

 
 

2 2 2 2
2 2

2 2 2

1

4 2 2 16 16 16 4

L L L
L L

N

   
      



   


. 

Теорема 1 доведена. 
 
Обчислення 2D - коефіцієнтів Фур’є з використанням інтерполяції 

на основі кусково-сталої сплайн-інтерлінації. Введемо позначення: 

1/ 2 1/ 21/ 2 1/ 2, , , ,j j jk k kX x x Y y y  
                 

2 2
00

1, ,1, ,
( ) 1, ,    ( ) 1, ,

0, , 0, ,

jk
jk

jk

y Yx X
h x k H y j

x X y Y

       
   


 

 


       

21 1
1 1 1 2

1
, , , 1, , .

2 2jkx k y j k j
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Нехай ( , )Jf x y  – оператор-інтерполянт, побудований на основі сплайн-

інтерлінанта  ,Jf x y : 

       
2

0 0
1 1

, ,k kj j
k j

Jf x y f x y h x H y
 

 
 

 


       
2

00
1 1

, j jk k
j k

f x y h x H y
 


 

 


  

     0 0
1 1

, ,k j k j
k j

f x y h x H y
 


 

 

для якого виконуються  властивості [1]: 

1.     2, , , 1, , 1,j jk kJf x y f x y k j         ,

    2, , , 1, , 1,k kj jJf x y f x y j k        ; 

2.    2
2

1
( , ) ( , ) , , .f x y Jf x y O O x y G

       
 




 

Для обчислення інтегралів  2 , , 1,2,3kI m n k   пропонуються формули: 


1 1

2
1

0 0

( , ) ( , )sin 2 sin 2 ,m n Jf x y mx nydxdy       


1 1

2
2

0 0

( , ) ( , ) cos 2 cos 2 ,m n Jf x y mx nydxdy       


1 1

2 2 2
3

0 0

( , ) ( , ) .i mx i nym n Jf x y e e dxdy        

Підставимо у ці формули вираз для оператора-інтерполянта ( , )Jf x y  та 

отримаємо відповідні кубатурні формули, наприклад: 


1 1

2 2 2

1 1

2 2

2
1

1 1

( , ) ( , ) sin 2 sin 2

k j

k j

x y

k j
k j x y

m n f x y mxdx nydy 
 

 
 

    





 


 

  

+

1 1
2 2 2

1 1

2 2

1 1

( , ) sin 2 sin 2

k j

k j

x y

jk
j k x y

f x y mxdx nydy 
 

 
 

  





 


 

  

1 1

2 2

1 1

2 2

1 1

( , ) sin 2 sin 2

k j

k j

x y

k j
k j x y

f x y mxdx nydy 
 

 
 

  
 

. 
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Теорема 2. Хай 2
2, ,( , ) L Lf x y C  та значення  ,kj k jf f x y , 

1 21, , 1,k m j m  , задані не більше, ніж в 1 2N m m , 2
1 2m m   , 4N    

фіксованих вузлових точках  ,k jx y G . Тоді кубатурна формула   2
1 ,m n  

для обчислення інтегралу  2
1 ,I m n  має наступну оцінку похибки при 

 2 max ,m n : причому  

 2 2
1 1 2

8 1 8 1
, ( , ) .

16 16

L L L L
I m n m n

N

 
  

 


 

Доведення. Розглянемо оператори 

 1 0
1

( , ) , ( ),k k
k

J f x y f x y h x


 


              2 0
1

( , ) , ,j j
j

J f x y f x y H y


 


 

 
2

1 0
1

( , ) , ( ),k k
k

J f x y f x y h x


 


 


              
2

2 0
1

( , ) , j j
j

J f x y f x y H y


 


 


  , 

тоді для оператора-інтерполянта   ,J f x y , побудованого на основі  ,Jf x y , 

справедлива тотожність    2 11 2 1 2J f J J J J J J f   . 

Знайдемо оцінку величини  2 2
1 1, ( , )I m n m n : 

 2 2
1 1, ( , )I m n m n   

1 1

0 0

( , ) ( , ) sin 2 sin 2f x y J f x y mx nydxdy     

 
1 1

0 0

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) sin 2 sin 2f x y Jf x y Jf x y J f x y mx nydxdy      


1 1 1 1

0 0 0 0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )f x y Jf x y dxdy Jf x y J f x y dxdy       . 

За теоремою 1 маємо:  2 2
1 1 2 2

, ( , )
16 4

L L
I m n m n

N
  

 


. Отже,  


1 1

0 0

( , ) ( , )Jf x y J f x y dxdy    

    
1 1

2 11 2 1 2 1 2 1 2
0 0

J J J J f J J J J J J f dxdy         

   
1 1

2 11 1 2 2
0 0

J J J f J J J f dxdy       
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1 1 1 1

2 11 1 2 2
0 0 0 0

J J J f dxdy J J J f dxdy         

1 1
2 2 2

1 1

2 2

1 1

( , ) ( , )

k j

k j

x y

k k j
k j x y

dx f x y f x y dy

 

 
 

    





 


 

  

+ 
1 1

2 2 2

1 1

2 2

1 1

( , ) ( , )

k j

k j

x y

kj j
j k x y

f x y f x y dx dy

 

 
 

   





 


 

 

1 1
2 2 2

1 1

2 2

1 1

k j

k j

x y

j
k j x y

L dx y y dy

 

 
 

    





 


 

 
1 1

2 2 2

1 1

2 2

1 1

k j

k j

x y

k

j k x y

L x x dx dy

 

 
 

   





 


 

 

2 2 2
2 2 21 1 1

2

1 1

4 4 2 2 2 2

L
L L L L L

   
            

 
. 

Таким чином,  

 2 2
1 1, ( , )I m n m n   2 2 2 2

1 1 1 1, ( , ) ( , ) ( , )I m n m n m n m n      

2

8 1 8 1
.

16 16

L L L L

N

 
 
 


 

Теорема 2 доведена. 
 
Чисельний експеримент. Нехай задана функція  

      1
, cos 2 2 cos 2 2

2
f x y x y x y    . 

Покажемо, що  

 2 2
1 1, ( , )I m n m n   

 2 2 2 2
1 1 1 1 1 2, ( , ) ( , ) ( , )I m n m n m n m n         . 

Точні значення інтегралів: 
 

2
1 (1, 2) 0.028997787909237I  , 
2
1 (2,3) 0.008785471951418I  , 
2
1 (3, 4) 0.004308752165426I  , 
2
1 (3, 4) 0.002566548604326I  . 
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Таблиця 1. 

Обчислення 2
1 ( , )I m n  за кубатурною формулою 2

1 ( , )m n  

m
 

n
 

  2
1 ( , )m n    

1 2 10 0.02899675888006 0.000001029029177 
  20 0.028997722732186 0.000000065177052 
2 3 10 0.00878516815062 0.000000303800798 
  20 0.008785452326578 0.00000001962484 
  30 0.008785468052442 0.000000003898977 
3 4 10 0.004308608143948 0.000000144021479 
  20 0.004308742628912 0.000000009536515 
  30 0.004308750260989 0.000000001904438 
4 5 10 0.002566464399399 0.000000084204928 
  20 0.002566542991854 0.000000005612472 
  30 0.002566547476052 0.000000001128274 
  40 0.002566548245131 0.000000000359196 

 
Таблиця 2. 

     Похибка обчислення 2
1 ( , )I m n  за формулами 2

1 ( , )m n  та 2
1 ( , )m n  

m  n    1  2  1 2   

1 2 10 0.000000064804145 0.000000964225032 0.000001029029177 
  20 0.000000004793151 0.000000060383901 0.000000065177052 
2 3 10 0.000000012040883 0.000000291759915 0.000000303800798 
  20 0.000000001331797 0.000000018293043 0.00000001962484 
  30 0.00000000028432 0.000000003614657 0.000000003898977 
3 4 10 0.000000001192014 0.000000142829465 0.000000144021479 
  20 0.000000000565952 0.000000008970562 0.000000009536515 
  30 0.000000000131706 0.000000001772732 0.000000001904438 
4 5 10 0.000000000683359 0.000000084888287 0.000000084204928 
  20 0.000000000269926 0.000000005342546 0.000000005612472 
  30 0.000000000072364 0.00000000105591 0.000000001128274 
  40 0.000000000025053 0.000000000334143 0.000000000359196 

 
Аналіз таблиці 1 та 2 показує справедливість теоретичних тверджень. 
Перспективи подальших досліджень. Результати даних досліджень 

будуть використані при побудові кубатурних формул наближеного обчис-
лення 3D - коефіцієнтів Фур’є з використанням операторів кусково-сталої ін-
терлінації на класі Ліпшиця. 

 

Висновки. В статті досліджуються кубатурні формули обчислення 2D - 
коефіцієнтів Фур’є з використанням операторів кусково-сталої інтерлінації 
на класі Ліпшиця. Інформація про функцію задана її слідами на системі взає-
мно-перпендикулярних прямих. Отримана оцінка похибки кубатурних фор-
мул. Чисельний експеримент підтверджує теоретичний результат. 
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ПОБУДОВА РОЗРИВНИХ ІНТЕРПОЛЯЦІЙНИХ,  
АПРОКСИМАЦІЙНИХ ТА ІНТЕРЛІНАЦІЙНИХ СПЛАЙНІВ  
З ВИКОРИСТАННЯМ ТРАПЕЦЕВИДНИХ ЕЛЕМЕНТІВ 

 
Побудовані розривні апроксимаційні, інтерполяційні та інтерлінаційні сплайни для наближення 
розривної функції двох змінних з областю визначення, яку можна розбити на прямокутні трапе-
ції. Побудовані розривні сплайни включають в себе, як частинний випадок, класичні неперервні 
сплайни. Запропоновані методи наближення можна використати для математичного моделюван-
ня розривних процесів в медичних, геологічних, космічних та інших дослідженнях. 

 
Построены разрывные аппроксимационные, интерполяционные и интерлинационные сплайны 
для приближения разрывной функции двух переменных с областью определения, которую мож-
но разбить на прямоугольные трапеции. Построенные разрывные сплайны включают в себя, как 
частный случай, классические непрерывные сплайны. Предложенные методы приближения мож-
но использовать для математического моделирования разрывных процессов в медицинских, гео-
логических, космических и других исследованиях. 

 
Are constructed discontinuous approximation, interpolation and interlination splints for approach of 
discontinuous  function of two variables with definition range which can be divided into rectangular 
trapezes. Constructed discontinuous splints include, as a special case, classical continuous splints. Of-
fered methods approximations can be used for mathematical modeling of discontinuous processes in 
medical, geological, space and other researches 

 
Вступ. Весь розвиток обчислювальної та прикладної математики гово-

рить про те, що використання кожної додаткової інформації про досліджува-
ний об’єкт може привести до більш точного і якісного відновлення цього 
об’єкту.  
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Задача наближення неперервних функцій неперервними сплайнами з 
достатньою повнотою описана в багатьох роботах вітчизняних та зарубіжних 
дослідників (див., наприклад, [1-4]). Задачі наближення розривних функцій 
виникають частіше, ніж задачі наближення неперервних функцій. Дивись, 
так в методах комп’ютерної томографії на даний час ніде не використовуєть-
ся інформація про внутрішню структуру тіла людини (шлунок має одну фор-
му і відповідну щільність його тканин, печінка має іншу форму та іншу 
щільність його тканин, підшлункова залоза має свою форму та щільність 
тканин, хребет має свою щільність  тощо); при дослідженні кори Землі за до-
помогою даних з кернів свердловинного буріння виникає задача відновлення 
внутрішньої структури кори між свердловинами. При цьому очевидним є той 
факт, що щільність ґрунту в різних точках кори є неоднорідною і найчастіше 
має розриви першого роду в точках поверхонь, які відділяють одну складову 
кори від іншої (чорнозем, пісок, глина, граніт тощо). 

Тобто актуальною є розробка та дослідження теорії наближення розрив-
них функцій за допомогою розривних функцій.  

 
Аналіз останніх досліджень. На практиці використання кусково-

аналітичних наближень, заданих різними формулами (поліномами відповід-
ного степеня) в точках кожного елемента розбиття області наближення при-
водить інколи до знаходження великої кількості невідомих параметрів. Це 
привело до появи неконформних елементів в методі скінченних елементів 
[4]. Аналогічна задача досліджувалась в працях Попова Б.А. [5] та інших ав-
торів, де розглядалися наближення неперервних та неперервно-
диференційовних функцій за допомогою розривних сплайнів в чебишовській 
нормі (рівномірне наближення). 

Таким чином, у вказаних роботах досліджувалося наближення непере-
рвних функцій за допомогою неперервних та розривних сплайнів. Але зага-
льної теорії таких наближень не існує. В даній роботі ми пропонуємо таку за-
гальну теорію побудови розривних сплайнів, множина яких, як частинний 
випадок, включає множину неперервних сплайнів, що можуть мати розриви 
першого роду в заданих точках або на заданій множині ліній – межах елеме-
нтів. 

В роботі [6] був запропонований метод наближення розривних функцій 
двох змінних розривними інтерполяційними білінійними сплайнами, а в ро-
боті [7] – інтерлінаційними розривними сплайнами на ректангульованій об-
ласті визначення. Були також побудовані розривні інтерлінаційні сплайни 
для наближення функцій двох змінних, область визначення яких розбиваєть-
ся на прямокутні трикутники [8].  

В даній роботі вперше будуються та досліджуються інтерполяційні, ап-
роксимаційні та інтерлінаційні розривні сплайни для наближення розривних 
функцій з областю визначення, що розбивається на трапецевидні елементи. 

 
Постановка задачі. Нехай задана розривна функція двох змінних 

( , )f x y  в області 2[0,1]D  . Будемо вважати, що область D  розбивається 
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прямими , , 1, , 1,k lx x y y k n l m    , де 0 1 20 ... 1mx x x x      , 

0 1 20 ... 1ny y y y       на прямокутні елементи, а кожний прямокутник 
розбивається похилою лінією на прямокутну трапецію та прямокутний три-
кутник. Трапеції та трикутники не вкладаються один в один, а їх сторони не 
перетинаються. Функція ( , )f x y  має розриви першого роду на межах між 
цими трапеціями та трикутниками (не обов’язково між всіма).  

Метою роботи є побудова та дослідження розривного лінійного сплайн-
інтерполянта, апроксиманта та інтерлінанта для наближення розривної функ-
ції з використанням трапецевидних елементів. 

 
Побудова оператора розривної інтерполяції. Розглянемо чотири типи 

прямокутних трапецій з прямим кутом у вузлі ( , )i jx y  

 (1)(1)
1 1, ( )ij i i j jx x x y y g x       ;  (2)(2)

1 1, ( )ij i i j jx x x y y g x       ; 

 (3)(3)
1 1, ( )ij i i jjx x x g x y y       ;  (4)(4)

1 1, ( )ij i i jjx x x g x y y       . 
 

 
 

Рисунок 1 – Зображення можливих трапецевидних елементів 
 з прямим кутом у вузлі  ( , )i jx y . 

 
Вважаємо, що на кожній із сторін заданих трапецій функція ( , )f x y  мо-

же мати (а може і не мати) розриви першого роду, причому у вузлах заданої 
сітки функція набуває наступних значень 
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Визначення. Будемо називати розривним інтерполяційним лінійним по-

ліноміальним сплайном в області ( ) , 1,4k
ij D k    наступну функцію: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) (1)( )
1 2( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 2

4 ( , ) 3 ( , ) 2 ( , ) 3 ( , )
( , ) ( , )

4 ( ) 3 ( ) 2 ( ) 3 ( )

k k k k
ij ij ij ijkk

ij k k k kk k k k
ij ij ij ij
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Теорема 1. Якщо ( , )f x y  має розриви першого роду у деяких точках 

( , )i jx y  та ( , ) (1)( , ) ( ), 1, , 1, , 1, 2r r
ijf x y C i m j n r     , то залишок набли-

ження функції ( , )f x y  сплайном вигляду (1) на кожній трапеції буде мати 
вигляд 
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де 
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Теорема 2. Оцінка похибки наближення функції ( , )f x y  побудованим 

розривним інтерполяційним сплайном ( , ) ( , )ijS x y S x y  на кожній трапеції 

має вигляд 
( , ) ( , )f x y S x y Q  ; 
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Побудова оператора розривної апроксимації.  Якщо значення функції 
у вузлах трапецевидної сітки невідомі, то для знаходження невідомих коефі-

цієнтів ( ) , 1,3, 1,4k
pC p k  , в даній роботі пропонується використовува-

ти метод найменших квадратів, згідно з яким всі невідомі знаходяться з умо-
ви 

( ) ( )

2( ) ( )( ) ( , ) ( , , ) min
k k

ij ij

k k
ij

C
D

J C f x y s x y C dxdy
  

      .   (3) 

І тоді отримаємо апроксимаційний розривний лінійний сплайн. 
Теорема 3. Для оператора наближення розривної функції 

(2,2) (1)( , ) ( )ijf x y C   розривним апроксимаційним сплайном ( , )S x y  вигляду 

(1), побудованого за допомогою методу найменших квадратів, на кожному 
елементі розбиття (1) , 1, , 1,ij i m j n   , справедлива наступна оцінка: 

(1) (1)
1 1 11 1( , ) max{ ( , ) , ( , ) , ( , ( )) , ( , ( )) } ,i j i j i i i ij jSp x y f x y f x y f x g x f x g x Q     

де Q  визначається формулою (2). 

Наслідок. Якщо наближувана функція ( , )f x y  є кусково-лінійною або 
кусково-сталою функцією в кожному трапецевидному елементі розбиття з 
точками розриву ( , ), 1, , 1,i jx y i m j n   у випадку наближення її кусково-

лінійним сплайном ( , )S x y , визначеним формулами (1) з невідомими 
( ) , 1, 4, 1,8k
mC m k  , що знаходяться з умови (3), то отримаємо точно на-

ближувану функцію, тобто ( , ) ( , )S x y f x y , де ( , ) ( )f x y A const  або 

0 1 2 3( , )f x y A A x A y A xy    . 

Зауваження. Якщо (1) (2) (3) (4)
1 1 1 1 ( , ), 1, , 1,i jC C C C S x y i m j n      , або 

(5) (6) (7) (8)
1 1 1 1 ( , )i jC C C C S x y     то побудований розривний апроксимацій-

ний сплайн вигляду (1) є неперервним лінійним апроксимаційним сплайном. 
 
Побудова оператора розривної інтерлінації. Розроблені методи в по-

дальшому будуть використовуватися для розв’язання плоскої задачі радонів-
ської комп’ютерної томографії. Для цього доцільніше використовувати опе-
ратори інтерлінації функцій, оскільки ці оператори відновлюють функції 
(можливо, наближено) за відомими їх слідами на даній системі ліній. Тобто, 
вони надають можливість будувати оператори, інтеграли від яких  по вказа-
них лініях (лінійні інтеграли) будуть дорівнювати інтегралам від самої відно-
влюваної функції. Звідси витікає, що інтерлінація є математичним апаратом,  
природно пов’язаним із задачею відновлення характеристик об’єктів за відо-
мими їх проекціями. 

Розглянемо трапецію типу (1)
ij .  

Вважаємо заданими наступні величини. 
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1. Сліди функції ( , )f x y  на прямій ix x  (справа та зліва прямої відпо-
відно): 

0 0
( ) lim ( , ) ( 0, ), ( ) lim ( , ) ( 0, )

i i
i i i i

x x x x
p y f x y f x y m y f x y f x y 

   
      ; 

0
0

( ) lim ( , ) ( 0, 0),
i
j

ij i j i j
x x
y y

pp p y f x y f x y 
 
 

      

(1) (1)
1 1 1( ( )) ( 0, ( ) 0)ij i i i ij jpm p g x f x g x       . 

2. Сліди функції ( , )f x y  на прямій 1ix x   (справа та зліва прямої від-
повідно): 

1 1
1 1 1 1

0 0
( ) lim ( , ) ( 0, ), ( ) lim ( , ) ( 0, )

i i
i i i i

x x x x
p y f x y f x y m y f x y f x y 

 
   

   
     

; 

1
1, 1 1

0
0

( ) lim ( , ) ( 0, 0),
i
j

i j i j i j
x x
y y

mp p y f x y f x y 


  
 
 

      

(1) (1)
1, 1 1 1 1 11 1( ( )) ( 0, ( ) 0)i j i i i ij jmm m g x f x g x           . 

3. Сліди функції ( , )f x y  на прямій jy y  (над та під прямою відповід-

но): 

0 0
( ) lim ( , ) ( , 0), ( ) lim ( , ) ( , 0),

j j
j j j j

y y y y
p x f x y f x y m x f x y f x y 

   
       

0
0

( ) lim ( , ) ( 0, 0),
i
j

ij j i i j
x x
y y

pp p x f x y f x y 
 
 

      

1
1, 1 1

0
0

( ) lim ( , ) ( 0, 0)
i
j

i j j i i j
x x
y y

mp m x f x y f x y 


  
 
 

     . 

4. Сліди функції ( , )f x y  на прямій (1)
1( )jy g x  ( під та над прямою від-

повідно): 

   (1) (1)
1 11 1( ) , ( ) 0 , ( ) , ( ) 0 ,j jj jm x f x g x p x f x g x        

 
 

(1)
, 1 1 1

(1)
1, 1 1 1 1 11

( ) 0, ( ) 0 ,

( ) 0, ( ) 0 .

i j j i i ij

i j j i i ij

pm m x f x g x

mm m x f x g x

 

 

  

     

   

   
 

Визначення. Будемо називати розривним інтерлінаційним поліноміаль-

ним сплайном в трапецевидному елементі (1)
ij  наступну функцію: 

 1 2 2 1( , ) ( , )Lf x y L L L L f x y   ,     (4) 

де 

1
1 1

1 1

( , ) ( ) ( )i i
i i

i i i i

x x x x
L f x y p y m y

x x x x
 


 

 
 

 
, 
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(1)
1

2 1(1) (1)
1 1

( )
( , ) ( ) ( )

( ) ( )

j j
j j

j jj j

y g xy y
L f x y m x p x

g x y y g x
 


 


 

 
. 

Теорема 4. Якщо сліди функції ( , )f x y  задовольняють співвідношен-
ням: 

1 1( ) ( ), ( ) ( ),j i i j j i i jp x p y p x m y       

(1) (1)
1 1 1 1 11 1( ( )) ( ), ( ( )) ( ),i i j i i i j ij jp g x m x m g x m x           

то оператор (5) інтерлінує ( , )f x y  на (1) (1)
(1) : ( , ) ( , )

ij ij
ij Lf x y f x y   , 

тобто 

1 1

(1)
11

( , ) ( ),

( , ) ( ),

( , ) ( ),

( , ( )) ( ).

i i

i i

j j

jj

Lf x y p x

Lf x y p x

Lf x y p x

Lf x g x m x








 











 

Зауваження. Перестановність операторів відсутня, тобто 1 2 2 1L L L L . 

Теорема 5. Нехай виконуються умови теореми 4, тоді для залишкового 
члена ( , ) ( ) ( , )Rf x y I L f x y   виконується рівність 

1 12 2
( , )

1, 2,
1 1 ( )

( ) ( )
( , ) ( ) ( , ) ( , )

( 1)!( 1)!
k m

yx p q
p q k

k m
k m x y x

x y
Rf x y P x P x y f d d

p q

 
   

 

 

 


     

  
(1)

1 2 11 , 2, ( ) , ( ) ( )j jp q y x y y x g x    , а поліноми 1, 2,( ), ( , )k mP x P x y  мають 

вигляд: 

1
1,1 1,2

1 1

( ) , ( )i i

i i i i

x x x x
P x P x

x x x x


 

 
 

 
, 

(1)
1

2,1 2,2(1) (1)
1 1

( )
( ) , ( )

( ) ( )

j j

j jj j

y g xy y
P x P x

g x y y g x



 


 

 
. 

Оцінимо похибку наближення розривної функції ( , )f x y  побудованим 

розривним інтерлінантом ( , )Lf x y , визначеним формулою (4) в трапецевид-

ному елементі (1)
ij . 

Теорема 6. Нехай , (1)( , ) ( ), 1,2, 1,2p q
ijf x y C p q    , тоді для залиш-

кового члена ( , )Rf x y  має місце оцінка 

 

(1)
11

(1)

( )

1 2( , ) ( , ) ( , , )
ji

ij
i j

g xx

C
x y

Rf x y M G x G x y d d   


     , 
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де  

(1)

( , )

( , )
max ( , )

ij

p q

x y
M f x y


 , 

1
1

1
1 1

1
1

1

( )
, ,

( 1)!
( , )

( )
, ,

( 1)!

p
i i

i
i i

p
i i

i
i i

x x x
x x

x x p
G x

x x x
x x

x x p




















  
  

  
      

 

(1) 1
1

(1)
1

2 (1) 1
1 (1)

1(1)
1

( ) ( )
, ,

( 1)!( )
( , , )

( ( ) )
, ( ).

( 1)!( )

q
j j

j
j j

q
j j

j
jj

y g x y
y y

qy g x
G x y

g xy y
y g x

qg x y




















  
   

 


    

 

Зауваження. Якщо односторонні сліди функції на відповідних лініях, 
що утворюють границі трапецевидних елементів, збігаються, то розривна 
функція перетворюється в неперервну.  

 
Чисельний експеримент. Приклад 1. Нехай задана функція на одини-

чному квадраті [0,1] [0,1]  (дивись рис. 2) 

2 2

, 0.5 1, 0.5 0.4 1,

1.5 4 , 0 0.5, 0.5 0.4 0.6,
( , )

0.5, 0 0.5, 0.4 0.4 0.5

1.5, 0.5 1, 0.4 0.5.

x y x y x

x y x y x
f x y

x x y

x x x y

      


       
    

     

 

 

f          
           а)           б) 
 

Рисунок 2 – Графічне зображення: а) області визначення функції ( , )f x y ;  

б) функції ( , )f x y . 
 

Тобто на лініях фігури, зображеної на рисунку 2 а), функція ( , )f x y  має 
розриви першого роду. Нехай задані лінії: 1 2 30, 0.5, 1x x x   , 
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1 2 3 4
2 2 3 2 2 2

1, , , .
5 5 5 5 5 5

y x y x y x y x         

Вони розбивають область визначення функції ( , )f x y  на вісім трапеце-
видних елементів (один з кутів обов’язково є прямокутним). 

Спочатку побудуємо розривний інтерполяційний сплайн на заданій сіт-
ці, який, наприклад, для трапеції (1)

ij  задається формулою  

(1) (1)
1 11

1(1) (1)
1 11 1

(1) (1)1
1 11 1(1) (1)

1 11 1

( ) ( )
( , ) ( , ) ( , )

( ) ( )

( , ( )) ( , ( )) .
( ) ( )

j ji i
i j i j

i i i ij jj j

j ji i
i i i ij j

i i i ij jj j

y g x y g xx x x x
S x y f x y f x y

x x x xy g x y g x

y y y yx x x x
f x g x f x g x

x x x xg x y g x y

 


  


  

  

  
  

  

  
 

  

 

Отримаємо інтерполяційний сплайн, графічний вигляд якого наведений 
на рис.3. 

 
 

Рисунок 3 – Графічний вигляд розривного інтерполяційного 
сплайну (світлий колір), та заданої функції (темний колір). 

 

Далі визначимо максимальне відхилення наближуваної функції ( , )f x y  
від побудованого сплайну ( , )S x y : 

max ( , ) ( , ) 0.3f x y S x y  . 

Приклад 2. Тепер побудуємо розривний апроксимаційний сплайн на за-
даній сітці, який, наприклад, для трапеції (1)

ij  задається формулою 

(1) (1)
1 1(1) (1)1

1 2(1) (1)
1 11 1

(1) (1)1
3 4(1) (1)

1 11 1

( ) ( )
( , )

( ) ( )

.
( ) ( )

j ji i

i i i ij jj j

j ji i

i i i ij jj j

y g x y g xx x x x
S x y C C

x x x xy g x y g x

y y y yx x x x
C C

x x x xg x y g x y

 

  



  

  
  

  

  
 

  

 

Після знаходження коефіцієнтів цього сплайну з умови (3), отримаємо 
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сплайн, наведений на рисунку 4. 

 
 

Рисунок 4 – Графічний вигляд розривного апроксимаційного 
сплайну (світлий колір), та заданої функції (темний колір). 

 
Як на рис.3, так і на рис. 4 бачимо, що задана функція наближується то-

чно там, де вона задана константою або лінійною функцією (графіки функції 
( , )f x y  та наближуючи сплайнів співпадають).  

Далі визначимо максимальне відхилення наближуваної функції ( , )f x y  

від побудованого сплайну ( , )S x y : 

max ( , ) ( , ) 0.08f x y S x y  . 

Приклад 3. Тепер побудуємо розривний інтерлінаційний сплайн вигля-
ду (4) на заданій сітці (рис.5). 

 

 
 

Рисунок 5 – Графічний вигляд розривного інтерлінаційного 
сплайну (світлий колір), та заданої функції (темний колір). 
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Максимальне відхилення наближуваної функції ( , )f x y  від побудовано-

го сплайну ( , )S x y : 

max ( , ) ( , ) 0f x y S x y  . 
 

Порівняння результатів. Як бачимо, побудований розривний інтерлі-
наційний сплайн  наближує розривну функцію краще, ніж інтерполяційний та 
апроксимаційний. Побудовані розривні інтерполяційні та апроксимаційні 
сплайни точно наближують ту частину функції, де вона є постійною або лі-
нійною, що і підтверджує викладену вище теорію. 

 

Перспективи подальших досліджень. Автори вважають перспектив-
ним розвиток теорії наближення розривних функцій багатьох змінних розри-
вними сплайнами та побудову математичних моделей розривних процесів на 
основі розробленої теорії, оскільки, як вже було зазначено, задачі досліджен-
ня процесів, що мають розриви, виникають значно частіше, ніж задачі дослі-
дження неперервних процесів.  

В подальшому авторами планується розробити теорію наближення роз-
ривних функцій розривними функціями у випадку, коли невідомі вузли, в 
яких знаходиться розрив, та застосувати цю теорію до розв’язання двовимір-
ної задачі комп’ютерної томографії. 

 

Висновки. Таким чином, в роботі запропонована математична модель 
розривного процесу, що описується функцією однієї змінної, побудована за 
допомогою розривного інтерполяційного сплайну. Визначений загальний ви-
гляд похибки наближення функції побудованою розривною конструкцією в 
інтегральному вигляді, та наведені оцінки похибки наближення в кожному 
інтервалі розбиття. В роботі також запропонована математична модель роз-
ривного процесу, що побудована за допомогою розривного апроксимаційно-
го сплайну, коефіцієнти якого знаходяться методом найменших квадратів. 
Причому побудовані розривні сплайни включають в себе, як частинний ви-
падок, класичні неперервні сплайни першого степеня. 

 

Список літератури: 1. Корнейчук Н.П. Сплайны в теории приближения. – Москва: Наука, 1984. 
– 352 с.; 2. Варга Р. Функциональный анализ и теория аппроксимации в численном анализе. Перевод 
с английского Ю. А. Кузнецова. - Изд-во "Мир", Москва. 1974. - 124с.; 3. Завьялов Ю.С., Квасов Б.И., 
Мирошниченко В.Л. Методы сплайн-функций. М.: Наука. 1976; 4. Ф.Сьярле. Метод конечних 
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1980. - 512с.; 5. Попов Б. А. Равномерное приближение сплайнами. – Киев.: Наукова думка, 1989.– 
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УДК 519.6 
 

В.І. МЕЖУЄВ, канд. пед. наук, доц., БДПУ, Бердянськ; 
О.М. ЛИТВИН, д-р фіз.-мат. наук, проф., УІПА, Харків; 
О.O. ЛИТВИН, канд. фіз.-мат. наук, доц., УІПА, Харків 
 
МЕТОД РОЗРОБКИ МЕТАМОДЕЛЕЙ НА ОСНОВІ 
ЛОГІЧНИХ МОДЕЛЕЙ ПРЕДМЕТНИХ ОБЛАСТЕЙ 
 

Відомий метод R - функцій В.Л. Рвачова для розв’язання задач аналітичної геометрії викорис-
товує множини функцій кількох змінних, що мають властивості, тісно пов’язані з властивостями 
булевих функцій. В даній роботі для  розробки метамоделей  пропонується використовувати теж 
логічні моделі предметних областей. Розглянуто приклад. 
 
Известный метод R -функций В.Л. Рвачова для решения задач аналитической геометрии ис-
пользует множества функций нескольких переменных, которые обладают свойствами, тесно свя-
занными со свойствами булевых функций. В данной работе для разработки метамоделей также 
предлагается использовать логические модели предметных областей. Рассмотрен пример. 
 
The well-known method of R -functions of V. Rvachov for solving problems of analytic geometry, 
uses a set of functions of several variables which have properties, closely associated with properties of 
Boolean functions. In this work it is also suggested to use the logical models of subject domains for 
metamodels development. An example is considered. 
 

Вступ. В інформаційній технології (ІТ) предметно-орієнтованого мате-
матичного моделювання DSMM (Domain Specific Mathematical Modelling) 
[1; 6] під метамоделлю розуміється формальна система, що визначає специ-
фічну для предметної області (ПрО) мову моделювання. У наших попередніх 
дослідженнях була запропонована узагальнена модель метамоделі, що вклю-
чає множини типових елементів ПрО, правил граматики та операцій над 
множинами типових елементів [1]. В ІТ DSMM визначаються наступні фор-
мальні системи: мета-мета-метамодель ( 4M ), мета-метамодель ( 3M ) та ме-
тамодель ( 2M ), що слугують, відповідно, для побудови мета-метамоделей 
( 3M ), метамоделей ( 2M ) та моделей ПрО ( 1M ). 

У статті пропонується метод розробки метамоделей у рамках алгебраїч-
них систем, що дозволяє застосувати методи сучасної алгебри для 
розв’язання виникаючих у ПрО задач. Створення метамоделі здійснюється на 
основі логічних моделей ПрО, що надаються, зокрема, у рамках логіки ви-
словлювань та логіки предикатів. Такий підхід дозволяє визначити метамо-
дель як особливого виду логіко-алгебраїчну систему. 

Як приклад, у даній роботі на основі векторної алгебри будується мета-
модель для логічних моделей ПрО, формалізованих у рамках логіки вислов-
лювань; на засадах алгебри поліномів будується метамодель для моделей 
ПрО, визначених за допомогою системи булевих функцій. У першому випад-
ку множина операцій векторної алгебри застосовується для визначення сис-
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теми логічного виведення, що дозволяє використати запропонований метод в 
оптичних комп’ютерах для автоматичного доведення теорем [7]. У другому 
випадку доводиться, що занурення булевої логіки в алгебру поліномів дозво-
ляє суттєво підвищити ефективність розв’язання задач над ПрО, що ілюстру-
ється на прикладі обчислення степеневої функції. Зазначимо, що запропоно-
ваний підхід має багато спільного з методом занурення ПрО аналітичної гео-
метрії в множину булевих функцій шляхом виділення у множині функцій 
двох і більше змінних підмножини R  – функцій В.Л. Рвачова (дивись, зок-
рема [3]), що дозволило створити метод опису рівнянь границь областей 
складної форми; інший приклад демонструє занурення ПрО в евклідовий 
простір, що досліджувалося у роботах Ю.Г. Стояна та його учнів (див., зок-
рема[4]). 

 
Постановка задачі. Побудова метамоделі здійснюється на основі аналі-

зу атрибутів, функцій, структури та інших властивостей моделі ПрО. У зале-
жності від виду моделей ПрО, взагалі кажучи, можна виділити два підходи 
до створення метамоделей: 

- алгебраїчний (або безпосередній), що здійснюється на підставі аналізу 
моделей ПрО, як частини дійсності; 

- логічний (або опосередкований), що здійснюється на підставі аналізу 
моделей знань про ПрО. 

У першому випадку входом методу для побудови метамоделі є атрибу-
ти, структура, правила, операції та інші елементи моделі ПрО, що надані у 
формі фізичних величин, випадкових процесів, математичних функцій, фізи-
чних законів та тому подібне. У другому випадку метамоделі будуються на 
основі моделей знань про ПрО (зокрема, семантичної мережі, продукційної, 
фреймової, логічної моделі тощо). Зазначимо, що можливим є існування 
змішаних випадків, коли входом методу для побудови метамоделі є водночас 
як алгебраїчні так і логічні моделі ПрО. 

У даній роботі розглядається метод розробки метамоделей на основі ло-
гічних моделей ПрО, що має важливе окреме значення у рамках сучасних ІТ. 
Сутність підходу полягає у зануренні логічної моделі ПрО у деяку алгебраїч-
ну систему, що розглядається як мета-метамодель для побудови метамоде-
лі. Таким чином, логічна модель ПрО розглядається як мета-мета-
метамодель ( 4M ) для побудови мета-метамоделі ( 3M ). 

Логічна модель ПрО є множиною тверджень про властивості ПрО, що 
подаються як формули у деякій логіці. Зазвичай, логічна модель ПрО також 
включає аксіоми та процедури виведення, що дозволяють отримати нові 
знання про ПрО. 

Таким чином, логічну модель ПрО можна визначити як формальну сис-
тему: 

, , ,p F R A                (1), 
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де p  – множина символів логічної моделі   ПрО (що слугує алфавітом 

мета-мета-метамоделі 4M ); F  – множина операцій над p ; R   - множи-

на відношень між побудованими за допомогою F  формулами, що визна-

чають правила виведення; A  – множина аксіом (апріорі істинних формул). 

Розглянемо мета-метамодель як особливого виду алгебраїчну систему, 
тобто множину з заданим на ній набором операцій та відношень, що задово-
льняють деякій системі аксіом. Відповідно до цього, визначимо мета-
метамодель як кортеж: 

, , ,T F R A      ,           (2) 

де T  є непорожньою множиною, що є носієм алгебраїчної системи (мета-

метамоделі M3); F   - множиною заданих на T  алгебраїчних операцій; R   

- множиною заданих на T  відношень; A  - множиною аксіом. 

З формули (2) випливає, що розробка мета-метамоделі на основі логіч-
ної моделі ПрО (1) потребує визначення носія алгебраїчної системи T , а 

також множин заданих на T  алгебраїчних операцій та відношень. Особли-

вістю визначення мета-метамоделі (2) є розгляд множини заданих на T  ві-

дношень R  як правил граматики, що визначають способи поєднання екзе-

мплярів T . 

Зазначимо, що побудована як алгебраїчна система  , мета-метамодель 
3M  має відповідати наступній властивості: 
для метамоделей 4M  як  , та 3M  як   має місце гомоморфізм, що 

зберігає операції над множинами p та T . 

43 43: ,p T p TM M     .         (3) 

Тобто операції, визначені на p , є застосовними для еквівалентних еле-

ментів множини T . 

Розглянемо практичні способи визначення алгебраїчних мета-мета -
моделей для різного роду логічних систем, що відповідають критерію (3). 

 
Побудова мета моделі для логіки висловлювань (логіки нульового 

порядку). Логіка висловлювань є формальною системою, в якій логічні фор-
мули, що відповідають висловленням про властивості ПрО, утворюються 
шляхом поєднання простих висловлювань за допомогою множини логічних 
операцій. Логіка висловлювань також включає систему правил виведення, в 
якій певні формули визначаються як теореми даної формальної системи. 

Таким чином, визначення логіки висловлювань знаходиться у рамках 
загального визначення (1), де: 

p  є скінченною множиною елементарних висловлювань, для позна-
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чення яких у логічній моделі ПрО зазвичай використовують малі латинські 
літери: , , ,..., , ,a b c x y z ; 

F  є скінченною множиною логічних операцій,  , , ,F      ; 

R  є скінченною множиною правил виведення, що дозволяють одержу-

вати нові формули з існуючих; 

A  є скінченною множиною аксіом. В окремому випадку, F   . 

Як зазначалося раніше, особливістю визначення метамоделі на основі 
формули (1) є розгляд R  як правил граматики мови моделювання ПрО. 

1. Алфавітом мови є множина P , що складається з елементарних ви-
словлювань. Всі елементи множини P  є формулами; 

2. Якщо 1 2, ,..., na a a  є формулами та nf  , то  1 2, ,..., nf a a a  теж є 

формулою. Наприклад, якщо a  і b  є формули, то вирази a b , a b , a , 
a b  також є формулами; 

3. Інших формул, ніж побудовані за правилами 1 і 2, немає. 
Побудова алгебраїчної мета-метамоделі для логіки висловлювань по-

требує встановлення відношень між носіями алгебраїчної та логічної систем, 
у даному прикладі, елементами множини елементарних висловлювань p  

логіки   та елементами множини T , як носія алгебраїчної системи  . 

Відповідно до (3), такі відношення повинні бути гомоморфними, що дозволяє 
використати для елементів множини p  визначені на T  алгебраїчні опера-

ції. 
Розглянемо приклад побудови основаної на векторній алгебрі мета-

метамоделі V  для логіки висловлювань  . Зазначимо, що вибір алгебраїч-
ної системи для побудови мета-метамоделі визначається властивостями ПрО 
та задачами, які необхідно розв’язати над ПрО. У даному випадку вибір век-
торної алгебри зумовлений потребами практики, а саме можливістю застосу-
вання наявного технічного обладнання для реалізації логіки висловлювань. 
Конкретно кажучи, вектори можуть бути реалізовані як промені лазерів оп-
тичного комп’ютера, де операція сумування векторів має фізичну природу 
інтерференції оптичних хвиль [4, 5]. 

Визначимо векторну мета-метамодель у булевому просторі  2 0,1B   

як 

V ; ; ;nB G         (4), 

де nB  є декартова степінь множини {0, 1}; «+» - операція сумування векто-
рів, «-» - операція знаходження зворотного вектору; G  – множина правил 

граматики (заданих як відношення над nB ). З рівності (4) випливає, що логі-

чний вектор простору nB  метамоделі V  задається кортежем довжиною n , 
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який складається з нулів та одиниць:  1,..., na a a


. 

Введемо поняття нейтрального елемента для V :  10 0 ,...,0n


. 

Визначимо наступні операції. 

1. Знаходження зворотного елемента (унарний «-»): a


 

   1 1,..., ,...,n na a a a    ,       (5) 

2. Множення логічних векторів (бінарний «+»): *a b
 

 

     1 1 1 1,..., * ,..., ,...,n n n na a b b a b a b   ,     (6) 

3. Сумування логічних векторів (бінарний «+»): a b
 

 

     1 1 1 1,..., ,..., ,...,n n n na a b b a b a b    .     (7) 

Таким чином, особливістю визначення алгебраїчної операцій над логіч-

ними векторами є задання відповідних логічних операцій над кожною скла-

довою логічного вектора окремо. 

Твердження. Використання визначеної як (4) векторної метамоделі до-

зволяє зменшити кількість операцій для побудови моделі ПрО в n  разів, де 

n  є -арністю логічного вектора. 

Доведення цього твердження випливає з визначення операцій (5),(6),(7) 

що здійснюються над логічним вектором -арності n  як цілим, порівняно з 

опрацюванням кожної окремої складової логічного вектора. Іншими словами, 

якщо розглядати як операнд логічних операцій кожну окрему компоненту 

логічного вектора, то векторна логіка зводиться до булевої алгебри. 

Розглянемо реалізацію логічних операцій на множині операцій з логіч-

ними векторами в одновимірному випадку. 

 
Таблиця 1. 

Множина операцій з логічними векторами в одновимірному випадку. 
Одновимірний випадок реалізації логічних операцій 

Булева алгебра Одновимірний випадок 
x  y  x  x y x y a


 b


 a


 *a b

 
 a b

 
 

0 0 1 0 0 (0) (0) (1) (0) (0) 
0 1 1 0 1 (0) (1) (1) (0) (1) 
1 0 0 0 1 (1) (0) (0) (0) (1) 
1 1 0 1 1 (1) (1) (0) (1) (1) 

 
Розглянутий одновимірний випадок може бути перенесений на довіль-

ний компонент логічного вектора, тобто є застосовним для довільної кількос-
ті вимірів. 

 



 158

 
Таблиця 2. 

Множина операцій з логічними векторами у двовимірному випадку. 
Двовимірний випадок реалізації логічних операцій 

Двовимірний випадок 

a


 b


 a


 *a b
 

 a b
 

 
(0, 0) (0, 0) (1, 1) (0, 0) (0, 0) 
(0, 1) (0, 0) (1, 0) (0, 0) (0, 1) 
(1, 0) (0, 0) (0, 1) (0, 0) (1, 0) 
(1, 1) (0, 0) (0, 0) (0, 0) (1, 1) 
(0, 0) (0, 1) (1, 1) (0, 0) (0, 0) 
(0, 1) (0, 1) (1, 0) (0, 1) (0, 1) 
(1, 0) (0, 1) (0, 1) (0, 0) (1, 1) 
(1, 0) (0, 1) (0, 1) (0, 0) (1, 1) 
(1, 1) (0, 1) (0, 0) (0, 1) (1, 1) 
(0, 0) (1, 0) (1, 1) (0, 0) (1, 0) 
(0, 1) (1, 0) (1, 0) (0, 0) (1, 1) 
(1, 0) (1, 0) (0, 1) (1, 0) (1, 0) 
(1, 1) (1, 0) (0, 0) (1, 0) (1, 1) 
(0, 0) (1, 1) (1, 1) (0, 0) (1, 1) 
(0, 1) (1, 1) (1, 0) (0, 1) (1, 1) 
(1, 0) (1, 1) (0, 1) (1, 0) (1, 1) 
(1, 1) (1, 1) (0, 0) (1, 1) (1, 1) 

 

На рис. наведений приклад сумування векторів  1,0a 


 та  0,1b 


 як 

виконання логічної операції «або» (відповідний рядок у таблиці 2 відформа-
тований напівжирним шрифтом). 

 

 1,0a 





0,
1

b






1,1

a
b

a
b











 
 

Рисунок – Приклад сумування векторів  1,0a 


 та  0,1b 


. 
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Зазначимо, що    0,1 1,0b a    
 

. Розглянемо деякі інші властивос-

ті логічних векторів: 

     1,0 0,1 1,0a a        
 

, 

     1,0 1,0 1,0a a a    
  

, 

     * 1,0 * 1,0 1,0a a a  
  

. 
 

Побудова метамоделей для логіки предикатів (логіки першого по-
рядку). Логіка предикатів є формальною системою, в якій допускаються ви-
словлення відносно змінних, фіксованих функцій і предикатів. Логіка першо-
го порядку   є розширенням логіки висловлювань  . 

Алфавіт мови логіки першого порядку   будується на основі множин 
змінних  , , ,..., , ,a b c x y z , функціональних символів F  і предикатних симво-

лів P . Кожен функціональний і предикатний символ має визначену кількість 
аргументів (-арність). Для побудови виразів множина логічних операцій 
 , , ,     розширюється кванторами загальності   та існування  , а та-

кож службовими символами: дужками і комою. 

Множина змінних, символи з P  і F  утворюють алфавіт мови логіки 
першого порядку  . Граматика мови визначається такими правилами: 

 терм - це символ змінної або функція  1 2, ,..., nf t t t , де f  - функціо-

нальний символ -арності n , а 1 2, ,..., nt t t  – терми; 

 атом -  1 2, ,..., np t t t , де p  - предикатний символ -арності n , а 

1 2, ,..., nt t t  – терми; 

 формула є атомом, або однією з наступних конструкцій: 1 2F F , 

1 2F F , F , 1 2F F xF  , xF , де 1 2, ,F F F  - формули, а x  - змінна. 
 

Наведемо метод побудови мета-метамоделі на основі моделі ПрО, 
наданої у рамках логіки предикатів  . У загальному випадку метод вклю-
чає три етапи. 

1. Алфавіт моделі ПрО у рамках логіки предикатів розглядається як ба-
зова множина T  алгебраїчної мета моделі  . 

2. Кожен n -арний функціональний символ f F  перетворюється в n -

арну функцію   1 2: ...F nf D D D D     . 

3. Кожному n -арному предикатному символу p P  ставиться у від-

повідність n -арне відношення   1 2 ...R np D D D     . 
 

Особливості визначення алгебраїчних операцій метамоделей. n -арна 

операція f  на D  – це відображення : nf D D  декартового добутку n ек-

земплярів множини в саму множину D . Окремий інтерес має 0-арна опера-
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ція  0:f D D , що є виділенням елементу множини D . 

Особливості визначення алгебраїчних відношень елементів метамо-
делей. n -місним відношенням над D  є підмножина декартового степеня 

nD  множини D . Елементи 1 2, ,..., nd d d D  знаходяться у відношенні R , 

якщо кортеж  1 2, ,..., nd d d D . Оскільки відношення на D  є також множи-

нами, то для них можна застосовувати теоретико-множинні операції.  
Наприклад, перетином бінарних відношень "більше або дорівнює" і "ме-

нше або дорівнює" є відношення "дорівнює", об’єднанням відношень "мен-
ше" і "більше" є відношення "не дорівнює", доповненням відношення "ді-
литься на" є відношення "не ділиться на" тощо. 

 
Визначення атрибуту як унарного відношення. При 1n   відношен-

ня R D  є унарним відношенням, що будемо називати атрибутом елемен-
ту d  множини D . Надалі будемо вважати, що елемент d D  має атрибут 
R , якщо d R  і R D . Бінарне відношення на множині D  встановлюється 
між двома елементами множини. Елементи ,x y D  знаходяться у бінарному 

відношенні :R aRb , якщо впорядкована пара  ,x y R . Отже, R  є підмно-

жиною декартового квадрата: R D D  . 
Розкриємо дані положення на прикладі моделі ПрО, наданої у рамках 

логіки першого порядку: 
 0-арні предикати логічної моделі ПрО стають елементами мета-

метамоделі. Наприклад, МАШИНА, ВОДІЙ (на рівні побудови моделі при-
ймають конкретні значення: Жигулі, Іванов); 

 1-арні предикати стають атрибутами об’єктів, наприклад СИНЯ 
(МАШИНА); 

 2 і більше -арні предикати визначають правила граматики, напри-
клад, ВЛАСНИК (ВОДІЙ, МАШИНА); 

 частина предикатів класифікуються як функціональні й визначають 
синтаксис операцій метамоделі: кількість і тип параметрів, тип результату. 
Наприклад, РЕМОНТ (ВОДІЙ, МАШИНА). 

Даний підхід дозволяє визначити синтаксис метамоделі (алфавіт, грама-
тику й операції). 

 
Розглянемо метод занурення булевої алгебри від n змінних у під-

множину множини поліномів n змінних, які на множині nB  приймають 
лише значення 0 або 1.  

Як відомо, через основні булеві операції кон’юнкції, диз’юнкції та запе-
речення може бути виражена кожна булева операція. В той же час для вказа-
них базових булевих операцій справедливі наступні вирази через звичайні 
поліноми: 

, , 1x y xy x y x y xy x x         . 
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Тобто справедлива тотожність на множині nB : 

     1 1 1: : ,..., ,..., ,...,n n
n n nF B B P F x x P x x x x B      , 

де  1,..., nP x x  – поліном від n  змінних. 

Це твердження дозволяє запропонувати ефективний метод мініміза-
ції булевих функцій. Суть цього методу полягає в наступному. 

Введемо позначення:  
     1 1 0 1,..., ,..., | 1 | , 1,...,

k kk n k n x k x kP x x P F x x F x F x k n      . 

1. Будуємо поліном у такому вигляді: 

   1 11
,..., ,...,

n
n q nq

P x x P F x x


 .         (8) 

2. Використовуємо класичні методи спрощення поліномів, враховуючи 
також, що серед 2n  доданків у формулі (8) залишаться лише ті доданки, які 
мають множники 1F  . Всі інші доданки будуть дорівнювати нулю. 

Крім того слід врахувати, що у випадку, коли 0 1| |
k kx xF F    

 1 1 1,... , ,...,k k k nF x x x x  , 1,...,k n , то k kP F . 

Очевидно, що коли 0F   на всіх наборах, то і 0PF  , а також, коли 
1F   на всіх наборах, то і 1PF  . Якщо, наприклад 3n  ,  1,1,1 1F  , а на 

всіх інших наборах 0F  , то 1 2 3 1 2 3PF x x x x x x    . 
Аналогічні формули можна написати також і для інших булевих функ-

цій. 
 

Висновки. У даній роботі запропонований метод побудови метамоделей 
ПрО як особливої логіко-алгебраїчної системи. Такий підхід дозволяє збіль-
шити ефективність побудови моделей ПрО, а також запропонувати нові ефе-
ктивні методи розв’язання задач над ПрО. 
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МОДЕЛЮВАННЯ ТА ПРОГНОЗУВАННЯ  
НЕСТАЦІОНАРНИХ ЧАСОВИХ РЯДІВ 

 
Розглядається проблема моделювання та прогнозування нестаціонарних часових рядів. Пропону-
ється використання дискретно-неперервних моделей з фіктивними змінними для визначення ва-
ріантів прогнозу та множинної логіт-моделі для визначення оптимального прогнозу.  

 
Рассматривается проблема моделирования и прогнозирования нестационарных временных рядов. 
Предлагается использование дискретно-непрерывных моделей с фиктивными переменными для 
определения вариантов прогноза и множественной логит-модели для определения оптимального 
прогноза. 

 
This paper considers the problem of modeling no stationary time series. It is proposed to use discrete-
continuous models with dummy variables for determining the prognosis of options and multiple logit-
model to determine the optimal forecast. 

 
Вступ. Різноманітні дані в техніці, економіці, соціології, медицині та 

інших сферах надходять у вигляді часових рядів. Вони є, як правило, неста-
ціонарними, оскільки їх основні характеристики змінюються в часі. Біль-
шість методів, що стосуються обробки нестаціонарних рядів, базуються на 
способах усунення нестаціонарної частини так, щоб утворювався ряд, з яким 
можна поводитися як зі стаціонарним [1, 2]. 

При практичних дослідженнях нестаціонарна частина часто розклада-
ється в ряд по базисним функціям, які є розв’язками деякої системи дифере-
нціальних рівнянь. Цей метод ефективно працює при моделюванні макро-
економічних процесів [3, 4]. Широке розповсюдження отримали методи, які 
базуються на масштабних властивостях часового ряду та його приростів (ци-
клічний аналіз, фрактальні методи, вейвлет аналіз) [5, 6].  

Метою даної роботи є побудова економетричних моделей, що адекватно 
описують нестаціонарні ряди і дозволяють будувати високоточні коротко-
строкові прогнози для майбутніх значень часового ряду. 

Виділимо наступні етапи дослідження. Спочатку проводиться попере-
дня обробка вихідних даних, розбиття часових рядів на класи та віднесення 
до одного з класів (TS або DS класу [7]). До TS класу належать ряди, які є 
стаціонарними відносно детермінованого тренду, тому для них прийнято ви-
діляти трендову складову [8]. До DS класу входять ряди з присутнім стохас-
тичним трендом (можливо, разом з детермінованим трендом). Такі ряди зво-
дяться до стаціонарних шляхом k-кратного диференціювання [9]. Ці два кла-
си нестаціонарності вимагають різних методів моделювання. Важливою ха-
рактеристикою для прогнозування рядів TS класу є те, що вплив минулих 
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відхилень затухає з часом, а в рядах DS класу кожне відхилення впливає з 
однаковою силою на всі наступні значення часового ряду [2]. 

Наступним кроком аналізується ефективність методів для кожного з 
класів. При цьому використані методи повинні враховувати можливу склад-
ність таких рядів, яка обумовлена особливістю механізмів, що їх формують. 
При моделюванні часових рядів ми виходили з того, що в їх динаміці спосте-
рігаються ефекти неперервної та дискретної зміни, причому ні моменти часу, 
коли відбуваються стрибки в значеннях часового ряду, ні величини цих стри-
бків невідомі. Тому пропонується використовувати дискретно-неперервну 
модель, для якої параметри неперервної моделі і дискретні ефекти оцінюють-
ся ітераційним шляхом. 

Далі вирішується питання вибору прогнозного значення. Зазначимо, що 
до складу описаної нижче дискретно-неперервної моделі включені фіктивні 
змінні, які формуються в процесі ітерацій. Тому при прогнозуванні викорис-
товується множинна логіт-модель, яка дозволяє будувати найімовірнісний 
варіант прогнозу. 

І в кінці оцінюється адекватність модельних прогнозних значень та мо-
жливості їх використання при прийнятті рішень. 

Апробація запропонованих алгоритмів проведена на фінансових часо-
вих рядах, які формуються під впливом великої кількості змінних механізмів 
та різноманітних зовнішніх факторів. 

 
Нестаціонарність часових рядів. Для вирішення питання про відне-

сення ряду до TS або DS класу існують процедури, які вирішують поставлену 
задачу в класі ARMA моделей. В цьому випадку перевірка нульової гіпотези 
щодо належності досліджуваного часового ряду DS класу може бути зведена 
до перевірки того, що авторегресійний поліном містить хоча б один одинич-
ний корінь [9]. Але кожна з цих процедур не є універсальною і має різні не-
доліки. Наприклад, отримується досить низька потужність, що веде до часто-
го підтвердження нульової гіпотези, хоча насправді вона не виконується. Ін-
шим недоліком може бути невиконання теоретичних передумов, на яких ба-
зується дана процедура. Це може призвести до частого відхилення нульової 
гіпотези, хоча вона справджується в дійсності [7]. Тому при віднесенні часо-
вого ряду до одного з класів використовують одразу декілька процедур. 

Найчастіше на практиці використовується розширений тест Дікі-
Фулера [9], який оцінює методом найменших квадратів наступну модель: 

1
1

, 1, 2, ..., ,
p

t t i t i t
i

x x t x u t N    


                          
(1) 

де tu  – незалежні, нормально розподілені залишки з нульовим математичним 

сподіванням; N  – об’єм вибірки.   
Нульова гіпотеза про те, що ряд належить DS класу, еквівалентна тому, 

що 0  . Альтернативна гіпотеза – ряд належить TS класу та 0  .  
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При практичному використанні тесту Дікі-Фуллера важливо правильно 
специфікувати регресійну модель (1). Для рядів можливі випадки відсутності 
тренду, вільного члена чи вибору різної довжини лагу p. Неправильна специ-
фікація тесту може призвести до неадекватних результатів [2]. 

Для вибору оптимальної величини лагу пропонуються різні підходи 
[10]. У даній роботу використовується інформаційний критерій Шварца: 

2 ( 1) log( )
ˆ( ) log( )u

p N
BIC p

N
  

  ,     (2) 

де 2ˆu  – оцінка дисперсії залишків регресійної моделі (1). 

При виборі оптимального p  перевага надається моделям з найменшим 

значенням BIC  та високим значенням коефіцієнта детермінації 2R . 
Якщо встановлена оптимальна кількість лагів, то існують процедури для 

остаточної правильної специфікації моделі (1). Найбільш відомі з них описа-
ні в [11]. На практиці ефективним є метод Доладо Дж., Дженкінса Т., Сосві-
ля – Ріверо С. [12]. Цей метод ґрунтується на тому, що включення в модель 
(1) додаткових незначущих складових приводить до завищення розраховано-
го значення тесту. При зменшенні кількості регресорів в моделі (1) критичне 
значення збільшується (при заданих рівні значущості та числу ступенів віль-
ності). Вказаний метод враховує ці особливості і полягає в наступному.  

1. Проводиться оцінювання регресійної моделі (1). Якщо критичне 
значення вище отриманого за розширеним тестом Дікі-Фуллера, то ми відки-
даємо нульову гіпотезу і відносимо даний ряд до TS класу. Якщо немає під-
став відхилити нульову гіпотезу, то однозначно визначити клас ряду не мож-
на, оскільки неправильна специфікація регресійної моделі (1) могла привести 
до завищення значення тесту.  

На наступному кроці перевіряється значущість включеного детерміно-
ваного тренду. Для цього оцінюємо регресійну модель (1) при значенні 0   

і перевіряємо значущість оцінки ̂  коефіцієнта  . Якщо ̂  виявиться зна-
чущим, то модель (1) специфікована правильно і не має підстав для відхи-

лення нульової гіпотези (даний ряд належить DS класу). Якщо оцінка ̂  не-
значуща, то переходимо до наступного кроку. 

2. Оцінюється регресійна модель (1) при відсутності детермінованого 
тренду ( 0  ). Якщо нульова гіпотеза відхиляється, то часовий ряд не міс-
тить одиничного кореня та лінійного тренду. Якщо нульова гіпотеза не від-
хиляється, то перевіряємо значущість оцінки нульового члена в моделі (1) 
при 0   і 0  . Далі слідуємо аналогічно кроку 1.  

3. У випадку незначущості оцінки вільного члена ( 0  ) оцінюється 
модель (1) при відсутності лінійного тренду ( 0   і 0  ). У залежності від 
значущості чи незначущості оцінки параметра   однозначно встановлюємо 

клас даного ряду. 
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Передумовами тесту Дікі-Фуллера є неавтокорельованість, гомоскедас-
тичність та нормальний розподіл залишків tu

 
регресійної моделі (1). У випа-

дку невиконання однієї з цих умов на практиці використовується тест Філ-
ліпса-Перрона, який також базується на оцінюванні моделі (1), але стандартні 
помилки розглядає в формі Н’юї-Веста [2]. Отже, на відміну від критерію 
Дікі-Фуллера, випадкова складова tu  з нульовим математичним сподіванням 

може бути автокорельована, гетероскедастична та не обов’язково нормально 
розподілена. Тим самим, критерій Філліпса-Перрона розглядає більш широ-
кий клас часових рядів.  

Зазначимо, якщо досліджуваний часовий ряд буде належати DS класу, 
то описана методика імітації та прогнозування буде застосовуватися для ди-
ференційованого часового ряду. Для цього розширений тест Дікі-Фуллера 
використовується для регресійної моделі  

( ) ( 1) ( )
1 1

1

,
p

n n n
t t i t t

i

x x t x u   
 


            (3) 

де ( ) ( 1) ( 1)
1

n n n
t t tx x x 

    – кінцеві різниці n-го порядку. Значення n  

збільшується до тих пір, доки не буде встановлена стаціонарність відповідно-
го ряду. 
 

Дискретно-неперервна модель. Припустимо, що нами отримано де-
який стаціонарний часовий ряд. Далі розглянемо метод прогнозування цього 
ряду. Вважаємо, що в досліджуваних часових рядах спостерігаються непере-
рвні та дискретні процеси. Тоді відповідну неперервно – дискретну регресій-
ну модель для даного ряду можна записати наступним чином: 

( , )t ty f t   a d z ,                                (4) 

де ty – значення ряду в момент часу t ; ( , )f t a – неперервна складова; d z – 

дискретна складова; 0 1 1 2( , , ..., ) , ( , , ..., )l ma a a d d d  a d  – вектори оці-

нювальних параметрів; 1 2( , , ..., )t t t mz z z z  – вектор змінних дискретної 

складової; t – випадкове збурення.  

В якості неперервної складової будемо використовувати авторегресійні 
моделі, які залежать від класу нестаціонарного ряду. Якщо ряд належить TS 
класу, то до авторегресійної моделі включаємо детермінований тренд, якщо 
DS класу, то використовуємо кінцеві різниці, які є стаціонарними. 

Недостатня складність у виборі неперервної складової моделі для якіс-
ного опису даного ряду може бути компенсована ітераційним шляхом. В 
огляді літератури з даної проблеми вказується на використання двозначних 
фіктивних змінних на кожній ітерації [13]. Але аналіз реальних часових рядів 
показує, що при такому підході на практиці не виконуються передумови лі-
нійної регресійної моделі (гомоскедастичність, відсутність автокореляції та 
нормальний розподіл залишків). Тому у даній роботі пропонується викорис-
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товувати тризначну фіктивну змінну.  
Спочатку оцінюється неперервна складова регресійної моделі (4) і обчи-

слюються залишки (1) ˆ( , )t ty f t   a . На першому кроці дискретна змінна 
формується наступним чином: 

(1) (1)

(1)
1

(1) (1)

, ,

0, ,

, .

t

t t

t

T

z

S

 

  

 

 
   

         

(5) 

Тут   - точність наближення (у даній роботі значення   вибиралось рі-

вним max min0,01 ( )t ty y  ); (1)S і (1)T  – кількість точок з даного проміжку, в 

яких виконуються нерівності (1)
t   і (1)

t    відповідно (тоді середнє 
значення фіктивної змінної автоматично дорівнює нулю). 

Далі оцінюється регресійна модель (1) (2)
1 1t t td z   . 

Аналогічно на k-кроці ( 2, 3, ...,k m ) обчислюються залишки 
( ) ( 1)

1 ( 1)
ˆk k

t t k k td z  
    і 

( ) ( )

( )

( ) ( )

, ,

0, ,

, .

k k
t

k
tk t

k k
t

T

z

S

 

  

 

 
   

  

                                          (6) 

Далі оцінюється регресійна модель ( ) ( 1)k k
t k kt td z    . 

Практичні дослідження показують, що на 3-4-й ітерації фіктивна змінна 
приймає значення 0, що означає закінчення процесу ітерацій із заданою точ-
ністю.  

 
Прогнозування. Описана процедура вказує на те, що за допомогою ве-

ктору z фіктивних змінних можна досягти необхідну точність апроксимації. 
Однак таке введення фіктивних змінних призводить до неоднозначності при 

визначенні прогнозного значення регресанда. Для прогнозної точки *t  регре-

санд може приймати 3m  значень, оскільки кожна з фіктивних змінних (6) 
може приймати одне із трьох значень, а кількість ітерацій дорівнює m. Для 

вибору оптимального значення фіктивної змінної в точці *t  пропонується 
використовувати множинну логіт – модель [14]: 

*

*

* *
3

1

ˆP( ( ))
j

j

t

i i
t

j

e
z z j

e


 



b

b
,     1, 2, 3; 1, 2,..., ,j i m 

                 
(7) 

де *
iz  – значення фіктивної змінної tiz в прогнозній точці *t ; *ˆ ( )iz j  – оцінка 
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прогнозного значення для варіанта j ; 1 2 3( , , )b b b b  – вектор оцінювальних 

параметрів. 
Регресійна модель, яка відповідає (7), є істотно нелінійною відносно b , 

тому для її оцінювання можна використовувати чисельний метод Ньютона–
Рафсона розв’язання системи рівнянь правдоподібності, записаних у лога-
рифмічній формі [14]. 

 
Практична частина. Апробація запропонованого алгоритму проводи-

лась на статистичних даних цін акцій українських компаній, що функціону-
ють на Варшавській фондовій біржі, яка характеризується найбільш динаміч-
ним розвитком серед бірж центральної Європи. Розглядалися часові ряди, які 
відображають коливання цін акцій компаній, які входять до індексу 
WIGUkrainе. На 6.10.2011 до складу індексного кошику входять наступні 
компанії: Kernel Holding S.A. (KER, 42,267%), Astarta Holding N.V. (AST, 
21,613%),  Coal Energy S.A. (CLE, 9,422%), Milkiland N.V. (MLK, 5,784%),  
Agroton Public Limited (AGT, 4,937%), KSG Agro S.A. (KSG, 3,852%),  
Industrial Milk Company S.A. (IMC, 3,238%), Sadovaya Group S.A. (SGR, 
3,234%), Ovostar Union N.V. (OVO, 2,967%), Westa ISIC S.A. (WES, 2,687%) 
(в дужках вказані котировки акцій та доля в індексному кошику на 
6.10.2011). Статистична інформація бралась за період з 18.05.2011  до 
6.10.2011  (об’єм вибірки N=100, якщо компанія торгувала на біржі до 
18.05.2011); або з дня виходу компанії на біржу до 6.10.2011 (для CLE, OVO 
та WES; значення N для них дорівнює 56, 71 та 80 відповідно) .  

Розглянемо детально моделювання цін та доходностей акцій на прикладі 
Astarta Holding N.V. (AST) та Westa ISIC S.A. (WES). 

Діаграма розсіювання цін акції AST показана на рис. 1.  
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Рисунок 1 – Статистичні дані цін акції AST. 
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Перевірка моделі (1) за розширеним тестом Дікі-Фуллера з викорис-
танням методу Доладо Дж., Дженкінса Т., Сосвіля – Ріверо С. та інформацій-
ного критерію Шварца вказує на значущість оцінки коефіцієнта   (рівень 

значущості − 5%) при 0, 0   і 0 ( 1, )i i p   . Це означає, що ряд від-

носиться до TS класу, причому оптимальною є авторегресійна модель з дво-
ма лагами. Аналіз залишків tu

 
не виявляє автокорельованості ( P  – значення 

статистики Дарбіна-Уотсона дорівнює 2,09), значущих відхилень від нор-
мального розподілу ( P  – значення критерію Жака-Бера дорівнює 1,59), ге-
тероскедастичності ( P  – значення критерію Бройша-Паґана дорівнює 2,53). 
Отже, маємо стаціонарний ряд відносно лінійного детермінованого тренду.  

Розрахунки формують неперервну складову моделі (4) у вигляді  

1 2
(3,3032) (0,0095) (0,0974) (0,0959)

ˆ 10,0743 0,0248 1, 2179 0,3277 .t t tx t x x    
   

(8) 

Тут під значенням МНК-оцінок вказані відповідні значення стандартних 
помилок цих оцінок.  

Після нарощування за вказаним алгоритмом дискретної складової після 
двох ітерацій приходимо до наступної дискретно-неперервної моделі: 

1 2 1 2
(3,3032) (0,0095) (0,0974) (0,0959) (0,0041) (0,0047)( . .)

ˆ 10,0743 0,0248 1, 2179 0,3277 0,0651 0,0685 .t t t
c п
x t x x z z      

 

(9) 

Аналіз залишків не виявляє автокорельованості ( P  – значення статис-
тики Дарбіна-Уотсона дорівнює 2,12), значущих відхилень від нормального 
розподілу ( P  – значення критерію Жака-Бера  дорівнює 0,76), гетероскедас-
тичності ( P  – значення критерію Бройша-Паґана дорівнює 0,99), тому об-
ґрунтованим є використання результатів t - і F -критеріїв [15].

 На рис. 2 показані модельні та реальні значення цін акції на досліджува-
ному проміжку часу. 
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Рисунок 2 – Модельні та реальні значення цін акції AST. 
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Аналіз отриманих результатів вказує на високу якість апроксимації, то-

му дана модель може бути використана для прогнозування в точці 1t N   , 
що відповідає 7.10.2011. Для цього спочатку обчислюємо теоретичні значен-
ня ціни в точках досліджуваного періоду за формулою (9). Далі знаходимо 

значення фіктивних змінних в прогнозній точці t  за допомогою множинної 
логіт-моделі (7). Після цього прогнозне значення розраховується за форму-

лою (9) при t t . У даному випадку отримуємо прогнозне значення 70,13. 
Зазначимо, що реальне значення на 7.10.2011 становить 69,75, тому відносна 
похибка прогнозу складає 0,54%. 

Розглянемо тепер моделювання цін акцій компанії WES. Відповідна діа-
грама розсіювання показана на рис. 3, а. 
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Рисунок 3 – Статистичні дані цін акції WES (а) та їх перших різниць (б). 
 
Аналіз діаграми розсіювання вказує на належність даного часового ряду 

до DS класу, тому диференціюємо часовий ряд. Результати диференціювання 
показані на рис. 3, б.   

Використання описаної вище процедури встановлення стаціонарності 
часового ряду вказує на те, що часовий ряд, який відповідає рис. 3, б, є стаці-
онарним вже при 2n  .  

Відповідна неперервна складова моделі наступна: 

1
(0,0415) (0,0922)

ˆ 0,0416 0, 2063 .t tx x     
          

 (10) 

Після нарощування дискретної складової за вказаним алгоритмом після 
трьох ітерацій дискретно-неперервна модель приймає вигляд:

 1 1 2 2
(0,0415) (0,0922) (0,0007) (0,0007) (0,0061)( . .)

ˆ 0,0416 0, 2063 0,0099 0,0102 0,0345 .t t
c п

x x z z z              (11) 

Аналіз залишків цієї моделі не виявляє автокорельованості ( P  – зна-
чення статистики Дарбіна-Уотсона дорівнює 2,11), значущих відхилень від 
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нормального розподілу ( P  – значення критерію Жака-Бера дорівнює 1,56), 
гетероскедастичності ( P  – значення критерію Бройша-Паґана дорівнює 
6,30), тому обґрунтованим є використання результатів t - і F -критеріїв.

 На рис. 5 показані модельні та реальні значення цін акції WES та їх різ-
ниць на досліджуваному проміжку часу. 
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Рисунок 4 – Модельні та реальні значення цін акції WES (а) та їх різниць (б). 
 
Аналіз рис. 4 вказує на досить високі імітаційні властивості моделі (11). 

Використовуючи відповідну множинну логіт – модель і розраховуючи теоре-
тичні (на досліджуваному періоді) та прогнозне значення доходностей (при-
ростів), отримаємо прогнозне значення ціни, яке дорівнює 7,65. Реальне зна-
чення становить 7,69, тому відносна похибка прогнозу складає 0,52%. 

За вказаною методикою було проведено моделювання цін акцій інших 
зазначених компаній. В таблиці наведені реальні та прогнозні значення цін 
українських компаній на Варшавській фондовій біржі на 7.10.2011. 

 

Таблиця  
Прогнозні та реальні значення цін українських компаній 

 Реальні 
значен-
ня 

Прогнозні 
значення 

Відносна похиб-
ка прогнозу, % 

Клас часово-
го ряду 

Кількість 
ітерацій 

KER 62,75 62,26 0,79 TS 2 
AST 69,75 70,13 0,54 TS 2 
MLK 20,85 21,24 1,84 DS 3 
AGT 25,4 25,08 1,28 DS 3 
CLE 24,25 24,24 0,04 TS 2 
KSG 23,35 24,04 2,87 TS 2 
SGR 9,15 9,19 0,44 TS 2 
IMC 9,00 8,99 0,11 TS 2 
OVO 58,60 58,92 0,54 DS 3 
WES 7,69 7,65 0,52 DS 3 
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Висновки. У даній роботі розглянутий підхід, який дозволяє моделю-

вати часові ряди з високими імітаційними та прогнозними властивостями. 
Враховується нестаціонарність вихідного часового ряду і пропонується 
процедура зведення дослідження до аналізу стаціонарного часового ряду. 
Особливістю даної роботи є побудова неперервно-дискретних моделей з 
використанням тризначних фіктивних змінних, що дозволяють отримувати 
високі апроксимаційні властивості за 2-3 ітерації. Апробація запропонова-
ної методики на прикладі цін акцій українських компаній на Варшавській 
фондовій біржі показала можливість її використання на практиці. 
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УДК 519.21 
 
З.Ф. НАЗИРОВ, канд. фіз.-мат. наук, доц., ХНУ ім. В.Н. Каразіна, Харків; 
Н.В. ЧЕРЕМСЬКА, канд. техн. наук, ст. викл., НТУ «ХПІ» 
 
ДИЛАТАЦІЇ ВИПАДКОВИХ ПОЛІВ  
 

Розглянуто лінійні перетворення деяких класів випадкових полів. Отримано відповідні необхідні 
та достатні умови в термінах кореляційних функцій для того, щоб перетворене поле належало 
тому чи іншому класу. У статті розглядалися лінійні перетворення над двопараметричними по-
слідовностями у гільбертовому просторі, які будуються за початковим дискретним випадковим 
полем. 

 

Рассмотрены линейные преобразования некоторых классов случайных полей. Получены необхо-
димые и достаточные условия в терминах корреляционных функций для того чтобы преобразо-
ванное поле принадлежало тому или иному классу. В статье рассматривались линейные преобра-
зования двухпараметрические последовательности в гильбертовом пространстве, которые стро-
ятся по заданному дискретному случайному полю. 

 

The article deals with linear transformations of certain classes of random fields. Necessary and suffi-
cient conditions in terms of correlation function to convert the field belonged to a particular class. The 
article deals with two-parameter sequence of linear transformations in Hilbert space, which are con-
structed from a given discrete random field. 

 

Вступ. При розв’язанні прикладних задач доводиться розглядати лінійні 
перетворення випадкових полів. Наприклад, електромагнітні поля з випадко-
вими джерелами, турбулентність у стадії виродження та інші [1, 2]. При гіль-
бертовому підході до дослідження випадкових функцій виникає новий вид 
лінійних перетворень випадкових полів як багатопараметричних векторних 
функцій у гільбертовому просторі. Такі перетворення є мало дослідженими 
[3, 4]. 

 

Аналіз останніх досліджень. До цього часу була розроблена достатньо 
повна спектральна теорія однорідних випадкових полів [3]. Дискретні поля 
вивчались лише епізодично [5,7]. Гільбертів підхід до лінійних перетворень 
дискретних випадкових полів не розглядався. 

 

Постановка задачі. Визиває зацікавленість розповсюдження результа-
тів роботи [6], в якій розглянуто лінійні перетворення випадкових полів у гі-
льбертовому просторі, на дискретні випадкові поля. Такий підхід дозволяє 
отримати широкі класи випадкових полів, розглядаючи лінійне операторне 
перетворення поля після занурення у гільбертів простір. Це дає можливість 
також моделювати кореляційні функції випадкових неоднорідних полів тіль-
ки за спектром даного поля і відхиленню оператора перетворення від унітар-
ного. 
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Розв’язання задачі. Розглянемо еволюційно зображене поле (ЕПП) 

  1 2 0, n mu n m A A u , де 1 2,A A  – несамоспряжені двічі переставні [4] обмежені 

оператори в гільбертовому просторі  
,

,
n m

H V u n m





. Такі поля та їх збу-

рення розглядались у [6] 

Розглянемо також лінійне перетворення ЕПП:    , ,V n m Bu n m , де 

оператор  , ,B H H B   , і ,I B B e e   ,  ,u n m  – ганкелево поле 

[6], оператор B  називатимемо дилатацією [6]. 
Кореляційна функція дилатації ганкелева поля має вигляд: 

         

           

, , , , , , , , ,

, , , , , , , , ,

VV

uu

K n m p q Bu n m Bu p q u n m u p q

I B B u n m u p q K n m p q n m p q

  

    
        (1) 

де    , , ,n m u n m e  . 

Тоді кореляційну різницю ( , , , )W n m p q , яка описує відхилення дискрет-

ного випадкового поля від ганкелева [6], запишемо так: 
( , , , ) ( , , , ) ( , 1, 1, ) ( 1, , , 1)

( 1, 1, , ) ( , , 1, 1).

W n m p q LK n m p q K n m p q K n m p q

K n m p q K n m p q

       
     

 

У випадку, що розглядається маємо: 

        , , , , , , , ,VV VV UUW LK n m p q L K n m p q n m p q    , 

( , , , ) ( , , , )UU UULK n m p q W n m p q . 

           
       

, , , 1 1, 1, , 1

1, 1 , , 1, 1 .

L n m p q n m p q n m p q

n m p q n m p q

           

       
      (2) 

Позначимо 

   1, 1 ,n m n m    ,    21, ,n m n m    , 

   31, 1 ,n m n m     ,    4, ,n m n m   . 

Тоді 

     
4

, 1

, , , , ,VV UUW W n m p q n m J p q  
  

    ,                  (3) 

де 

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

J

 
 
 
 
 
 

 – інволютивна матриця.  
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Нехай 1 2,A A  – несамоспряжені двічі переставні обмежені оператори 

Тоді кореляційна різниця ЕПП має вигляд: 

     , , , , ,UUW n m p q n m p q  ,   1 2 0, ,n mn m A A u g  , 

g  – каналовий елемент. 

 

Означення. Біспектром послідовності   1 2 0, n mu n m A A u  у гільбертово-

му просторі назвемо об’єднання спектрів операторів  1,2kA k  . 

 
Розв’язання задачі для послідовності з біспектром у нулі. Перейдемо 

до отримання відповідних необхідних і достатніх умов у випадку заданого 

спектра операторів 1A  и 2A . Нехай в еволюційному зображенні 

  1 2 0, n mu n m A A u , де 1 2,A A  – оператори зі спектром у нулі [7] і g  – канало-

вий елемент.  

У цьому випадку модельний простір H  збігається з 2 ( )L D , 

1 2[0, ] [0, ]D a a  ; 1 2,a a   , 1
0

( , ) ( , )
x

A f x y i f t y dt  , 2
0

( , ) ( , )
y

A f x y i f x d   , 

де 1i   . 

Теорема 1. Для того щоб  ,V n m  була дилатацією першого порядку 

поля   1 2 0, n mu n m A A u , де 1 2,A A  – несамоспряжені двічі переставні [4] об-

межені оператори зі спектром у нулі, необхідно і достатньо щоб її кореля-

ційна різниця другого порядку мала вигляд (2), до того ж  ,n m  – лінійні 

функціонали від  ,u n m , а  

     , , , , ,UUW n m p q n m p q  ,                                   (4), 

    1 1
1 21

,
( 1)!( 1)!

m n m n mi a a
n m

n m


  


 
.                                      (5) 

Доведення. Необхідність. 
Розглянемо випадок, коли біспектр послідовності  ,u n m  міститься у 

нулі [7] та g  – каналовий елемент.  

Нехай модельний простір H  збігається з 2 ( )L D , 1 2[0, ] [0, ]D a a  ; 

1 2,a a    1
0

( , ) ( , )
x

A f x y i f t y dt   , 2
0

( , ) ( , )
y

A f x y i f x d   . 
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Згідно з унітарною еквівалентністю 0H   відображується оператором   

в     
0 1 22 2H JmA H JmA H   підпростір постійних функцій 2 ( )L D , через те 

що 0 1g  , отже 0 ( , ) 1g x y  . 

Неважко показати, що 

    1 2
1 1

1 21 2 0
1 2

1
( , )

x y
i i

A I A I g x y e   
 

 
   . 

Тоді  
1 2

1 2

1 2

2

1 2 1 2 1 2
1 2

1 1
( , )

2

i i
n m

D

n m e d d d d
i

 
 

 

      
  

            
     

1 2

1 2

1 2

2
1 1

1 2 1 2 1 2
1

2

i i
n m

D

e d d d d
i

 
 

 

     



 

            
     

1 2
1 2

1 2 1 2 1 2
0 0

( 1)
( 1)

! ! ! !

a an n m m m n m
m n m

D

i i i
d d d d

n m n m

 
     


      

1 1
1 2( 1) ,

( 1)!( 1)!

n m n m
m i a a

n m

  

 
 

 

     , , , , ,UUW n m p q n m p q  ,     1 1
1 21

,
( 1)!( 1)!

m n m n mi a a
n m

n m


  


 
. 

Той факт, що  ,n m  – лінійні функціонали від  ,u n m  витікає з (2). 

Достатність. 

Покажемо, що існує дискретне поле вигляду    
1 2 0,
n m

u n m A A u , для яко-

го  , , ,UUW n m p q  є кореляційною різницею. Розглянемо гільбертів простір 

2 ( )L D ,    1 20; 0;D a a  . Введемо оператори 
1

0

( , ) ( , )
x

A f x y i f t y dt  , 


2

0

( , ) ( , )
y

A f x y i f x d   . Якщо провести такі ж міркування, як при доведенні 

необхідності, одержимо кореляційну різницю вигляду (4) з ( , )n m  вигляду 

(5).  
Теорема доведена. 
Розглянемо випадок, коли біспектр послідовності  ,u n m  міститься у 
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нулі [7] та 0h  не є каналовим елементом. Як модельний простір H  візьмемо 

2 ( )L D ,    1 20; 0;D a a   1 2,a a    
1

0

( , ) ( , )
x

A f x y i f t y dt  , 


2

0

( , ) ( , )
y

A f x y i f x d   . 

Розглянемо  


1*

1 1 0 ( , )A I h f x y


   
 

, *
10 1 ( , )h A I f x y   

 
, 

1

0 1 ( , ) ( , )
x

h f x y i f t y dt    . 

Позначимо    
1

, ,
x

u x y f t y dt  .  

Тоді  

1 0
( , )

( , ) ( , )
u x y

iu x y h x y
x

 
  


; (1, ) 0u y  , 

Звідси  

1 1

1 (1 ) (1 )
0

1
1

( , )
( , )

i i
t x

x

h t y
u x y c e dt e 



      
  

 . 

Оскільки (1, ) 0u y  , то 1 0c  . 

1 1

1(1 ) (1 )
0 0

1 1 1

( , ) ( , )( , ))
( , )

i i
x t

x

h t y h t yu x y i
f x y e e dt

x
 

  

  
   

  . 

Таким чином,  

 1 1

11 (1 ) (1 )* 0 0
1 1 0 1 1

1 1 1

( , ) ( , )
( , , )

i i
x t

x

h t y h t yi
A I h e e dt M x y  

  

        
   . 

Аналогічно,  

 2 2

11 (1 ) (1 )* 0 0
2 2 0 2 2

2 2 2

( , ) ( , )
( , , )

i i
y t

y

h x t h x ti
A I h e e dt M x y  

  

        
   , 

1 2

2

1 2 1 1 2 2 1 2
1

( , ) ( , , ) ( , , )
2

n m

D

n m M x y M x y dxdy d d
i  

      


      
    

    . 

 

Розв’язання задачі для послідовності з дискретним біспектром. 
 

Теорема 2. Для того щоб  ,V n m  була дилатацією першого порядку 

поля   1 2 0, n mu n m A A u , де 1 2,A A  – несамоспряжені двічи переставні [4] 
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обмежені оператори з дискретним спектром, необхідно і достатньо щоб її 

кореляційна різниця другого порядку мала вигляд (3), до того ж  ,n m  – 

це лінійні функціонали від  ,u n m , а      , , , , ,UUW n m p q n m p q  , 

    1 2
1 2 1 2

1 2 1 2 1 21 2

2 2(1) (2) (1) (2)2 1 1
1 2

1 2 1 2(1) (2) (1) (2)
1 1 1 11 2 1 2

1
( , ) .

2

m m
m m m s m rn m

m m s rm m m s m r

n m d d
i  

     
    

        

  
 

    

         
     

 

Доведення. Необхідність. 

Розглянемо випадок, коли послідовність   1 2 0, n mu n m A A u  має дискрет-

ний біспектр [7] та 0 ( , )g n m  – каналовий елемент. У цьому випадку модель-

ний простір H  збігається з простором 

   1 2
1 2

2
1 2

2 22 (1) (2)
1 2 1 1 2 2 1 2

1 1

( , )

( , ), 1, , ; 1, , ; ( , ) ,m m
m m

l

f m m m N m N f m m

 

 
 

 



       
  

  

1 2N N   , де   1

1
1

(1)

1

N

m m



 – послідовність недійсних точок спектру 1 2A H , 

2 22H JmA H , 
 1

1 1

2(1)

(1) (1)

2

m

m m i


   ,   2

2
2

(2)

1

N

m m



– послідовність недійсних то-

чок спектру 2 1A H , 1 12H JmA H , 
 2

2 2

2(2)

(2) (2)

2

m

m m i


   .  

Оператори 1A  та  2A  задаються формулами 

  
1

1

1 2(1) (1)
1 1 2 1 2 2

1

( , ) ( , ) ( , )
m

sm
s

A f m m f m m i f s m 



   , 

  
2 1 2(2) (2)

2 1 2 1 2 1
1

( , ) ( , ) ( , )
m

q r
r

A f m m f m m i f m r 



   . 

Оскільки переріз неермітових підпросторів операторів 1A  та  2A  збіга-

ється з підпростором функцій, що не залежать від аргументів, то 0 ( , ) 1g n m  . 

Легко перевірити, що  

   
1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

(1) (2) (1) (2)1 1
1 21 1 1

1 1 2 2 0 1 2 (1) (2) (1) (2)
1 11 2 1 2

( , )
m m

m m m s m r

s rm m m s m r

A I A I g m m
     

 
       

 
   

  

 
  

     . 

Тоді має місце зображення 



 178

    1 2
1 2 1 2

1 21 2 1 2 1 2

2 2(1) (2) (1) (2)2 1 1
1 2

1 2 1 2(1) (2) (1) (2)
1 1 1 11 2 1 2

( , )

1
,

2

m m
m m m s m rn m

m m s rm m m s m r

n m

d d
i  



     
   

        

  
 

    



    
    

     

1 2( , ) ( ) ( )n m n m   , 
1 1

1

(1) (1)
1

1

( ) ( )m m
m

n n 



   , 

2 2
2

(2) (2)
2

1

( ) ( )m m
m

m m 



  , 

1
1

1 1

1 1 1

(1)1
1(1) (1)

1 1(1) (1)
11 1

1 1
( )

2

m
m sn

m m
sm m s

n d
i 

 
  

    




 


  

 
 , 

2
2

2 2

2 2 2

(2)1
2(2) (2)

2 2(2) (2)
12 2

1 1
( )

2

m
m rm

m m
rm m r

m d
i 

 
  

    




 


  

 
 . 

Достатність. 
Відповідні міркування аналогічні доведенню теореми 1. 
Теорема доведена. 

 
Розв’язання задачі для послідовності з мішаним біспектром. Розгля-

немо випадок, коли послідовність   1 2 0, n mu n m A A u  має мішаний біспектр 

[7] та 0g  – каналовий елемент.  

Теорема 3. Для того щоб  ,V n m  була дилатацією першого порядку 

поля   1 2 0, n mu n m A A u , де 1 2,A A  – несамоспряжені двічі переставні [4] об-

межені оператори з мішаним спектром, необхідно і достатньо щоб її коре-
ляційна різниця другого порядку мала вигляд (3), до того ж  ,n m  –це  

лінійні функціонали від  ,u n m , а      , , , , ,UUW n m p q n m p q  , 

1

1

( , ) ( )
( 1)!

n n

k k
k

i l
n m m

n
 




  

 , де 
1

1

1 1
( )

2

k
m k s

k k
k k ss

m d


 
  

    







  

  . 

Доведення. Необхідність. 

Нехай послідовність   1 2 0, n mu n m A A u  має мішаний біспектр [7] та 0g  – 

каналовий елемент. У цьому випадку модельний простір H  є така сукуп-
ність:  

 2 2

1 0

( ), ; [0; ] : ( )
lN

k k k
k

H f y k N y l f y dy 


         
    

  , 
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де 
2

1
2

N

k
k k

k

i


 


    
  

 – це послідовність недійсних точок спектра 2 1A H .  

Модельні оператори 1A  та  2A  задаються формулами:  

 1

0

( ) ( )
y

k
k

A f y i f t dt  ,  
1

2
2

1

( ) ( ) ( )
k

k k s s
k s

A f y f y i f y 



   . 

Легко бачити, що й у цьому випадку 0 1g  , тоді 
1

1

( , ) ( )
( 1)!

n n

k k
k

i l
n m m

n
 




  

 , де 
1

1

1 1
( )

2

k
m k s

k k
k k ss

m d


 
  

    







  

  . 

Достатність. Міркування аналогічні доведенню теореми 1. 
Теорема доведена. 
 
Висновки. У статті розглянуто лінійні перетворення деяких класів ви-

падкових полів. Отримано відповідні необхідні та достатні умови в термінах 
кореляційних функцій для того, щоб перетворене поле належало тому чи ін-
шому класу. На відміну від стандартного підходу до лінійних перетворень 
полів у статті лінійні перетворення розглядалися над двопараметричними по-
слідовностями у гільбертовому просторі, які будуються за початковим дис-
кретним випадковим полем. 
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УДК 532:631.362 
 
В.П. ОЛЬШАНСКИЙ, д-р физ.-мат. наук, проф., ХНТУСХ, Харьков; 
С.В. ОЛЬШАНСКИЙ, ст. преп., НТУ «ХПИ» 
 
КОЛЕБАНИЯ ЛИНЕЙНОГО НЕОДНОРОДНОГО ЗЕРНОВОГО 
ПОТОКА В ЦИЛИНДРИЧЕСКОМ ВИБРОРЕШЕТЕ 

 
Описано коливання швидкості лінійно-неоднорідного кільцевого шару зернової суміші, які 
спричинені осевими вібраціями вертикального циліндричного решета. Амплітуди коливань 
швидкості в усталеному режимі руху виражено через функції Кельвіна індексів нуль та один. 

 
Описаны колебания скорости линейно-неоднородного кольцевого слоя зерновой смеси, вызван-
ные осевыми вибрациями вертикального цилиндрического решета. Амплитуды колебаний скоро-
сти в установившемся режиме движения выражены через функции Кельвина индексов нуль и 
единица.  

 
The vibrations in linearly no uniform velocity annular layer of a mixture of grain, caused by the axial 
vibration of a vertical cylindrical sieve were describes. The amplitudes of velocity oscillations in the 
steady state of motion expressed in terms of Kelvin functions of indices zero and one. 

 
Постановка проблемы. Колебания интенсифицируют виброрешётное 

разделение зерновой смеси на фракции. Поэтому анализ распространения ко-
лебаний в сепарируемой смеси, вызванных вибрациями решета, представляет 
научно-прикладной интерес. 

 
Обзор последних исследований и публикаций. Колебания скорости 

однородного кольцевого слоя в вертикальном цилиндрическом виброрешете 
рассматривали в [1,2], где движение псевдоожиженной зерновой смеси опи-
сывали уравнениями течения вязкой жидкости. Экспериментально установ-
лено [3,4], что вибровязкость смеси во вращающемся цилиндрическом реше-
те меняется по толщине слоя. Она увеличивается с удалением от свободной 
внутренней поверхности слоя в сторону поверхности решета, в связи с чем в 
[4] поставлена и решена задача колебаний линейно-неоднородного слоя. Её 
решение выражено с помощью функций Бесселя и Неймана комплексного ар-
гумента. Отмечены затруднения с проведением вычислений по полученным 
формулам. Поэтому в [5] и [6] построены другие решения этой задачи в 
функциях Кельвина. Но, исследуя колебания неоднородного потока, в [4], [5] 
и [6] упрощали уравнение движения, отбрасывая в дифференциальном опе-
раторе Лапласа слагаемое, пропорциональное 1/ r , которым учитывается ис-
кривление рабочей поверхности решета. Фактически в этих публикациях, 
вместо колебаний скорости кольцевого слоя, моделировали колебания скоро-
сти неоднородного плоского слоя. В отличие от них, здесь решается задача 
колебаний в более точной постановке с учётом искривления рабочей поверх-
ности решета. 
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Целью работы является вывод и апробация расчётами формулы коле-

баний скорости неоднородного кольцевого слоя зерна при движении его в 
вертикальном цилиндрическом виброрешете. 

 
Постановка и аналитическое решение краевой задачи. За исходную 

принимаем расчётную схему на рис. 1. 
Символами r  и z  обозначены радиальная и осевая координаты; R  – 

радиус решета, которое совершает вертикальные осевые колебания с ампли-
тудой *A  и круговой частотой  ; h  – толщина зернового слоя, а 0R R h   

– радиус его внутренней свободной поверхности. 
Следуя [4], изменение эффективной кинематической вибровязкости сме-

си по радиальной координате описываем выражением 

   0 0 .r k r R                                               (1) 

 
Рисунок 1 – Расчетная схема вертикального цилиндрического решета с сепарируемой 

зерновой смесью. 
 

В нём 0  – вибровязкость смеси у свободной поверхности слоя; k  – ха-

рактеризует её возрастание с увеличением r . 
Движение смеси в направлении оси Oz  описываем дифференциальным 

уравнением  
2

2

1 1 1
,

u d u u g

r dr r tr


  

            
                             (2) 

в котором  ,u u r t  – проекция скорости потока на ось Oz ; g  – ускорение 

свободного падения; t  – время. 
Уравнение (2) будем решать при граничных условиях: 

   
0

0; , * cos .
r R

u
u R t A t

r
 




 


                         (3) 
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Учитывая, что в производственных условиях работы решета h R , за-
меним в (2) слагаемое 1/ r  числом *1/ r , где * 0,5r R h  . Такая замена не 

влечёт существенных потерь точности, поскольку 1/ r  изменяется на корот-
ком промежутке. Например, когда 0,3075R  м; 0,01h  м, то 

 3,2520;3,3613r . Постоянная *1/ r  при этом равна 3,3058, то есть незначи-

тельно отличается от крайних значений 1/ r . Эффективность указанного уп-
рощения уравнения движения подтверждена расчётами колебаний скорости 
однородного кольцевого слоя в [7] и [8]. 

Итак, вместо (2), решаем уравнение 
2

2
*

1 1 1
.

u d u u g

r dr r tr


  

   
         

                              (4) 

Перейдём от переменной r  к переменной  . В результате этого преоб-
разования выражения (4) и (3) принимают вид 

2

2 2 2
*

1 1 1
;

u u u g

kr tk k   
   

         
                          (5) 

   
0

0; , * cos .
u

u a t A t
 

 
 


 


                             (6) 

Здесь 0 .a kh   

По аналогии с [4], решение (5) представляем суммой 

     , , .П ku t t                                            (7) 

Для определения слагаемых в (7), учитывая (5) и (6), получаем две крае-
вые задачи: 

2

2 2
*

1 1
;П Пd d g

kr dd k

 
  

 
    
 

                                 (8) 

 
0

0; 0;П
П

d
a

d  




 

                                        (9) 

и 
2

2 2
*

1 1 1
0;k k k

kr k

  
   

   
        

                           (10) 

   
0

0; , * cos .k
k a t A t

 


  

 


 


                          (11) 

 

Уравнение (8) решаем методом понижения порядка. Учитывая (9), на-
ходим: 
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  0*

* * *

ln exp .П
gr a a

Ei Ei
k kr kr kr

  


                   
         

          (12) 

Здесь  Ei x  – интегральная показательная функция, таблицы которой 

есть в [9], [10] и других изданиях по специальным функциям.  
В пределе, когда *r  : 

0 0

* * * * *

exp ~ 1 ; ~ ln ,
a a

Ei Ei
kr kr kr kr a kr

          
         

     
 

из (12) следует, что 

  02
ln .П

g
a

ak

       
 

 

Такое выражение  П   использовали для расчётов в [4] и [5], а фор-

мула (12) обобщает его. 
Решение краевой задачи (10), (11) ищем в виде [4]: 

           , Re Re cos Im sin ,i t
k t w e w t w t                   (13) 

где 1i   , а комплексная функция  w   удовлетворяет уравнению: 

2

2 2
*

1 1
0

d w dw i
w

kr dd k


  

 
    
 

                                  (14) 

и граничным условиям: 

   Re * ; Im 0;w a A w a   

(15) 

   
0 0

Re Im 0.
d d

w w
d d   

 
  

   

Ведём вспомогательную функцию  1w   по формуле 

   1/ 2
1

*

exp .
2

w w
kr

    
  

 
                                 (16) 

Подставив (16) в (14), получаем: 

  12 2
*1

12 2 2 2
*

21 1
0.

4 4

i k rd w k
w

d k r


 

 
    
 
 

                      (17) 

Переходим к новой переменной   1
* ,kr    выражение (17) преобра-

зуем в каноническое уравнение Уиттекера: 
2

1
12 2

1 1
0,

4 4

d w
w

d


 

 
     
 

                                  (18) 
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где 1
* 0,5.i r k     

Его фундаментальным решением являются функции  ,0M   и 

 ,0W  . В связи с тем, что первый индекс   у функций Уиттекера ком-

плексный, возникают затруднения с вычислением их значений. 
Чтобы обойти их, вместо точного решения уравнения (18) будем ис-

пользовать его приближённое решение. 
Обычно, в производственных условиях сепарирования зерновых смесей 

значения расчётных параметров таковы, что 

2

1 1
.

4 4


 

   

Поэтому заменим (18) на упрощённое уравнение  
2

1
12 2

1
0,

4

d w
w

d


 

 
   
 

 

фундаментальное решение которого выражается через функции Бесселя и 

Хенкеля комплексного аргумента:  0 2J   и    1
0 2H  . Используя эти 

функции и выражение (16), получаем приближённое решение уравнения (14): 

           1
1 2 0 3 4 0exp 2 2 ,

2
w c ic J c ic H

              
     (19) 

с точностью до произвольных постоянных , 1;4.jc j   

Учитывая, что 1
* 0,5r k   , при выделении вещественной и мнимой 

частей цилиндрических функций заменим их приращения, а также прираще-
ния квадратного корня в аргументах, соответствующими дифференциалами. 
Тогда 

             1
0 1 2 3 402 ; 2 ;J f if H f if           

     1 1
2

; ;f ber ber
k

           

     2 1
*

1
; ;

2
f bei bei

r
       


    

     3 1 ;f her her         

     4 1 ;f hei hei         

       , , ,s s s sber x bei x her x hei x  – функции Кельвина,  0;1s  .  

Используя (19) и (20) находим: 
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         1 1 2 2 3 3 4 4
*

Re exp ;
2

w c f c f c f c f
kr

    
 

        
 

 

         1 2 2 1 3 4 4 3
*

Im exp .
2

w c f c f c f c f
kr

    
 

         
 

     (21) 

Подставив (21) и их производные по   в (15), получаем систему четы-
рёх уравнений, из которой находим jс : 

     1 1 1 3 2 4
*

*
exp ;

2
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с f a f a f a

kr
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       4 1 1 4 0
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0
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Штрихом обозначены производные функции Кельвина. 

Определив множители , 1;4jс j  , после подстановки (12), (13) и (21) в 

(7), получаем формулу скорости движения смеси по решету 

  0*

* * *

, ln exp
gr a a

u t Ei Ei
k kr kr kr

 


                    
         

 

       1 2
*

cos sin exp .
2

A t A t
kr

   
 

      
 

                   (22) 
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Здесь               1 1 1 2 2 3 3 4 4 ;A c f c f c f c f         

                     2 1 2 2 1 3 4 4 3 .A c f c f c f c f          

Если устремить *r  , то в пределе: 0,    

   1 ;f ber  

           2 3 4; ; ;f bei f her f hei            

   1 2; ;F ber F bei       3 4; .F her F hei     

Вычисление jc  сводится к формулам, которые опубликованы в [6], а 

решение (22) переходит в известное решение для скорости линейно-

неоднородного плоского слоя. 

Итак, формула (22) позволяет проводить расчёты колебаний скорости 

неоднородного кольцевого слоя в цилиндрическом виброрешете. 

Проанализируем численные результаты. Для проведения расчётов при-

 
Рисунок 2 – Зависимости колебаний  
скорости зерновой смеси пшеницы от 
времени для различных r :1,2,3,4 – 

0 0 0; ; ;
2 4

h h
R R R R   . 

Рисунок 3 – Профили скорости  потока 
зерновой смеси пшеницы по толщине 
слоя в различные моменты времени:   

── 0t  ; ····· 
2

t



 ;  – – – t



 . 
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нимаем: * 0,006A  м; 750  кг/м3; 0,3075R  м; 0,01h   м; 

0,77 0,55
k

h


 м/с; 96,9  с-1, что соответствует зерновой смеси пшеницы.  

Результаты компьютерных расчётов по формуле (22) графически пред-

ставлены на рис. 2-3. На рис. 2 показано, что скорости и амплитуды её коле-

баний существенно изменяются с удалением от поверхности виброрешета.  

Распределение скорости по толщине движущегося слоя также меняется 

с течением времени согласно графикам на рис. 3. Изменение профиля скоро-

сти во времени способствует сегрегации зерновой смеси.  

 

 
 

Рисунок 4 – Зависимость      2 2
1 2Am r A A    при различных значениях  :   

── 196,9 ;с   ····· 186,4 ;с    – – – 175,9 .с   

 
На рис. 4 представлены графики изменения амплитуд колебаний скоро-

сти для трёх значений  . Амплитуды колебаний наибольшие у поверхности 
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виброрешета и наименьшие – у свободной поверхности слоя. С увеличением 

  усиливается затухание вибрационного поля по толщине кольцевого слоя 

зерновой смеси. 

 

Выводы. Изложенная теория позволяет проводить параметрический 

анализ влияния различных факторов на скорость потока зерна и её колебания 

в вертикальном цилиндрическом решете. Адекватность математической мо-

дели можно повысить путём идентификации значения коэффициента k  по 

замеренным значениям вибровязкости смеси у свободной поверхности зер-

нового слоя и у поверхности виброрешета.  
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УДК 621.82 
 
О.Б. ПАНАМАРЬОВА, аспірант, НТУ «ХПІ» 
 
УЗАГАЛЬНЕНА МЕТОДИКА РОЗРАХУНКУ 
ТА ПРОЕКТУВАННЯ ГІДРОАГРЕГАТУ 
ЖИВЛЕННЯ ГІДРОСИСТЕМ 

 
Розроблено методику розрахунку і проектування гідроагрегату живлення гідросистем, яка дозво-
ляє покращити показники технічного рівня та підвищити ефективність його експлуатації. 

 
Разработана методика расчета и проектирования гидроагрегата питания гидросистем, позволяю-
щая улучшить показатели технического уровня и повысить эффективность его эксплуатации. 

 
The method of calculation and design of hydraulic power unit of system, which improves the perform-
ance of technical level and efficiency of its operation. 

 
Вступ. Проектування гідроагрегатів живлення гідросистем є складною і 

багатокритеріальною задачею. Перед розробниками ставиться мета 
розв’язання комплексу питань: проектування схемного рішення гідроагрега-
ту живлення, вибору типів, взаємного розташування його елементів-
складників та математичної моделі робочого процесу з визначенням крайо-
вих умов, розрахунку його конструктивних параметрів.  

Технічний рівень і подальший розвиток гідроагрегатів живлення гідро-
систем пов’язано з покращенням його динамічних характеристик. На стадії 
проектування фактором, який підвищує ефективність розрахунку, є викорис-
тання комп’ютерів. Це дозволяє значно скоротити час проектування, форма-
лізувати значну частину розрахункових задач і провести оптимізацію розра-
хункових параметрів гідроагрегату живлення. Для цього необхідно розроби-
ти математичну модель робочого процесу гідроагрегату живлення, яка є ос-
новою для його проектування. 

 
Аналіз останніх досліджень. Проведений огляд літературних джерел 

показав, що більшість розробників приділяє увагу принципам проектування, 
показникам технічного рівня окремих гідроелементів, які входять до складу 
гідроагрегату живлення. Частіш всього, дослідження методів розрахунку ос-
новних параметрів проводиться для насоса, як одного з головних елементів 
гідроагрегату живлення. Але неможливо нехтувати впливом інших гідроеле-
ментів, які входять до складу гідроагрегату живлення, на його вихідні  пара-
метри. 

Дослідженню питань проектування гідроагрегатів живлення гідросистем 
технологічного обладнання і машин присвячено достатньо велика кількість 
робіт таких вчених, як: Т. М. Башти, В. К. Свешнікова, М. С. Гаминіна, 
Ю. А. Данилова, К. Л. Навроцького, Д. М. Попова, Г. А. Авруніна та інших. 
Аналіз літературних джерел дає підставу виділити ряд особливостей, без вра-
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хування яких неможливо отримати гідроагрегат живлення зі значним поліп-
шенням статичних і динамічних характеристик, показників технічного рівня, 
а саме: 

 – нестаціонарних гідродинамічних процесів, які протікають в окремих 
елементах-складниках гідроагрегату живлення і взаємовпливають на його 
власні процеси; 

 – впливу параметрів навантаження виконавчого механізму гідросисте-
ми технологічної машини на кожному переході циклограми роботи на вихід-
ні параметри гідроагрегату живлення; 

 – параметрів робочої рідини, змінних в процесі функціонування гідро-
агрегату живлення (наприклад, газовмісту при розрахунку густини, 
в’язкості); 

 – проведення теплового розрахунку гідроагрегату живлення з ураху-
ванням поелементного теплоутворення і тепловиділення, компонування та 
співвідношення сторін гідравлічного баку; 

 – обґрунтування методів для дослідження математичних моделей гідро-
агрегатів живлення;  

 – багатокритеріальний підхід до питань підвищення показників техніч-
ного рівня гідроагрегату живлення та покращення його динамічних характе-
ристик. 

На підставі проведеного аналізу літературних джерел, можна зробити 
висновок, що відсутня узагальнена методика розрахунку гідроагрегату жив-
лення, яка б об’єднувала існуючі методики розрахунку гідроелементів, тих 
що  входять до його складу. Розглянуті питання в основному базуються на 
лініарізованих математичних моделях, які зазвичай застосовують при роз-
гляданні та аналізу слідкуючих гідроагрегатів. Проте, якщо гідроагрегат жи-
влення  працює циклічно, то параметри змінюються в достатньо великому ді-
апазоні, і застосування лініарізованих математичних моделей стає неправо-
мірним. 

 
Мета статті. Метою даної статті є розробка узагальненої методики роз-

рахунку і проектування гідроагрегату живлення. 
 
Методика розрахунку і проектування гідроагрегату живлення. Роз-

роблено узагальнену методику розрахунку та проектування гідроагрегату 
живлення, структурна схема якої наведена на рис.  ЇЇ подано у вигляді зага-
льної послідовності розрахунку конструктивних та робочих параметрів еле-
ментів гідроагрегату живлення з наступною перевіркою динамічних власти-
востей та показників технічного рівня. Розроблена методика містить вихідні 
дані та усі операції, які необхідно виконати в процесі розрахунку та проекту-
вання, з вказанням взаємозв’язки між ними. 

На першому етапі проводять аналіз схемних рішень гідроагрегату жив-
лення гідросистеми машини, визначають його схемну реалізацію, обирають 
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типи насоса, розподільчої та регулюючої апаратури, розміри трубопроводів. 
Це виконують згідно методики, яка наведена в роботі [1] та ін. 

На другому етапі проводять попередній розрахунок робочих параметрів 
насоса, запобіжного клапана з осциляцією, гідророзподільника, дільника по-
току, гасителя пульсацій, гідрозамку, трубопроводу, визначають тип робочої 
рідини і її робочі параметри (густину, газовміст) [2]. Враховують, що усі еле-
менти гідроагрегату живлення повинні мати стандартні з’єднувальні розміри 
та працювати у визначеному діапазоні тиску. Виконують аналіз вимог щодо 
статичних та динамічних характеристик елементів гідроагрегату живлення. 
При проведені цього етапу використовують дані, отримані при аналітичних 
дослідженнях параметрів гідроагрегату живлення, які більш детально описані 
в статі [3]. 

Також, під час виконання цього етапу визначають межу квазістаціонар-
ності гідродинамічних процесів, що враховують при обчисленні коефіцієнтів 
витрат та втрат, гідравлічного опору, сил тертя.  

На третьому етапі проводять розрахунок статичних та динамічних хара-
ктеристик гідроагрегату живлення [3], використовуючи математичні моделі 
робочих процесів насоса, запобіжного клапана з осциляцією, гідророзподіль-
ника, гідрозамку, дільника потоку, гасителя пульсацій, трубопроводів, вико-
навчих механізмів (ці математичні моделі більш детально розглянуті в стат-
тях [4, 5]), та їх відповідність заданим. Виконують вибір гідравлічного баку, 
проводять тепловий розрахунок гідроагрегату живлення. Якщо отримані ре-
зультати розрахунків не задовольняють заданим умовам, то корегують конс-
труктивні та робочі параметри гідроагрегату живлення.  

На четвертому етапі, користуючись математичною моделлю робочого 
процесу гідроагрегату живлення, проводять оптимізацію його конструктив-
них і робочих параметрів. 

П’ятий етап передбачає перевірку вимог щодо статичних і динамічних 
характеристик гідроагрегату живлення, показників його технічного рівня. 
Також проводять розрахунок надійності та визначають економічну ефектив-
ність гідроагрегату живлення [6]. Відзначимо, що цей крок етапу не вказано 
на схемі. Якщо ці вимоги виконані не в повному обсязі, то повертаються до 
виконання оптимізації параметрів гідроагрегату живлення та проводять її по-
вторно. 

На шостому етапі переходять до розробки схемного рішення гідроагре-
гату живлення[7], креслень його загального вигляду та гідроелементів-
складників, при виконанні вимог попереднього етапу проектування. 

При проектуванні гідроагрегату живлення технологічних машин необ-
хідно враховувати наступні особливості: 

 – для усунення резонансу в гідроагрегаті живлення необхідно, щоб час-
тота власних коливань трубопроводу, яка залежить від тиску в ньому та шви-
дкості робочої рідини в трубопроводі і розраховується за методикою роботи 
[8], не співпадала з частотою вимушених коливань. Для цього необхідно  
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використовувати блочно-модульний монтаж гідроапаратури, а кріплення тру-
бопроводу повинно бути достатньо жорстким; 

 – для запобігання виникнення гідравлічних ударів та руйнування тру-
бопроводів у гідроагрегаті живлення необхідно:  

 не допускати великих швидкостей робочої рідини в трубопроводах 
та з’єднувальних каналах;  

 обмежити час спрацювання розподільчих пристроїв;  
 з урахуванням часу спрацювання розподільчих пристроїв вибирати 

відповідну довжину каналу чи трубопроводу;  
 встановлювати у гідроагрегаті живлення  гасителі пульсацій тиску. 

 
Висновки. Розроблено узагальнену інженерну методику розрахунку та 

проектування гідроагрегату живлення, яка суттєво доповнює існуючі та, на 
відміну від них, враховує змінні характеристики робочої рідини, нестаціона-
рні гідродинамічні процеси в гідроапаратах, які входять до складу гідроагре-
гату живлення, що дозволяє отримати його робочі характеристики, адекватні 
натурному зразку. Завдяки чому покращуються показники його технічного 
рівня та підвищується ефективність експлуатації. Розроблена методика до-
зволяє прискорити створення і впровадження нових і модернізованих зразків 
гідроагрегату живлення. 
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МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ ГІДРАВЛІЧНО  
РОЗВАНТАЖЕНОГО КЕРУЮЧОГО КЛАПАНА  
ДЛЯ ДИЗЕЛЬНОЇ ПАЛИВНОЇ АПАРАТУРИ 

 
Показано, що при роботі “гідравлічно врівноваженого” грибкового клапана виникає діюча на 
нього неврівноважена додаткова гідравлічна сила. Для розрахунку додаткової гідравлічної сили 
запропонований метод визначення значення тиску, що діє в каналі між клапаном і його сідлом. 
Розроблено конструкцію “розвантаженого” клапана. 

 
Показано, что при работе “гидравлически уравновешенного” грибкового клапана возникает дей-
ствующая на него неуравновешенная дополнительная гидравлическая сила. Для расчета допол-
нительной гидравлической силы предложен метод определения значения давления, действующе-
го в канале между клапаном и его седлом. Разработана конструкция “разгруженного” клапана. 

 
It is shown that when using "hydraulically balanced" arises fungal valve acting on it more unbalanced 
hydraulic force. For the calculation of additional hydraulic force proposed a method for determining the 
value of the pressure of the live in the channel between the valve and its seat. The design "unloaded" 
valve. 

 
Вступ. Швидкодіючий керуючий клапан є найбільш складним елемен-

том насос-форсунок і ПНВТ паливної апаратури (ПА) з електромагнітним 
керуванням подачею палива дизелів [1]. Найчастіше, при розробці такої ПА 
дослідники зіштовхуються із проблемою недостатнього зусилля електромаг-
ніта для закриття керуючого клапана. Причому, як правило, форсування еле-
ктромагніта по силі струму не дає позитивного результату. 

 
Постановка задачі. На наш по-

гляд, проблема полягає у використанні 
як керуючого клапану “грибкової” 
конструкції, зображеного на рис. 1. 
Уважається, що такий клапан гідравлі-
чно врівноважений від сил тиску пали-
ва [1]. Однак, це не цілком так. 

Неврівноваженість виникає після 
відкриття клапана й викликана впливом 
змінного тиску на горизонтальну прое-
кцію площі бічної поверхні конуса кла-
пана, рівну площі фаски сідла (у вигля-
ді кільця): 

2 2
max

4кол
d d

F 


 .      (1) 

 
 

Рисунок 1 – Грибковий клапан. 
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Очевидно, що максимальний діаметр фаски сідла клапана 

max 2 sind d L   , і тоді 

   2 2 2 24 sin 4 sin sin sin
4колF d Ld L d L d L
           ,  (2) 

де L  – ширина фаски запірного конуса,   – кут фаски запірного конуса, d  
– діаметр напрямного клапана. 

Прийнявши, що l  – поточна незалежна координата (поточна ширина 
фаски), можна записати зміну площі кільця по координаті l: 

 sin sinF l d l    .     (3) 

На зазначену змінну площу діє змінний тиск, що створює додаткову гід-
равлічну силу. Її можна визначити в такий спосіб: 

 0
0

sign( )
колF

P x p p dF  .     (4) 

Тут p  – тиск, що діє в каналі, x  – поточний хід клапана. Функція 

 sign x  означає, що дія сили має місце тільки при піднятому клапані. 

Для переходу до інтеграла по незалежній змінній l  продиференцюємо 
вираз (3): 

 sin 2 sin
dF

d l
dl

    .     (5) 

Тоді вираз (4) перетвориться до виду: 

  0
0

sign( ) sin 2 sin
L

P x p p d l dl       .   (6) 

Для обчислення інтеграла (6) необхідно визначити закон розподілу тис-
ку по незалежній координаті l у каналі між клапаном і його сідлом, тобто 
знайти функцію ( )p f l . 

Безсумнівно, що для оцінки розподілу тиску палива в каналі прохідного 
перетину клапана необхідно розглядати ламінарний двовимірний плин ріди-
ни в щілині, що розширюється, з урахуванням прикордонного шару [1]. Але 
для інженерних гідродинамічних розрахунків у першому наближенні можна 
прийняти, що зміна тиску підкоряється лінійному закону 

0 2 0( )p p A p p l   , де A  – коефіцієнт пропорційності (якась константа). 

Підставимо прийнятий закон ( )p f l  у вираз (6) та знайдемо отрима-

ний визначений інтеграл аналітичним методом: 
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  0 2 0 0 2 0
0

2 2
2 0

0 0

sign( ) sin ( ) 2 sin ( )

2
sin 2sin sign( ) ( ) sin sin sign( ).

2 3

L

L L

P x p A p p l p d l dl A p p

d
d ldl l dl x A p p l l x

   

    

         

            



 
   (7) 

Приклад розрахунку додаткової гідравлічної сили за виразом (7) у кла-
пані діаметром 10d   мм при тиску 2 100p   МПа й підйомі 0,25x   мм 

залежно від довжини каналу (фаски) L  і кута запірного конуса α наведений 
на рис. 2. Як видно з рисунка, ця сила має значну величину, порівнянну, а в 
деяких випадках перевищуючу силу електромагніта, що й викликає пору-
шення нормальної роботи вузла. 

Більш точно закон зміни тиску в каналі прохідного перетину грибкового 
клапана можна визначити виходячи з наступних міркувань. 

 

 
 

Рисунок 2 – Додаткова гідравлічна сила. 
 

Математична модель. Вважаємо, що додаткова гідравлічна сила ви-
значається як: 

 0  
0

+ sign( )
колF

трP p p dF P x
 
  
 
 
 .    (8) 

 трP  – сила, що виникає в результаті дії дотичних напружень грузлого тертя 

на поверхню запірного конуса грибка клапана. 

Зневажаючи гідравлічним напором запишемо закон Бернуллі для прохі-
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дного перетину каналу [2]: 
2
2

2 2

v
p p h


    .      (9) 

Тут p  й 2p  – відповідно тиск палива в каналі й у порожнині клапана 

(потенційна енергія системи), див. рис. 1; 2
2 2v  – кінетична енергія системи 

(динамічний напір); h  – сумарні втрати енергії (напору), пов'язані з пере-

тіканням палива в каналі. 
Виходячи із принципу лінійної суперпозиції, розглянемо визначення 

складових рівняння (9) окремо. 
1. Вважаємо, що масова витрата палива через канал між клапаном і сід-

лом і далі до виходу із цього каналу не змінюється ( m const  ), і визначаєть-
ся мінімальною площею його прохідного перетину minf : 

 min 2 2 02m f p p   .     (10) 

Внаслідок стискальності палива, що має місце, його об'ємна витрата по 
довжині каналу змінна і визначається поточним значенням щільності палива: 

m
Q





.       (11) 

Тоді, з огляду на те, що v Q f , де f  – поточна по довжині площа 

прохідного перетину клапана, можемо записати: 
2 2

2 2 22 2 2 2

v Q Qm Qm

f f f

  


  
 

.     (12) 

Зміна об'ємної витрати по довжині каналу пов'язана зі зміною тиску рів-
нянням: 

сж
dQ dp

Q
dl dl

 ,      (13) 

звідки 

сж
dQ

dp
Q

 .       (14) 

Тут сж  – коефіцієнт стискальності палива. 

Рішенням отриманого диференціального рівняння (14) є залежність: 

1
сж сжp C pQ e C e   .      (15) 

Константа інтегрування 1C  визначається з умов на вході в канал, де 

тиск p  2p , а щільність 2   з рівняння (11). При цьому: 

2
2

1
сж p

m m

Q C e
  

 
,      (16) 

або 
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2
1

2
сж p

m
C

e



.      (17) 

З урахуванням отриманого рішення (17) і формули (10) для визначення 
m  вираз (12) запишеться у вигляді: 

       2 2

22 22
min 2 2 0 2 min

2 02
2

2

2 2
сж сжp p p pf p p fv

e p p e
ff

   


   
   

 
.   (18) 

В отриманому виразі множник  2сж p pe   по фізичному змісті є виправ-
ленням на зміну кінетичної енергії системи внаслідок стискальності реальної 
рідини. Для дизельного палива в розглянутих умовах коефіцієнт стискально-

сті має величину -12800 10сж   Па-1. При діючих тисках 2 100p   МПа й 

0, 25p   МПа, значення цього множника складе величину  2 0,92сж p pe   , 

що відповідає помилці 8% при обчисленні динамічного напору рідини без 
обліку її стискальності.  

Множник  2сж p pe   може бути розкладений у степеневий ряд 
     2 22

2 21 4 ...сж p p
сж сжe p p p p         , а через малість величини 

показника ступеня, в увагу можуть бути прийняті тільки перші два члени 
цього ряду. У такий спосіб: 

   2
21сж p p

сжe p p     .     (19) 

З урахуванням вищевикладеного, зміна тиску в каналі внаслідок перехо-
ду гідростатичного напору в динамічний описується виразом: 

 

 

2
2 min

2 0

2 2
2 min

2 01

f p pf
p p

f p pf





   
  
   
 

.    (20) 

Поточна по довжині площа прохідного перетину клапана f визначається 
з геометрії клапана: 

 2 sin sin cos sinf d l x x       .   (21) 

При 0l   маємо  min sin cos sinf f d x x       – мінімальну 

площу прохідного перетину каналу.  
2. Сумарні енергетичні втрати (втрати напору) у каналі можуть бути ви-

значені в такий спосіб [2]: 

вх диф lh h h h       ,      (22) 

де вхh  – втрати напору на вході в канал (раптове звуження), дифh  – втрати, 

викликані дифузорністю прохідного перетину, lh  – втрати напору в потоці 
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палива по довжині каналу. 
Якщо зневажити першою ( вхh ) і другою ( дифh ) складовими виразу 

(22) через їхню малість, то 

lh h   .      (23) 

Коректність такого спрощення обґрунтовується залежністю вхh  й 

дифh  від швидкості потоку [2], що у розглянутих перетинах невелика, і, крім 

того, також мало виражена дифузорність каналу (кут конуса дифузора стано-
вить приблизно 4º). 

У вузькій щілині каналу між клапаном і сідлом має місце ламінарна те-
чія [3, 4], а значить втрати напору по довжині: 

2

2l
l v

h
H

  ,      (24) 

де 24 Re   – коефіцієнт опору руху грузлої рідини в щілині між площина-

ми [4, стор. 380], sinH x    – висота каналу, Re  – число Рейнольдса. 
У свою чергу, Re vH  , де υ - коефіцієнт кінематичної в'язкості ріди-

ни. В'язкість палива залежить від тиску. Цю залежність можна представити 
виразом [5]: 

  0 01 p p     ,      (25) 

де 0  – коефіцієнт кінематичної в'язкості при атмосферному тиску, 

0,001   – коефіцієнт пропорційності [5]. 
Для спрощення наступних виразів із достатньою точністю можна при-

йняти, що в каналі паливо має середню в'язкість, яка характеризується по-
стійним усередненим коефіцієнтом кінематичної в'язкості: 

 0 2 01
2cp p p
 
    

 
.     (26) 

Тоді вираз (24) можна записати у вигляді: 
2

2 2

24 12

sin sin 2 sin

cp cp
l

l vl v
h

vx x x

  
  

   .    (27) 

Оскільки, як було показано вище, з урахуванням стискальності швид-
кість потоку в довільному перетині каналу (виходячи з рівнянь (18) і (19)) 
має вигляд: 

 

 

2 0
min

2
2 min

2 0

2

1 сж

p pf
v

f f
p p

f



 




 
  

 

,    (28) 

то отримуємо остаточний вираз для визначення гідравлічних втрат по дов-
жині каналу: 
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2 0min
2 2 2

2 min
2 0

12 2

sin
1

cp
l

сж

p pf
h h l

fx f
p p

f

  


 




   
 

  
 

.  (29) 

3. Дотичні напруження біля стінки каналу τ0 залежать від в'язкості υ, 
швидкості рідини  , висоти каналу H  і можуть бути визначені за формулою 
[3, стор. 31]: 

0

8 cp v

H

 
  .      (30) 

Після підстановки наведених вище виразів для швидкості потоку   (28) 
і висоти каналу H  (24) отримаємо: 

 

 

2 0min
0 2

2 min
2 0

8 2

sin
1

cp

сж

p pf

x f f p pf

  



 




   
 

.   (31) 

Сила тертя, викликана дією дотичних напружень на площу бічної пове-
рхні усіченого конуса грибка клапана й спрямована уздовж цієї поверхні, до-
рівнює: 

0
0 sin

кол
тр бок

FP S     .      (32) 

Тут sin
кол

бок
FS   – площа бічної поверхні усіченого конуса грибка 

клапана, 0  – середнє по довжині каналу значення дотичних напружень. 

Піднімальною ж є вертикальна проекція цієї сили: 
cosтр трP P  .      (33) 

З огляду на це, з виразів (32) і (33) отримуємо рівняння для сили трP , 

яка входить у вираз (8): 

0 ctgтр колP F  .             (34) 

Таким чином, можна ввести величину умовного середнього тиску в ка-
налі, викликаного грузлим тертям, рівну: 

0ctgтр
тр

кол

P
p

F
   ,     (35) 

а з обліком (31) перейти від середніх до діючих величин: 

 

 

2 0min
0 2 2

2 min
2 0

8 cos 2
ctg

sin
1

cp
тр

сж

p pf
p

fx f p pf

   
 

  


 

   
 

.      (36) 

З огляду на отримані вирази (28), (34) і (36), вираз (8) можна записати у 



 201

вигляді: 

 0
0

sign( )
F

трP x p p p dF   .    (37) 

Скориставшись виразами (20), (29) і (36), зміну поточного тиску, з ура-
хуванням дії дотичних напружень, по довжині каналу можна визначити в та-
кий спосіб: 

 

 

 

 

 

 

 

2
2 min

2 0
min

2 2 2 2
2 min

2 0

2 0 min
2 2

2 min
2 0

2 0
2

2 min
2 0

12
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1

8 cos2
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1

2
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1
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сж

cp

сж

сж

f p pf f
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  (38) 

 

 
 

Рисунок 3 – Розподіл тиску в каналі клапана. 
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Аналіз отриманих результатів. Аналіз виразу (38) показує, що р є фу-
нкцією 8-ми змінних, серед яких основні l ,   і x . Причому, у цьому випад-
ку l  може інтерпретуватися і як поточна координата по довжині каналу, і як 
повна довжина фаски. Також, легко помітити, що при відсутності в'язкості 
вираз (38) приймає вид виразу (20). 

Залежність розподілу тиску по довжині каналу від ходу клапана діамет-
ром 10d   мм при тиску в клапані 2 100p   МПа, куті запірного конуса 

45    і в'язкості палива 6   мм2/с наведена на рис. 3. Результати розра-
хунку показують, що величина тиску по довжині каналу залежить від підйо-
му клапана, тобто ширини щілини в прохідному перетині. Особливо істотно 
це проявляється при малих значеннях x  – менш 0,015 мм. Такий факт має 
тривіальне пояснення – вплив в'язкості палива.  

Розподіл тиску в каналі між сідлом і клапаном при його підйомі 
0,25x  мм наведено на рис. 4. Розрахунок виконаний при умовах, наведе-

них вище. Аналіз результатів цього розрахунку показує, що дійсний закон 
зміни тиску в каналі значно відрізняється від прийнятого в першому набли-
женні лінійного закону. Різниця між кривими, отриманими по формулах (20) 
і (9) – втрати напору по довжині каналу – становить близько 30% від отрима-
ного значення тиску. У той же час, величина умовного тиску тертя трp  ста-

новить близько 1% від отриманого результату, що проілюстровано на рис. 5. 
Таким чином, у принципі, при проведенні інженерних розрахунків досліджу-
ваного вузла, цю складову – трp  – можна не враховувати. 

Рівняння (37) з урахуванням рівнянь (38) і (5) може бути вирішене ана-
літично. Однак, через громіздкість одержуваних виразів рішення простіше 
застосувати чисельне інтегрування цього рівняння з малим кроком по неза-
лежній координаті l . 

Приклад розрахунку додаткової гідравлічної сили за формулами (7), 
(37), (38) у клапані діаметром 10d   мм при тиску 2 100p   МПа, в'язкості 

палива 6   мм2/с і підйомі клапана 0,25x   мм залежно від довжини ка-

налу (фаски) l  і кута запірного конуса α наведений на рис. 2. Розрахунок ви-
конаний чисельним методом трапецій із кроком інтегрування 0,01l   мм. 

Як видно із зіставлення даних на рис. 2, значення сили, отримані за виразом 
(7), є завищеними в порівнянні зі значеннями, отриманими з використанням 
рівняння (38). Однак у діапазоні малих L  відрізняються незначно. Виходячи 
з отриманих результатів, можна укласти, що відповідно до логічного закону 
достатньої підстави при виконанні інженерних гідродинамічних розрахунків 
можна користуватися більше простою формулою (7), яка дає трохи завищені 
значення. 
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Рисунок 4 – Розподіл тиску в каналі клапана при x  = 0,25 мм. 

 

 
Рисунок 5 – Розподіл умовного тиску тертя в каналі при x  = 0,25 мм. 

 
Окремий вплив L  й   на силу P  проілюстроване на рис. 6. Розраху-

нок виконаний при тих же вихідних даних. З рисунка видно, що збільшення 
як довжини каналу L  так і кута запірного конуса   приводить до значного 
зростання додаткової гідравлічної сили. І, навпаки, для зменшення впливу ці-
єї сили у вузлі варто прагнути до зменшення кута й довжини фаски клапана.  
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Рисунок 6 – Залежність додаткової гідравлічної сили від довжини фаски. 

 
“Граничні” конструкції керуючого клапана, засновані на отриманих ана-

літичних виводах, наведені на рис. 7. Природно, ці конструкції є непрацезда-
тними. Так, конструкція на рис. 7,а має загублений хід клапана й не забезпе-
чує надійного ущільнення при посадці. Конструкція клапана на рис. 7,б буде 
мати знос гострої запірної кромки сідла й значний знос бічної поверхні кону-
са клапана, що призведе до втрати його гідрощільності в закритому стані.  

 

   
а) 0    б) 0l   

Рисунок 7 – “Граничні” конструкції клапана. 
Рисунок 8 – Конструк-
ція “розвантаженого” 

клапана. 
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Альтернативою є конструкція клапана, наведена на рис. 8. Його особли-
вості: наявність циліндричного ущільнюючого пояска під конусом клапана, 
що створює умову 0L   й, отже, 0колF  , а кут фаски 45º забезпечує доста-

тню гідрощільність у закритому стані. Причому, циліндричний поясок пови-
нен мати малу висоту (до чверті ходу клапана) для мінімізації втрат ходу 
клапана при його відкритті. Зменшення ж мінімальної площі прохідного пе-
ретину, що має місце при цьому, можна компенсувати незначним збільшен-
ням діаметра клапана. 

Таким чином, використання керуючого клапана описаної конструкції в 
ТА з електромагнітним керуванням дозволить значно зменшити гідравлічну 
силу, що діє на запірний конус при відкритому клапані, що забезпечить пра-
цездатність вузла при невисоких значеннях сили електромагніта. 

 
Висновки. 
1. При відриві від сідла “гідравлічно врівноваженого” грибкового кла-

пана виникає діюча на нього додаткова гідравлічна сила. Ця сила є неврівно-
важеною, досягає значної величини й порушує нормальну роботу даного вуз-
ла (перешкоджає закриттю клапана). 

2. Величина цієї додаткової гідравлічної сили залежить від площі запір-
ного конуса, а також від закону розподілу тиску в каналі між конусом клапа-
на й сідлом. Для розрахунку додаткової гідравлічної сили отримані аналітич-
ні залежності закону розподілу тиску, що діє в каналі між сідлом і замикаю-
чим конусом клапана. 

3. Аналіз впливу конструктивних параметрів клапана на величину вини-
каючої в ньому додаткової гідравлічної сили показав, що для її зниження не-
обхідно зменшувати ширину фаски сідла. Запропоновано конструкцію “роз-
вантаженого” клапана, що дозволяє значно знизити вплив додаткової гідрав-
лічної сили. 
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УДК 621.924 
 

О.С. РЕДЧЕНКО, асистент, НТУ «ХПІ» 
 
МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ РУХУ У КРИВИХ ШВИДКІСНИХ 
ПОТЯГІВ З КУЗОВАМИ, ЩО НАХИЛЯЮТЬСЯ 

 
Розроблені математичні моделі, що дозволяють визначити потрібний кут нахилу кузова та дослі-
джувати коливання надресорної будови екіпажу під дією відцентрової сили інерції у кривих. 

 
Разработаны математические модели, которые позволяют определить необходимый угол наклона 
кузова и исследовать колебания надрессорного строения экипажа под действием центробежной 
силы инерции в кривых. 

 
The mathematical models which allow determining necessary tilt angle of the car body and allow inves-
tigating the oscillations of the train over leaf suspension under inertial centrifugal force at the curve. 

 
Вступ та постановка задачі. Державна програма по впровадженню на 

залізницях України швидкісного руху передбачає зростання швидкості паса-
жирських потягів до 200 км/год на лініях загальною протяжністю 2600 км [1]. В 
рамках цієї програми розглядається використання потягів зарубіжного вироб-
ництва з кузовами, що нахиляються. Введення в експлуатацію таких потягів 
дозволяє збільшити швидкість руху на існуючих залізничних лініях, які хара-
ктеризуються великою кількістю кривих малих радіусів, що підтверджується 
позитивним досвідом низки європейських держав [2,3]. В нашій країні досві-
ду проектування та експлуатації таких потягів фактично не має, що, напевне, 
і призвело до відсутності у науково-технічній періодиці робіт, присвячених 
теоретичним дослідженням руху потягів з кузовами, що нахиляються, у кри-
вих ділянках колії.  

Тому, метою даної статті є створення математичних моделей що дозво-
ляють визначити потрібний кут нахилу кузова та досліджувати коливання 
надресорної будови під дією відцентрової сили інерції. 

 
Математична модель для визначення потрібного кута нахилу кузо-

ва та відцентрової сили інерції. Рух екіпажу у кривій характеризується ви-
никненням відцентрової сили інерції, величина якої залежить від швидкості 
руху та радіусу кривої. Вона визначається формулою: 

              2
cF m V R  , (1) 

де m  – маса екіпажу; V  – швидкість руху; R – радіус кривої. 
Для зменшення її впливу на екіпаж у кривих зовнішню рейку встанов-

люють із підвищенням відносно внутрішньої рейки. При організації швидкі-
сного руху на існуючих лініях підвищення зовнішньої рейки стає недостат-
ньо для компенсації дії відцентрової сили інерції. Це призводить до необхід-
ності примусово «довертати» кузов усередину кривої на певний кут,  
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Рисунок 1 – Схема діючих на екіпаж сил при русі у кривій. 
 

що значно розширює діапазон швидкостей руху по кривим малого радіусу. 
Значення цього додаткового кута повороту кузова може бути знайдено із на-
ступних міркувань (див. рис. 1). 

Кузов вагона при русі по кривій повернутий на певний кут усередину 
кривої. Цей кут представляє собою суму кутів від підвищення зовнішньої 
рейки –   та додаткового кута повороту кузова –  . Повна компенсація від-

центрової сили інерції настане при рівності проекцій відцентрової сили інер-
ції і сили тяжіння на вісь, паралельну площині підлоги вагона: 

Підставляючи (1) у (2), та враховуючи, що ТF m g  , де g  – приско-

рення вільного падіння, отримаємо: 

Далі із (3) отримуємо вираз для додаткового кута нахилу кузова: 

Як видно на рис. 1, величина кута підвищення зовнішньої рейки скла-
дає: 

де ch  – підвищення зовнішньої рейки; 2S  – ширина колії по кругам катання. 

У кривих улаштування шляху має три характерні ділянки: вхід – рух екі-
пажу по першій перехідній кривій зі змінним радіусом, який зменшується від 
безкінечного до радіусу R  кругової кривої; рух екіпажу по круговій кривій із 

                sincos Tc FF . (2) 

             2 cos sinm V R m g          . (3) 

          2arctan ( )V R g    . (4) 

         arctan 2ch S  , (5) 

Fc·cos(α+β) 

FТ·sin(α+β) 

FT 

Fc 

α 

β 

hc 

2S 

α 
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постійним радіусом; вихід – рух екіпажу по другій перехідній кривій зі змін-
ним радіусом, який збільшується від радіусу R  кругової кривої до нескінче-
ності. Розбивка перехідних кривих виконується по радіоідальній спіралі. 

При русі у кривій змінюється і величина підвищення зовнішньої рейки. 
Так, при вході у криву ця величина змінюється від нуля до підвищення ch  у 

круговій кривій. При виході – плавно зменшується від значення ch  до нуля. 

У перехідній кривій величина миттєвого радіусу визначається форму-
лою: 

де tA R L   – параметр кривої, tL  – довжина перехідної кривої,  tL t  – по-

точна координата екіпажа у перехідній кривій. 
Після диференціювання по часу виразів (4) і (6) отримаємо: 

Величина /d dt  являє собою швидкість зміни кута підвищення зовні-
шньої рейки при русі по перехідній кривій і може бути визначена наступним 
чином. 

Час руху по перехідній кривій становитиме /t tt L V . При цьому швид-

кість зміни величини підвищення дорівнюватиме /h c tV h t . Таким чином, 

отримаємо: 

Замінюючи у виразі (9) ch  величиною кута підвищення (5), маємо: 

Об’єднуючи (1), (7), (8) і (10), та враховуючи, що /tdL dt V , оскільки 
швидкість руху постійна, отримаємо систему алгебро-диференційних рів-
нянь, що встановлюють зв’язок між координатою потяга у кривій, величи-
ною миттєвого радіуса, кутом підвищення зовнішньої рейки та кутом додат-
кового нахилу кузова. Також ця система рівнянь дозволяє визначити миттєві 
значення відцентрової сили інерції, що діє на екіпаж. 

Слід зауважити, що система рівнянь (11) відповідає руху потяга по пер-
шій перехідній кривій. При русі потяга по круговій кривій величини радіусу 
кривої, підвищення зовнішньої рейки та додаткового кута нахилу кузова ва-

              tr t А L t , (6) 
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гона матимуть незмінні значення. Тому праві частини відповідних виразів 
будуть дорівнювати нулю. При русі по другій перехідній кривій структура 
системи рівнянь (11) не зміниться. Відмінність полягатиме тільки у знаках 
правих частин виразів радіусу кривої та підвищення зовнішньої рейки. 

 

Математична модель для опису коливань кузова. Як показує практи-
ка проектування і експлуатації потягів з кузовами, що нахиляються, повна 
компенсація відцентрової сили інерції є небажаною з точки зору негативного 
впливу на самопочуття пасажирів [4]. Тому, у більшості випадків ступінь 
компенсації обмежується величиною 0,7…0,75 від повної компенсації. Наяв-
ність некомпенсованої відцентрової сили інерції призводить до деформації 
елементів ресорного підвішування та поперечних зв’язків екіпажа. 

Для встановлення зв’язку між величиною відцентрової сили інерції і де-
формаціями пружних елементів екіпажної частини використовується розра-
хункова схема, яка приведена на рис. 2. Прийнята розрахункова схема має 
чотири ступені свободи: поперечне переміщення кузова ky , поперечне пере-

міщення рами візка ty , повороти кузова k  і рами візка t  навколо вісі, що 

проходить через їх центри мас. 
Побудова математичної моделі базується на наступних допущеннях 

[5,6]: 
− система, що розглядається, складається із абсолютно жорстких тіл, які 

з’єднані пружними елементами, паралельно до яких включені гасителі коливань; 
− у коливаннях приймають участь половина маси кузова і маса візка; 
− коливання по всім ступеням свободи розглядаються як малі; 
− нерівності шляху у плані і вертикальні нерівності не розглядаються. 
У якості вихідних обрані рівняння Лагранжа другого порядку [7]. 
Кінетична енергія системи: 

                

 
 

 
 

 

2

2

4
2

2 2

2

;

arctan
2

;

;

;

1

.

t

c

t

t

c

dL
V

dt
h

V
d S

dt L

R L Vdr

dt L t

V dr dtd d

dt dt V
g r t

g r t

m V
F

r t



 



   
 

 
 

  
 

     




 

(11) 

          2 2 2 21 2 1 2 1 2 1 2k k k k t t t tT m y J m y J               , (12) 



 210

де km , kJ  – половина маси і моменту інерції кузова, tm , tJ  – маса і момент 
інерції візка. 

 

 
 

Рисунок 2 – Розрахункова схема. 
 

Потенційна енергія системи: 

де tzk , kzk  – коефіцієнти жорсткості ресорного підвішування першої та дру-

гої ступені; tyk , kyk  – коефіцієнти жорсткості поперечних зв’язків екіпажу; 

1h  – відстань від центра мас кузова до вісі поперечних зв’язків кузова; 2h  – 
відстань від центра мас візка до поперечних зв’язків візка; 3h  – відстань від 
центра мас візка до вісі поперечних зв’язків кузова; a  – відстань від верти-
кальної вісі кузова до вісі ресорного підвішування першої ступені; b  – від-
стань від вісі кузова до вісі ресорного підвішування другої ступені. 

Оскільки гасителі коливань включені паралельно пружним елементам, 
вираз дисипативної енергії має вигляд: 

де tz , kz  – коефіцієнти демпфування ресорного підвішування першої та 
другої ступені; ty , ky  – коефіцієнти демпфування поперечних зв’язків екіпа-

жу. 

     
   

   

2 2
2 1 3

2 2

1 2 2 1 2 2

1 2 2 1 2 2 ,

ty t t ky k t k t

tz t kz k t

П k y h k y y h h

k a k b a

  

  

               

           
 (13) 

     
   

   

2 2

2 1 3

2 2

1 2 2 1 2 2

1 2 2 1 2 2 ,

ty t t ky k t k t

tz t kz k t

Ф y h y y h h

a b a

    

    

               

           

    

  
 (14) 

y 

h1 

h3 

h2 

mk, Jk b

θk 

Fct 

yk 

θt yt 

a 

mt, Jt 

βkz    kkz kky βky 

βtz    ktz 

kty 

βty 

Центр мас 
кузова

Центр мас 
візка

Fck 

z 



 211

Після виконання необхідних операцій диференціювання згідно вихідних 
рівнянь, отримаємо у розгорнутому вигляді систему рівнянь, яка дозволить 
визначити деформації пружних елементів екіпажної частини під дією непо-
гашеної відцентрової сили інерції при русі по кривій: 

Об’єднуючи систему рівнянь (15) з системою (11), отримаємо матема-
тичну модель, що описує поведінку екіпажної частини при русі у кривій і 
встановлює зв'язок між параметрами шляху, величиною непогашеної відцен-
трової сили інерції і деформаціями пружних елементів екіпажної частини. 

 
Висновки. Отримано математичні моделі, які дозволяють визначати по-

трібний кут нахилу кузова та досліджувати коливання надресорної будови 
під дією відцентрової сили інерції. Отримано об’єднану математичну модель 
що встановлює зв'язок між величиною відцентрової сили інерції, переміщен-
нями елементів екіпажної частини, параметрами шляху та рухомого складу. 
Ця модель може бути використана при виборі параметрів систем електроме-
ханічного перетворення енергії для випробувальних каткових стендів. 

 
Список літератури: 1. Корниенко В.В., Омельяненко В.И. Высокоскоростной электрический 
транспорт. Мировой опыт. – Харьков, НТУ «ХПИ», 2007. – 159 с. 2. Омельяненко В.И., Кривякин 
Г.В., Якунин Д.И., Редченко Е.С. Поезда с наклоняемыми кузовами для скоростного пассажирс-
кого движения.//Локомотив-информ. – 2008. - №5. – С.12-17. 3. Persson R. Tilting trains. Descrip-
tion and analysis of the present situation. Literature study. – Stockholm, KTH. – 2006. – 94 p. 4. 
Forstberg J. Ride comfort and motion sickness in tilting trains: Doctoral thesis. – Stockholm, KTH. – 
2000. – p. 5. Маслиев В.Г., Ананьев А.Д. Математическая модель движения по рельсовому пути 
колесно-моторного блока с упругим опорно-центровым приводом // Вестник ХПИ. Локомотиво-
строение. – Харьков, 1997. – №134., Вып.3. – С.8-13. 6. Блейхер А.И., Куценко С.М. неустановив-
шееся движение локомотива в кривой с неровностями в плане // Вестник ХПИ. Локомотивостро-
ение. – Харьков, 1972. – №65., Вып.2. – С.12-24. 7. Николаи Е.Л. Теоретическая механика. Часть 
вторая. – М.: ГИТТЛ, 1950. – 484с. 

 
Надійшла до редколегії 15.12.11 

            

 

 
   

   

1 3

1 3

2 1 3

2 1 3

1 3

2

2 ;
( )

2 2

2 2 ;
( )

2

k k ky k t k t

k
ky k t k t

t t ty t t ky k t k t

t
ty t t ky k t k t

k k ky k t k

m y k y y h h

m V
y y h h

r t

m y k y h k y y h h

m V
y h y y h h

r t

I k y y h h

 

  

  

    

 

         


        

              


             

       



  



    

    
   

   
   

1

1 3 1

2 2 1 3 3

2
2 2

1

2

2 2 0;

2 2

2 2 2

2

t kz k t

ky k t k t kz k t

t t ty t t ky k t k t

tz t kz k t ty t t

ky k t

h k b a b

y y h h h b a b

I k y h h k y y h h h

k a k b a a y h h

y y h

  

     

   

    



         

                

                

                 

    

    




  
 

2
3 3 2

2 0.

k t tz t

kz k t

h h a

b a a

   

  




















        

       

  

 

 

 

(15) 



 212

УДК 621.91 
 
М.С. СТЕПАНОВ, д-р техн. наук, проф., НТУ «ХПИ»; 
С.М. ШЕВЧЕНКО, ассистент, НТУ «ХПИ» 
 
МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ СИЛЫ РЕЗАНИЯ 
ПРИ ШЛИФОВАНИИ В РАЗЛИЧНЫХ УСЛОВИЯХ 
 

У статті проведено аналіз існуючих математичних залежностей для визначення сили різання у 
різних умовах шліфування. Отримано математичну модель сили різання круглого зовнішнього 
шліфування периферією кола. 
 
В статье проведен анализ существующих математических зависимостей для определения силы 
резания при разных условиях шлифования. Получена математическая модель силы резания круг-
лого наружного шлифования периферией круга. 
 
In the article the analysis of mathematical dependences is conducted for opreleniya force of cutting at 
different terms of polishing. The mathematical model of force of cutting of the round outward polishing 
of periphery circle is got. 

 
Вступление. Значение действующей при шлифовании силы резания яв-

ляется важнейшей характеристикой процесса обработки. От нее зависят ус-

ловия работы станка, инструмента и уровень точности получаемой детали. В 

настоящее время существует достаточно большое количество схем шлифова-

ния [1]. Определение силы резания в каждом конкретном случае требует при-

влечения значительных дополнительных ресурсов.  

 
Анализ математических моделей. Можно выделить несколько подхо-

дов для определения силы резания при разных условиях шлифования. Пер-
вый, при котором в результате проведения эксперимента и его обработки по-
лучают зависимость вида [2], приводит к уравнению регрессии 

x y z
z p з прP C V S t          (1) 

где , , ,pC x y z  – постоянные эмпирические коэффициенты , ,з прV S t  – режим-

ные параметры обработки. 
Известны более сложные зависимости для определения составляющих 

силы резания, которые могут учитывать и ряд других параметров [3]: 
1 11 1 1

. .
x y z

z p з пр п пр п вр сожk kP C V S t V H z k            (2) 

где врV  – врезная подача; .пр пS  и .пр пt  – скорость продольной подачи и глу-

бина правки; kН  и kz  – параметры, характеризующие шлифовальный круг; 

сожk  – коэффициент, учитывающий давление подачи смазывающе-

охлаждающей жидкости (СОЖ) в зону резания. 
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Второй подход предполагает определение составляющей силы резания 
расчетным путем (с учетом экспериментального определения эффективной 
мощности шлифования) и имеет целью определения зависимости вида [4]: 

эф
z

k

N
P

V
 ,           (3) 

где kV  – скорость шлифовального круга. 

Эффективную мощность шлифования определяют для различных усло-
вий обработки по формуле [5]: 

yr x q
эф N з зN C V t S d     ,     (4) 

где зd  и зV  – диаметр, и скорость заготовки, а , , , ,NС r x y q  – эмпирические 

коэффициенты. 
При третьем подходе составляющую силы резания определяют, основы-

ваясь на производительности обработки. В качестве примера можно привес-
ти известную математическую модель силы резания, учитывающую номи-
нальную производительность 0Q , жесткость технологической системы C , 

удельную интенсивность съема   [6]: 

0

( ) /
Ш

z
дет д

К Q
P

l V C



 

,      (5) 

где шК  – коэффициент шлифования. 

Четвертый подход предполагает учет силы резания от единичного зерна 
с дальнейшим переходом к массовому резанию всеми зернами, расположен-
ными в пределах площади контакта инструмента и заготовки. 

Для определения силы резания, создаваемой единичным зерном, извест-
ны ряд моделей, которые учитывают параметры зерна, свойства обрабаты-
ваемого материала и так далее. 

Среди них можно выделить модель С.Н. Корчака [7], которая предпола-
гает находить тангенциальную составляющую силы резания zР  сложением 

двух сил – тангенциальной силы от напряжений пластического сдвига 
SzP и 

тангенциальной силы от трения металла о заднюю грань 
трzP . 

Математическая запись выше изложенного имеет вид: 

3, 25 cos
0,5

sinS тр

I
z z z з S

I

a
P P P l


 


  

        
 

,     (6) 

где зl  – длина площадки затупления зерна; а  – толщина среза;   – коэффи-

циент трения; S  – касательные напряжения, при которых происходит сдвиг 

в зоне деформации; I  – угол, сформированный плоскостью сдвига, учиты-

вающий трение стружки по передней грани зерна. 
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Известна математическая модель силы микрорезания при скоростном 
шлифовании, учитывающая радиус режущей кромки зерна   и м  – плот-

ность обрабатываемого материала [8]: 

 4 2

2 sin( ) 2 1 sin sin

sin sin cos3 10 2
I S z z S S S
z

S S z z м

a a a
Р

a a V

         
     

         
  

     
. (7) 

Данная зависимость силы микрорезания не учитывает инерционную со-
ставляющую. 

Некоторые модели учитывают действие дополнительных факторов, дей-
ствующих в зоне резания. Например, В.В. Ефимов [9] считает, что фактиче-
ская составляющая силы резания будет меньше ее номинального значения на 
величину гидродинамической силы в контакте, возникающей в результате 
попадания СОЖ. Эту силу можно представить двумя составляющими: гид-
родинамической составляющей силы в контакте поверхности круга с поверх-
ностью заготовки и гидродинамической составляющей силы в контакте зерно 
– материал заготовки: 

2
0 0

0

2
2,45 д k

Г к
R n R

Р V Н
n b c

 



   

        
.         (8) 

 

Постановка задачи. Учитывая большое разнообразие схем обработки 
режимов резания, шлифуемых материалов и характеристик инструмента, 
универсальной зависимости для определения силы резания при шлифовании 
не существует. Однако часто бывает, что для обработки известна зависи-
мость для одной схемы шлифования и неизвестна для другой, которую пред-
стоит найти расчётным методом. 

 
Математическая модель. Для определения неизвестной силы резания 

для схемы шлифования 1, с учетом известной силы резания для схемы шли-
фования 2, запишем зависимости для zР .  

Для схемы 1: 

1 1
I I

Z z k pР P S n   ,      (9) 

где I
zP  – составляющая силы микрорезания для схемы 1; 1kS  – площадь 

контакта круга и заготовки для схемы 1; I
pn  – количество контактирующих 

зерен в пределах площади контакта для схемы 1 (на 1 мм2). 
Для схемы 2: 

2 2
II II

Z z k pР P S n   ,      (10) 
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где II
zP  – составляющая силы микрорезания для схемы 2; 2kS  – площадь 

контакта круга и заготовки для схемы 2; II
pn  – количество контактирующих 

зерен в пределах площади контакта для схемы 2 (на 1 мм2). 
Разделим (9) на (10): 

11

2 2

I I
z k pZ
II II

Z z k p

P S nP

P P S n

 


 
       (11) 

и, решая уравнение относительно 1ZP , получим: 

1
1 2

2

II
pkz

Z Z II II
kz p

nSP
P P

SP n
    .         (12) 

Если сила микрорезания и количество контактирующих зерен в преде-
лах площади контакта не зависят от схемы шлифования, то можно записать: 

1
1 2

2

k
Z Z

k

S
P P

S
    или  2

2 1
1

k
Z Z

k

S
P P

S
  .   (13) 

 
Конкретный пример решения задачи. Анализируя формулы (13) мо-

жем сделать вывод, что при обработке шлифованием по различным схемам, 

сила резания будет отличаться в зависимости от величины соотношения 

площадей контакта круга и заготовки. 

Рассмотрим это положение на конкретном примере, сравнив две схемы 

обработки: круглое наружное шлифование с продольной подачей и плоское, 

торцевое шлифование с продольной подачей (рис. 1). 

Подставим в формулу (13) значения сил и площадей зон контакта для 

двух выше приведенных схем шлифования. Площадь зоны контакта для про-

дольного шлифования с учетом длины дуги контакта 2kL  (рис. 1, а). 
 

2 2 2 2( , , ) к з
k k k к з n k

к з

D d t
S L H M V V V H

D d

 
   


,       (14) 

где 2kH  – ширина шлифования. 

Ширину зоны контакта определяем, зная зависимость: 
 

2k k kH K H  ,       (15) 

где kH  – высота шлифовального круга; kK  – коэффициент, определяющий 

долю высоты круга на оборот заготовки. 
 



 216
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Рисунок 1 – Схема определения площади контакта. 

(а – круглое наружное шлифование; б – плоское торцевое шлифование.) 
 
Таким образом, за один оборот заготовки круг переместится вдоль оси 

на расстояние, равное k kK H . За одну минуту круг переместится на величи-

ну: 
1000 k k з

мин п k k
з

K H V
H V К H n

d
  

    


.   (16) 

Разрешая относительно k kК H , можно определить ширину зоны кон-

такта в зависимости от продольной подачи пV   мм/мин : 

2 1000
п з

k k k
з

V d
H K H

V

 
  


,     (17) 

где зd  – диаметр заготовки, мм; зV  – скорость заготовки, м/мин; а ширина 

зоны контакта 2kH , мм. 

Подставляя выражение (17) в формулу (14) получим: 
 

2 2( , , )
1000

з к з
k к з n k

з к з

Vn d D d t
S M V V V H

V D d

   
  

 
.  (18) 

Длина дуги контакта для плоского торцевого шлифования при симмет-
ричном расположении круга и заготовки (рис. 1, б): 
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2

1 2
arcsin 1

2 60

k з з
k

k k

D B V
L

D V

 
    

 
,    (19) 

где зB  – половина ширины обрабатывающей заготовки. 

Ширину шлифования при плоском торцевом шлифовании можно опре-
делить по формуле: 

1 1k k kH K D  . 

За один оборот круга, круг переместится относительно заготовки на ве-
личину 1k kK D ; за минуту это перемещение составит: 

1 1
1

1000 1000k k k k k k
k п

k k

K D V K D V
H V

D D 
     

  
 

.   (20) 

Разрешая относительно 1k kK D , можно определить ширину зоны шли-

фования: 

1 1 1000
п k

k k k
k

V D
H K D

V

  
  


.     (21) 

Ширину зоны контакта при шлифовании торцом круга можно опреде-
лить и по-другому. В данном случае припуск удаляется периферийной его 
частью. При этих условиях тепловой поток, идущий в заготовку, имеет мак-
симальную интенсивность на цилиндрическом пояске шириной 3 – 4 мм. По-
этому это значение можно принять в качестве ширины зоны контакта круга с 
заготовкой. 

Умножая выражение (21) на длину дуги контакта, получим площадь зо-
ны контакта при торцевом шлифовании: 

 

2 2

1 1 1 2
arcsin 1

2000 60

k з з
k k k

k k k

D B VVn
S L H

D V V

 
     


.  (22) 

Таким образом, силу резания 2ZP  для круглого наружного шлифования 

периферией круга получаем через известное выражение (13) для силы реза-
ния 1ZP  при плоском шлифовании торцом круга: 

 

2 1
2

2
2

( , , )

2

arcsin 1
60

k з
k з п з k

k з
Z Z

з з
k

k k

D d t
M V V V d V
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P P

В V
D

D V

 
  


 

 
   

 

.    (23) 

 

Выводы. Проведен анализ существующих математических зависимо-
стей для определения силы резания при разных схемах шлифования. При ис-
пользовании известных математических соотношений для силы резания при 
плоском шлифовании торцом круга, получена формула силы резания для 
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круглого наружного шлифования периферией. 
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УДК 539.3 

 
Е.Г. ЯНЮТИН, д-р техн. наук, проф., ХГУПТ, Харьков; 
С.И. ПОВАЛЯЕВ, канд. техн. наук, доц., ХНАДУ, Харьков 

 
ВОССТАНОВЛЕНИЕ ДИНАМИЧЕСКИХ НАГРУЗОК,  
ДЕЙСТВУЮЩИХ НА КОНИЧЕСКИЕ ОБОЛОЧКИ 

 
Запропоновано спосіб відновлення динамічних навантажень, що діють на конічні оболонки, за-
снований на використанні методу скінчених різниць. Наведено приклади відновлення рівномірно 
розподілених і зосереджених динамічних навантажень за значеннями одного з параметрів на-
пружено-деформованого стану (переміщення або деформації). 
 
Предложен способ восстановления динамических нагрузок, действующих на конические обо-
лочки, основанный на использовании метода конечных разностей. Приведены примеры восста-
новления равномерно распределенных и сосредоточенных динамических нагрузок по значениям 
одного из параметров напряженно-деформированного состояния (перемещения или деформации) 
 
A method for recovery of dynamic loads acting on the conical shells, based on the method of finite dif-
ferences, is proposed. Examples of the reconstruction of uniformly distributed and point dynamic loads 
on the values of the one deflected mode parameter (displacement or deformation) are given. 
 

Введение. Метод конечных разностей (МКР) является одним из наибо-
лее известных численных методов, которые используется при расчете раз-
личных элементов конструкций. Несомненным его преимуществом как чис-
ленного метода является возможность применения для ряда задач, в которых 
использование аналитических методов связано с преодолением значительных 
трудностей даже при решении прямых задач по исследованию параметров 
напряженно-деформированного состояния элементов конструкций при из-
вестных внешних нагрузках. 



 219

Аналитический обзор. Исследованию процессов деформирования с при-
менением метода конечных разностей посвящено большое количество научных 
работ. В работах [1-4] рассмотрены отдельные математические модели и мето-
ды анализа, применяемые для описания процессов, возникающих при нагруже-
нии оболочек различной конфигурации, в том числе конических. Особо следу-
ет отметить разнообразие краевых условий в задачах, в которых был использо-
ван МКР. Область применения данного метода для решения обратных задач, к 
числу которых относятся задачи восстановления (идентификации) нагрузок, 
действующих на элементы конструкций, мало изучена.  

 

Цель и постановка задачи. Исходя из вышесказанного, целью данной 
работы является создание методов численного решения обратных задач по вос-
становлению динамических нагрузок, действующих на конические оболочки, 
на основе метода конечных разностей. 

 

Восстановление нагрузок, действующих на конические оболочки. 
Рассмотрим задачу о численной идентификации осесимметричной нестацио-
нарной нагрузки, воздействующей на коническую оболочку, жестко защемлен-
ную на торцах, (рис. 1).  

 
Рисунок 1 – Исследуемая механическая система. 

 

Реакция оболочки средней толщины типа теории Тимошенко на осе-
симметричную нормальную нагрузку моделируется системой линейных 
дифференциальных уравнений [5]: 
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где  1 1 / 2;c k    2 0 1 / 2;c l k     2
3 06 1 / ;c l k h    2 2

4 06 1 / ;c l k h   

0/ ;r l l   2
0/[ 1 ];pt t E l     t  – безразмерное время; pt  – размерное 

время; ,u w  – перемещения точек срединной поверхности в тангенциальном 

и нормальном направлениях, соответственно;   - угол поворота нормали к 

срединной поверхности оболочки; , E  – упругие постоянные материала 

оболочки;   - плотность материала оболочки; 2  - угол при вершине сре-

динной поверхности оболочки;  ,q t  – заданная поперечная нестационар-

ная нагрузка. 
Граничные условия  для рассматриваемой механической системы 

(рис. 1) имеют вид: 

0 0 11 1
( , ) 0; ( , ) 0; ( , ) 0.w t u t t   
      

                      (2) 

Для решения системы дифференциальных уравнений (1) запишем ее ап-
проксимацию в конечно-разностной форме [6]: 
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Начальные и граничные условия в конечно-разностной форме имеют 
вид:  

0 0 0
0 0 00; 0.m m m m m m

p p p P P Pu w w u w u                          (4) 

Для получения решения задачи идентификации нестационарной равно-
мерно распределенной нагрузки уравнения (3) необходимо дополнить выра-
жением, вытекающим из 2-го соотношения (3):  
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где 1p  – номер точки регистрации перемещения w , по которому осуществ-
ляется идентификация внешней нагрузки. 

При идентификации равномерно распределенной нагрузки принима-
лось, что во всех точках действует нагрузка, равная 1

1
m
pq  . Идентификации 

равномерно распределенной нагрузки производится на основе задания пере-
мещения в любой точке оболочки. 

Идентификации сосредоточенной нагрузки производилась на основе за-
дания перемещения в точке приложения нагрузки. В силу необходимости 
моделирования сосредоточенного воздействия на оболочку, нагрузка задава-
лась как распределенная по поверхности оболочки согласно формуле [7]: 
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                                       (6) 

где   – константа (при 0   дельта-образующая последовательность в (6) 
стремится к дельта-функции). 

Отметим, что параметр  , входящий в выражение (6), по существу опре-
деляет закон распределения воздействующей на оболочку нагрузки вдоль ее 
длины. В дальнейшем при решении задачи идентификации этот параметр опре-
делялся на основе параметрического анализа задачи идентификации с примене-
нием вводимого критерия, характеризирующего точность получаемого решения. 

Форма сосредоточенной нагрузки, представленной нагрузкой, распреде-
ленной согласно (6), имеет вид (рис. 2): 
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Рисунок 2 – Распределение нагрузки вдоль оси оболочки. 
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Числовой эксперимент. При расчетах была рассмотрена стальная ко-
ническая оболочка, имеющая следующие характеристики: 0 1l   м, 1 2,5l   

м, 0,5   рад, 0,03h   м, модуль Юнга 112,1 10E    Па, коэффициент Пу-
ассона 0,3  . 

Идентификация внешней нагрузки производилась на основе значений 
нормальных перемещений, полученных в результате решения прямой задачи. 
Точка регистрации перемещения 0 1,5r  . Результаты идентификации равно-
мерно распределенной и сосредоточенной нагрузки, соответственно, пред-
ставлены на рис. 3 и 4 (на рис. 3, а и 4, а приведены: 1 – график изменения во 
времени нагрузки, действующей на оболочку; 2 – перемещение оболочки, 
вызываемое этой нагрузкой; на рис. 3, б и 4, б показана нагрузка, идентифи-
цированная по соответствующему перемещению).  
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Рисунок 3 – Результаты идентификации равномерно распределенной нагрузки. 
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Рисунок 4 – Результаты идентификации сосредоточенной нагрузки. 
 

Результаты числового эксперимента позволяют судить об эффективно-
сти применения МКР при восстановлении динамических нагрузок, дейст-
вующих на конические оболочки. 

 
Выводы. В заключение следует отметить, что при решении задач вос-

становления внешних нагрузок методом конечных разностей имеются как 
преимущества, так и недостатки.  

К преимуществам следует отнести простоту метода и численного алго-
ритма, а также возможность решения ряда обратных задач, которые трудно 
решить аналитическими методами. 

Основным недостатком МКР является проблема устойчивости для оп-
ределенного круга задач, а также достаточно высокая чувствительность алго-
ритма к “зашумлению” исходных данных, что свойственно результатам экс-
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периментов. Последнее приводит к необходимости предварительной обра-
ботки исходных данных (сглаживанию). 
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