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��������������.r1�
�����9��r����� �"��������������
�
���
�����������
�
�������������
�����������������
�
�����������������
��
����
������������������
���
�����
��
��������
�
�������
���
���������
����������������� ��"������������� ����
�������
����s����������"�������&���
�s�����	�����������������
���������9���������-�����t%%p� ���� �����������������������������
�������������
����



� �

���������	
�	��������������	����	������	�	��	���
��	���������	�	��	������������	�	����������������	�	�������������	�	����	�	����������� ���!�����	"	��#��	�"�������$%��	�����	#�&�	���'�������'�
(�
�"���"���������������������	��������(��	�����	�������	�"�����'�	�	��������������)��������������"	��	&��������������	������*�	�	������+	���(����"�����"������	�	��	�������	�����	�	�������	�	���	�	��	�������	������	
��	������������	
��������������#���	�������������"	����'�	
�����$&����������������%��	�"�	�����,�����%���*����	�������&-��#���"��'�������	�����	�����	�����������������.�/�����&���	#����$%�����������
��������0�����	�	�*����	���	�	����������1��2�����
�.�������	��&�����	�#����	���(�
�������	�������������	���34564#���	������	��������&��"�	��	�,�07������(�#�����	
�������#�	&����*	�	(�$����$�	�	�����.��������/��������	��&#��	�"	�����'�������	�*����	���	�	��������&���	�	��	�"������������������	����#���"	)�	�����&�������-�	���'��������'�	������	������1��4�������	������(�	���4	����'���	��	��	����	-�"���	������	����	���.�������	��/��������	���&������&���	#������������������	���������	�	��&��������	��	�������	�	����%�������"	����83��� �������.�!��9���	������#��������	���	�	�	�	��	'�	�"	����	������������
��������	���	�	��	�	���	�	��	�����"	��������:;<=:>?��?@AB>CD�EAFGH>D>BBAF�;FI��J�	�	���%�����	�����	�������	���	�����������������	���������#�&�	�����&��"����������83�����	���
��	���������	��3	�����K�����	�#���������LMMNO�	�	������	���	���������������������/�P��$���LMML��	��#��	����	���&�����QM���������
�$����
�������.�/�����&���	#�"���	
�"���(���"	�����������������������������	����	��"����������.�.����������6�(��	���%�����"	���'��	�������	��K����"	�	�	�O�������	���"	��"�����$���'�	�����������*�	��	(���
#��	��%-��	��(�*����������	����	'������	��������
(�*�)��"	�������������"�	������2��	'�����$#�)�	��	����"	�����������#����'���������"��������	��������	������������9�	���������������*�&��	�����	�#��	�	�������	-���	��(��������������������������&�	
���	������������'���������$�"	����$��+���"������R��	����������LMML��	���7����2�(���-�����	&�	�"	���	������	���������		��������$%��	���(�����3	�����K����-����	����"	�"�������*�"��������	�SO#��	���������	�������������������������	��������T�&��	���.���&����������$%�*���-*����#�"	���(������	���"	�)�	���"�	����#�.���������/��������	��&�������*���	���*�������	�	����������	������	�����	������$�"	����$��U������"���"�	������	��	�����������������&�������	
�"	�����������0�����
������������� ������"	�$����&��������"	����&��������������K���������
��������O�"������	���$����������#���'����
�-���������������2������'��1��/�����������&���	���������������	�#���"��������	������������	������0"	��	���������1�"�����&���	
������������"�	�������U�#���������	�����	
#�	%�%���������������	�#��	����(�
������*	����������*����	���	
����������-������'�����#����&�����)���"�	������	��	��	
��



� ��

������	��	�
����������������������������
�����������������
������������������������������������������������������������������������������������� �!�����������"���������
��#���������
��$������%�����������������"������������& �'������������(����"�����������������#�����������#��������)$������%�����
���������"���#����������������������������
�����������������������
�����������*�#�������������+�� �,�����������-�.��������������������������������������%������������������
������"��������-��-��" �/�����"������������������0�����-���������+�����-������ �1����������������������
�����������������������������������������������������������������������"������������������������������������������������ �1������������������������������.�������� 2 �3�����������������	��(�
������������
�������������!1),'����� �/����������������"�4����������������������������%����������������5+�������������6������#������������-����- �7��������������������������������
�����������������������������������������������
�����������#�������������
�#�������������
�"����+������8�������������������������������������������������9��� ��/���������������������������������������������������"��������������������������������������������������������������5��
�"������������6 �3�
����������	��:�
����������#������+�#������������������������������%��
�����������
����*�������������#�������
�������������������#�������"���������������������������������
����"�������-�;�������������#�������������0�������#�������������������<�����������!���������'��������������=���������47.��� �! 7 �3���������������5�������������������6������/�������������� ��/������������#������������������
�����������������#�����#������
�������+���������
������������������# �>�����"�������������������������������������������������#������������?0������������������# �'�����������
�����������#�������������������@����#�������������%��������������#������������������
����������������������
��A������"������-���0�������������������������������+�� �,�
�����������"����������������������B������������������������������������������������������������������������������C�
������
������0��������� ���2���
���!��������'������������D�E������-�!������������������������"������������
����������� �B�����"�����������������������������
�������!���������#������������������������������������������������� �� FG�HIJKLIMNO����� PLQRSTJUV�O�INWXLUUNKJY�Z[G[\G][Z]�



� ��

�������������	
�
���������������������������� ���!"��#$%&'(��
)
�)*+��������������������������,-,����$!�./��$���01(��
2
�34�5�����6�70,����!"��#$%&'��89:9;<=�>89?@A�8@BCD?E=F9G9�DHI>IFI��GIHJKELF9M�A<AN@K<�HENIDI���O�-,������P�Q0����R�,-�1������R0S��6���T����0�7�TU601��V�,-,��6-�T0������!�1������S�7����W��������1��,��6�����6���6��-Q���6���TU���P�Q�7�����R�,���X����6�T��,���1����1�Y���,��R0������0,�U�70����-��60Q�-�����R�,01������6���-���P�Q�V��0�-�-������� 0R0Y���1-������X��W60�ZZ�U�,[����O�-,��\���P�Q-�����R�,,\�1������R-����6��T���������6�W��S�,-,��6\�,�6�T�����%�-1�������7����,Q����[�,��6��-�6���6��-Q�,��[�6���TU���P�Q�7�����R�,,���������[���6�T��,����Q-�\1������,��R-������,�U�7-����-��6-Q�,�-�����R�,,�1��-W6��[ZX-�,[�����6���\���P�Q�S�]-���,�-�-�����6����,�U���̂  -R-�������,��������_ �̀àbcdef̀�gh̀�ijdk�ldjc̀bb̀b�em�gh̀�fdnk̀�ld̀bbod̀�d̀aocemp�qnrq̀�lrnm̀��sg�bhjib�gh̀�àbepm�bch̀t̀�nma�tngh̀tngecnr�tjàr�ju�gh̀�ijdkurji��ihech�nrrjib�ujd�cjtlr̀v�ombg̀naw�hwadjawmntec�ldjc̀bb̀b��chnmpemp�gh̀�lndnt̀ g̀db�ju�gh̀�ijdkemp�uroea�nma�gh̀�qndenferegw�ju�gh̀�aebchndp̀�cj̀uuecèmg����Lxyz{|�}0���1T0Q�0�,-,��6-�����1���[�1-����1Q-6-�6����0W6�6-�~-������1-���-,��1�Z�U,[�1�,�Q�,�-���10���,60Q�-��������������,�6��1�6����0W6����P������[���-T��T0��������1���[����1-��,����[�~�,0��7�TU601�0S�,-,��60�����X����T[����-��,-,��6����W1-Q�S��������TU��Z�Y�W���Q����T0�~���[����������-,�-��70���������01��WP0TU~���[�V�����P�0��-����,��,01����������TZ1���[���P�Q-�����R�,0�1�70�������������[���,�-��Y�U,[����V��6���6��-Q�0�6���T0����W1�T[Y���-~1-�~-�-���W��P�����1-��W��W�01�70���������01����T0�~-�-���������-,�-�-�0,��ZQ-���1����1�1��-����,�����-1�0�����6���-��[�0�1-W���Q���0�W��6�1-�W�P�W��Q���[�P�]���7�����60���P�W10�6�1��V���P��-��"�6����W���P�������1���-��6���6��-Q�-��6���T�S���P�Q-�����R�,01�70���������01�Y������TU�-6������1-6�W�1����[6���I�������xy��������x�������|���W��PR0�6���6��-Q�-��6���T�S���P�Q-�����R�,01��X��10�P�1�Z�U,[�1�70�������������1���6��Q-,T0�0�1������R0S�-���T�����������-,1[Q������,����U��1�T-����0TU�0,�U������1-����P����O�������1�����0�1��-��6���6��-Q�0�6���T0�70���������01����1����1�Z�U���,��R0�����0�70�����-��60Q�0����R�,-��X��10�P�1�Z�U,[�1�70�������������W60��0,�U�1�Q�,0������6���01���P�Q�V��0�-�-������������ 0R0Y����1-�����������������P��1����1��-�1�6���6��-Q�-��6���T[��70���������01�W60��0�����6���-�����1-���-�� ��6�����,�TZZQ�V�X0T-�-�W��PT������,����0������/T��1��0S���1����0�T0����-W�1��0�6���6��-Q�0�6���T0�70���������01��X��W1�]�Y��PT�,�U�V��1-���-,����[��/���T0W������1������0Q��V�T0�������-�1-[1-1��X��0� ��6�R0[�X������1�-��6����6��-Q�-��6���T�S�70���������01��1���6��Q-,T0�0������R0S�-���T����01��10�,����[��"��-6�Q-��6��V����W��P���Y������TU�-6������1-6�W�1����[6��



� ��

�����	�
������������������������������������� �!�"���"��#$ �!�"�%&�'������$�(�����)��*���&*�)�+ �(���'��� ��(�',"�� �!��#���"#�'�����-��.��/�	��0�123�415�6�7	�8���2�9�	���:�+��'��� ����*������������ �� �!�(�',"�� �!��#���"#�'�����;����"���(�&���'�$ ������� ��<�  =-�>��#%?�& �"*���'�<�  ��(�',"�� ��"�(�����',;��#�����=��+���� ��#�,�(@;����'*$�% ����"�(�����''���'#�*;����#���"��'@ ;���"�(�����',�<#�'�  =;����#���"�<@;��������;��#�-��-�A�����#�� �  =��'��� ���#�'�$���(�',"*��  =���'���'����������������*B�  =�(��"��#$ ���������� �%��(*'��$�(���'�"� ���CDEFG�H�������&�#I� #?����'��#?����B#��  =?�EE-�J�&$���(�',"*��  =�B�������"�I*%��,�=;��(�& �����#�-��;��'���;���#�������*<# *��;�=�����#����,�=� �����B� ,�K;�I������"�����'#� #"��'��� �"�L�����<��"�I*��,�=��'���-�D'#� #+��'��� �����#��������� ��<*��', #+��� �';��#�� � #+���DEF-�M�'��B���������B �"����DEF��"�I*��,�=��'���-�EE�����,�I�'# *;�*����� *�DEF������*'����N;���$#% ��� �&?�&#�#�&��(�',"�� �!�"�(�����'�-�>�"��*� �&?�&<�  =�EE�&��(�',"��% �!�"�(�����'�;��#�����&�DEF�����'��� �"���$# ����������#-�J�*<# ��O���$#% �����#����#�=-�J�#�&��=( �  ����&� �(���#��*���(�',"�� �+�"�(�����'�;�DEF���&�&������*<# #�O�����#����I�'# *;�*����� *�!"������*'���-�:#"��*�# =%��,�=���&�#I�  =��#��*���(�',"�� �+�"�(�����'�;�����'�����*&*�,�(�',"*���#�=��������+ #"�(�',"�� #"�"�"� ��"-��J�#�� =����*�#''=���B����;��� �����"����'#� #"��'��� �"���&�&������*%<# #����"�I*��,�=�������-�D'#� #+��'��� ���&��#��������� ��<*��', #+��� �';��#�� � #+���DEF;�������'*$���(�',"�� *�"�(�����',���"�(�����''���'#%�*-�>�&�*����,�=����(�',"*��  =���'��-��
��E#�* �����P�E����?* ������?�"����&*�)�+ �(���'��� �Q���P�B���R��;�S;�O�P���*<# #R�K�P����B� ,R�T�P�����*��L�P��'#� #+��'��� R�H�P�DEFR��N�P���*'��R��U�P��#?�& ��B�+��-�



� ��

������	�
������������������������������������������������������ ����������������������!���!���"��#�!�����	��
��$�������
�%�$���������������������������	�&�%����������� !����#�!���������'�(�%������������������"�#������������!����������!������'�)�%���������������'�*�%�������!����������!�������+��!'��,�%�������������������+�����-	���./012/0345/�267189�:6;646<6�=:6>1?@�:17@A>BC56<6�A8/=/5/D�E�F��!�����������G������� !�����������!���������������������������"���������������������	�H���!���"���!���� ����"���������������������������������I���	����
J����G��������������K��!���L�����������+���������������M$N��������!������������������!�������������������������+�����������!�������������!��������L� �����������!�����������+����!�O��%���������!������+������+�+�� ���+� ���
IJ IJ��P Q R S R ST UVV '�����������������������������������I�J��%���������!������+���������!������+��!�����������!��
+�
 ���+� ���
 ���W ��X �� �IJ IJ IJ IJ IJP Q R S R S R S R S R SY YT U U U UVV '�����������I
J��%���������!������+���������!������+��!���������!����M$N��+�� ���+� ���
 ���W ���Z ��[ �� [IJ IJ IJ IJ IJ IJ IJ\P Q R S R S R S R S R S R S R SY Y ]T U U U U U UVV '�I�J��%��!������!������!�G���������!������!���������������������������



� ��

��� ��������	 ��	�����
 ��
���� � �� � �� � �� � �� � �� � ��� ���� ���� ��� ���������������������������������������������������������� �!"����!#����� 	 
� � �$� $ � $�% % �������������������������������������������&�' 
 �� � �$� $� $�% ( �������������������������������������������)����*�!�+���"�����#�+�*�,,��+- ./01�% ���2 ����������������������������������������������3�4 �����5+#��� �6 �+�*�*�+-�6��7�+8������!9�::�# � 4�;!�*�"�+5 ��9��+�'*#<���*�,,���2 ���"�+5+9�;�"+8 =�!���4�::�'+"!���#�*��+�"�������#>*���'+8;���<��7�#�#� ���8��+>+�"+�"+8 =��#�9�"�#�+����?&@A�B���������C�����������D �� 	DE ��� 
DE �����46!��4�!��+#����!>+��+��+>!=���!>+��+"!��"�6!��� ���+�>8+6+�!������!>+��+"!��"�6!��� ���>8+6+�!���+�F,G�"�6��� 4 �����4!���C��*C!�����5+#���+��������� �����	�� ������
�� ������46!��4���6 � ��H ������!>+��+�!>� ��C�I+"+C�6�!J #*��H!��!4 89K�;#���L�8+�> �*�+������!>!��> ����M ����"�+5+K�;#��C+�+>� �!��"�����"*<#�88���"��>����+��#>*9�;��+���!>A�F+"�+5��!��H!�N+=+����K�"+>!��"�����"*#�88��"+� >#6!� ��!9A�L�8*�6�*=���	��)���O���"�+5+8��"+�!4�!��6�����"+<8 =�!#����P� QR6�� 6�� ���M � . � �% ������������������������������������������O�4 �6�. ���>! I�J�K���=!�#�>!#���6�*=���A�S�4�!4��+��5���#�8����"�+5+8��"+�"+8 =�!#�����"��!N!���?)@��"+6�#+����+���*���'8�4���H!�4!"�!8�K���+C!�*�+���� #�+J�!�+����'�4�!4��+��5���6�!<J #��� QR 	'4& ' "8 & � &? � @ � �M � T� T U V�$ �U% ( W ���������������������������X�	'43 = ' 3 
 � 3 3� ? � �@ � ��YZ[ �M � T � T�U V�$ � U\ ]^% ^ ( W ( �������������4 � =�T �^ ���"���+���5+#����#>*���>�8;J ��7�H�8������=�F,G��+���*8>!9��'�T �^ ���"���+���5+#����#>*���>+� �����=���*8>!9�����C�4�!9��+7N!9�� 	& & �U _̀% ���68!H+�6!6 � 5�!'!�6 � ���*���*�����;!'!�>+�+8*�F,G�"�#�!�!����+'�#��+8��"8��*�� 	 	3 � 3� �U _` `% ( ���68!H+�>�8;J �!:�H�8������=�F,G��+���*8>!9���QR Q R QR QR QR� & &��	 ' "8ab 	? @$ � c _̀ � � T � T V�^% ( ��������������������������+�+�5 � "���*������7�>+�+8�F,G�"��#�!�!����+'�#��+8��"8��*��QR Q R Q R QR QR QR QR	 	
 3 � 
 ��
 = 'ab 	? @$ � c _ ` ` � � T � T � V�^ ^% ( ( �������������	�



� ��

��������	
�
������
���������������������������� � ���� !� � �" �� �#���
$%�&���������������
�����'�()*+,�-./01+23*,�45!���������6�������������$�
��7�������8����9":���;!�<;��=;�#�'��
���������>���?�������!������>$���@���������������7���������@7������������'��
���������A�#�������6����7����
�B�C������'���7����!�DC��E����!����� �A FG H��"I�#���
%�&���7��7$�
��B�C�����J�K�����
��B�C��>�B����C��>�B������������!���C��C��
�!����C��>
������C��>
�����������E�������7��
���	�
�C����
��B����������	��������������@�����������@��������������!�������?6�C
�
��7��������7B���
����������$���!���������6������7B�����'����C��������
���7�B�����7�����9L:!���C�����'�'�B�C��>�BM� � �� � � � � ����C�N C�NO C= C�N P =C�N C�N C�N�� >�PC P
C C C C�� >�PPP P C C CC C C C C
O!�O< O!�P� P!ONP O!�NDHL ! D�=HP P QR� PS T U V W X X XY Z [\]XU^_ ; V V`aS U; V V; V ; V ;bb c de fg hi jk k ki jg hl mn oG kkk p pkk k q k rr'
����S �#���
%�&����
��B����	
��B�B��@�����������
�������6�'���7B����
$��6�O!�s�#�O!P��9":��C�NT b!�C�NOU �#�7������E���
%�&������7���7���C�C
�
$'�E�C'��7��C�������N��CV�#���'�����E����������C��>�
���E�@��@�������C�NW !�C�NX �#�7
�
'�E�'��
����	�7�����8�	�6�������C�������N��Ĉ!C; �#�'��������'��
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ЭФФЕКТИВНОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ 
ДЛЯ ПРАВИЛЬНО ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО 
УРАВНЕНИЯ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА 
 

Розглядається задача Діріхле для правильно еліптичного рівняння зі сталими коефіцієнтами 
четвертого порядку в одиничному колі. Розв’язок шукається в класі функцій, що задовольняють 
умові Гельдера аж до границі разом з похідними першого порядку. Отримано умови на коефіціє-
нти, необхідні і достатні для однозначної розв’язності зазначеної задачі, а при порушенні цих 
умов доведено, що дефектні числа задачі дорівнюють одиниці. Розв’язок даної задачі і умови 
розв’язності визначаються в явному вигляді. 

 
Рассматривается задача Дирихле для правильно эллиптического уравнения с постоянными коэф-
фициентами четвертого порядка в единичном круге. Решение ищется в классе функций, удовле-
творяющих условию Гельдера вплоть до границы вместе с производными первого порядка. По-
лучены условия на коэффициенты, необходимые и достаточные для однозначной разрешимости 
указанной задачи, а при нарушении этих условий доказано, что дефектные числа задачи равны 
единице. Решение рассматриваемой задачи и условия разрешимости определяются в явном виде.  
 
We consider the Dirichlet problem for the fourth order properly elliptic equation with constant coeffi-
cients in the unit disc. We seek the solution in the class of functions which satisfy Holder condition up 
to the boundary with first degree derivatives. The necessary and sufficient conditions of the unique 
solvability of the problem are obtained. If these conditions failed, it was proved that the defect numbers 
of the problem are equal to one. The solution of the problem and the solvability conditions are deter-
mined in explicit form. 
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��'��T[\RQ]WU�Ŝ_VWU�̀ T[SQ_aaT���K��������



� ��

������	��
�����������������������������������������	�	�������	����������������������� �� ���������������� ���
������!� �"
������#$��%�
������������������&������� �� ���	��#����"
������#���'���"��������(�������
�������
�)���"����*�����"���*���	����
�"��"����� �� � �+ ��������"����)�
#���,��������&����"���-.�/���������������������0��	����'�123�"���
�/�������	���
����"�����(�����.
�����������/�������
�-��������������)�
�������.����������&��4�56�76�89:;<=>?@A@���86�56�BCDCE?=FC�1�3��76�G67H<CFIFC��76�56�GJ<=FC���86�56�KCD;LM@9C�1N3��76�O6�P:D=:F?@�1Q3�����&������-�
�������*�
������*�	���.
���R656�S9=FA==��T656K@DU:VF@A@��P6W6�X@<=YJ?C��X6Z6�[@9H;=?C��7676�GDJFCJ\DC���������������]	������"�����
���*�����������������������������������/��	���-������̂�-���"������#��������	��/�����#��
�/�������/��������	���
��-�
��/"��������������	��������0��	�����*�"�	�����"�����������-�/�/	����	����.��4�� _ __ _ __` a ba�a ca d ea�b cb d ebab ` afa ea d ` a ab cafb eb d cbba ` ag hg h ij kl l mn op pn o n o n o n oq qr s r t r uv wx yx y x y x y x yv wp pq q l t tl uz { z { z { z {z {| } u~j mn op p kl ln o n o n o n ouq qv wr s r k rx yx y x y x y x yuv wp pq q l t tlz { z { z { z {x yz { u| } ���������$������gh� ����	��������
#����"�	���������.����������������� �ca�cb������
�����/�
������*�����
���*�����������"����
#�������2��a ���"�"�.����������2��b ��	�(������������������2$�� �ea�eb� �������(����	���
����	�	�������
��� ��a��b���fa�fb� ������
#����	���)������)�����*���,00�)�����������,00�)�������"���
�����������������d�p� ��������������
����	���)����̀� �al � �bl � �abl �bal � ��������
#����	���.)��
������������
�����������/������������'��-����1Q3�-�
���"�
��������������
�/����������
�����/�������	���
��������$���"������������"��������������		���"��	�����������"��������������������/��
��#����
�������.�������0/��*����������*���
�-����"��&��������&�����*�&���#������	�

� !���!���+ ���+
�b�a �b�a2b2a h

���������� ����
���������������"���������������/����

��������2� ���������������������



� ��

�����	�
���������������
����	�	�������	���
�����������
�	������������
����
�������	�
��
��	�	����	�������� 	�������������!�����
"�����
������������	#��� �$
����
�%�	"���	���� ��	������"
���������&��	��������������	�������	 �	��	���������������������������������	���
��
�� 	��	��
�����	���	��������������
�#���������
����
�������
���������
�	�������	���
�� ������ �
����'��� ���
$������
������
������
��	�����

��
������������
��������"�������
��#��������	���
���	���
���

���(�)*�+�,����� ���
������ ��	������������
������������������$

����������������	����
�����-
����(��	����	��
�����
���	��	���	��
��
��.�/��
 	�0	����� �
�	���	�����	����
	1�#�� ����	���
������������ �������	�������������������
��2��3�	�"
�����������������������$
�������������	1���#�� ���������##
$
�	����������$
��������
�%����"�������������4�����5&���� 	�"	� 	��
�	��
������ 	��������6!��	��	 	����������
����	���
����(������ ��	
���������������	���������	����	���
�������
���	�"
������
����������������	�	�������	���
��%������	����7��������� 	���"�����6
�	�
�����-
�����������	��	��
��	���� ���	�����	�
� ����
�����
�	���	�"

����#
�
�	���"��������������&��4���������������������	�-��
�������������� �
�����8������������$

�
���	��
����������"�����6
�	�
����-����������	� 	�����	
��'�����������
��������	���
�������������
��������� ��	�
�	����-
����9	�����	�����������!�������	�"
����-�����������	�$
�������
� �-	���	�	���
������
�	�
�	������#�� ������������ � 	��	��"�	������
����������:��
 
��������� 
������������
���	���	����;��
����� 	���
�	�������	���<����	���
�������0�����	�"
��"
���	�	�
���"���	�	�����������
����	������� ��	 ��
�	��
�� ��	����=����������	��������������	� 	���
� �����������
��������"���
�#����"������ �-����
�����������
�������
�������	��������� ��
�	����������	�
���
�����	�	���	���
�����
 	��	 �����
�����������������������	� ��	�
���'�������	���	��	��#
�
6����������	����	������	���
������:������
��������������������	����� ����)++,�
������������
���	�����
�����	����������%����������&��������	���"��������	$
�������������������#�� 	�
 	��������

��������/�����������������������������������>����������������������?
������.�7�@��
�
 ���
�������"���
���A������������B���������������%/&�
����	�	�����%>&���	���
����	�-�����
?
������2�7��C� 	�	�
����
�
����DE�
�����	�
��.E��

DADB DB
DA

F.E DGE8



� ��

������	
	�����	����������������	�
�����������	������	���������������	������	�	�����������
������������������
���������� !"#$�!#%�&'&#$(&�)$'* )+,�) #'�-"."' /&�!"0 .1&2$$�)�/-# 34' 5�/."!"6�7�89:�������	�;���	�<�	��	�	��=����������	������������������������
��=���������	��������>	�����	�����?������	=�����=��
������@�	���������
�
����A���B����CD��
��E���������F FG HIJHIJC K L C MN NO O PQ R DD D S�=��K�T�������NT�
�������<��L�T������<�����=	�� MND�T�
�������<��	�����A����S�
��������;	������	����UVW���U9W���;����������E����>	�����	�UFW��� �HIJ G S XYZ SHIJ G SXYZ [S\ ] ^ K \ _^ ] \ K]` ^QQ Qa PQ O O Pbc P O OR Pbd D D DD D D D ��XYZ G [` _ KRO OPD S�����������UFW�=����� HIJ\ L C eNP QD DD S���� UGW G^ L ] C KP O OD D S����� XYZ_ eNPQ DS�� G` e KNP O OD D S��UVW������ HIJHIJ\ L C MNP Q DD D S� UGWHIJG^ L ] C KP O OD D S� XYZ_ MNPQ DS� G` M KNP O ODD ���U9W�G] L NP T��������<��	�
�����	����������
�
����A���B����� HIJM ePD D��7�������S_D̀���������UFW��=�	������<�
����������	���������������f����������UFW���89:�
�����������B���ghijhkl�mkino�p�qirgstuo��v���<�������	� F FUW UGFWU USW USWWwxyK z \ wK ^ wK{|}P R~~~ D D S�=���[z ���������U�W��
������?��=�������	��������������	����xS�=��USW [SUSW [_wK `wKP PD ����=�	� UWG UW USWx xyK K q � ��{�O OO OP P~~D DD� S�=��� S� z] \^� �P �� �D DD��f���;	������	����UVW������	��	� �z LQP S�������v�����=	� � �S� ��PD DDS�	���������	����
�����	�<�	��?��=�������	�����
��������������������G� C KPO OD D ����	
�������������������HIJC�D D��v���������	��
���
���B����������	B����������������>�����
�����<S����� HIJe �P DD ��� [_� S���������������
��� MND����	�<������	������S������������������=��
������	�	�eD��������̀DS�
�����������������������	��S���	���	��������	����������7��	��A��	�	�	A���
�����<�������� [_� �������S�	������	�<��=��
����?�����
��<�����B=�����	���������	����<����	�����?����	��������
��<���������	����8�F:����FC����������T���
������	���;��������������



� ��

�������	
��
�����	
��	�
����������
����������	�����������
������	����
������������������������	����� 

!���	��������������������������	"��
�������#�	�� 

��	���$	
�%&'�( ) $ '*++* ,-.$ '! */ 0 12 2 3 4 0 1 0 15 6 5 6 5 67 789: : : 7 7 ;< �
����������
��������
��
�"�	"�����������
�$	
�%�'%�=���#����	
�� 

�$�'��
���
�������
������ 
�������#�	���#"�� 
�������$&'���	��">����"������
����	�����
� ?05 @8A A< < �
�����������
�"�	"�����
��� BCDEF @8 << !���� BCD2@8< <%�G�����������������
	�������
H��
��
�����
���������%�I"����������
�����
�����
�������������JK�� -L9 
���	���M����������	����������
�����������	����>�-N<%�O�������
���������	
���!��
H"M�����
��	�M�>M�����������������	���!����������"���������������
���P- - -!Q L R L S NT7U V89 :W9 : X Y< < << !������	���������������	���	 
����������	�������"!������	���Z���	
��
�����"�"���	��
>%�=������������	�����[����M��
�� *\] !�������	���̂�������������
��>����	��!�
�" 
	">�M
������������	��
 �� ���	�������	���	�����
�����	�H��
��
�"���	��
�%�_	�"�̂�����������
�������"	�����
�����
����������	

�"�	"����
��$ ?'? B̀ab$b-c'BCD$BCD'2 0 0 d 2 E 2 /e eA A A A8 7 W << < < !�����������������$�'����d�Z���"����H��
�%�_	���
���������
���#������H
�������
�$���	
���	!���	�'�
��K��
��������������������
�������
��f���
����>��������������"	�����
��!�������������������Z�"	�����
���g������Z�h�	���i�� � �?j f 0 f7A A 8 +� � � � � *? $ ?'$ 'j f 0 f j f f57 kA A 8 7 7 !���������������$l'���� ?j d e8 !�  m ? ! !jn n5 o ok8 Z�	��
��	�
"��
���JK����������#������%�p	�����
��$l'�
��>��	�q��
�� $ ' ,-.r rf f 0 f 0@5 5k k8 W !������	�����������������
����������������
������
�������
��������
���	��
������	
�����$	
�%P'!����
�
�����
� *s i� *$ 'P P!r r r0 0 f f@5 587 t t %�u����
�!���������	������������
�������
���	�
�[����
�����
������
����JK�����	!������������"�	"�����	�����
���"�	���
�%����	�������
��>�����	�����������������
����������
�
���"��i��$ ' ,-.r r0 0e e@5 e 5k k8 W !�� $ ' ,-.r rE E 0 E 0@5 5k k8 W %�v���"�����������
�#�����������������������M��
��
�"���	��
��$ ' ,-.r r2 2 0 2 0@5 5k k8 W< < < !�� $ ' ,-.r r/ / 0 / 0@5 5k k8 W< < < +���������5�
������
������
�"� !r2< � !2k<� !r/<�/k<�������>��"����
>�r5 5 5kw w %�

x
�"������Z�y�	����������
%�



 63

Подстановка в (6) и усреднение приводит к уравнениям двух синфазных 
полей – расширяющегося и пульсирующего: 

2 2/ rot rotо о о о о оu t G u f     
 

, 2 2/ rot rotu t G u f          
 

 

чему отвечают уравнения Максвелла вида (2) и факторизации вида (4): 

rot rotо о о оE G u f 
 

, ( / ) rot /о о о оH G c u t  
 

, divо о оq f 


, /о о оJ f t  


, 

rot rotE G u f    
 

, ( / ) rot /H G c u t     
 

, divq f   


, /J f t    


, 

где о */ , /о оc G c G    , причём здесь 0 0, 0q q   и оc с a  .  

В тех областях среды, где 0q  , уравнение (7) принимает вид (см. [13]) 
2 2 2 2 2

0/ [( ) / ]( )a p t p a p p 
      ,                           (8) 

и реализуются его решения, отвечающие заряженным и незаряженным час-
тицам. Учитываемое в (8) изменение синфазной частоты   происходит под 

действием двух факторов: она возрастает при увеличении температуры среды 
и уменьшается при гистерезисном переходе материала.  

У зарядов изменение амплитуды p  квантовано, имеет сферическую 

симметрию и при малых значениях r  (рис.7) описывается формулой: 

0( ) ( ) sin( ) /( )p r p p r r        ,  

где 2
з з2 / a       – радиальное 

волновое число, частота з  отвечает цен-

тру заряда. Минимальный размер заряда 
соответствует условию з  , что не-

обходимо для его устойчивости. Как 
следствие, все пульсирующие устойчи-
вые заряды имеют одинаковую произво-
дительность, образуют диполи и взаимо-
действуют с силой (см. [14]), аналогич-
ной силе Лоренца из электродинамики. 
Одноименные заряды отталкиваются, 
сонаправленные токи притягиваются. В результате пульсирующее синфазное 
поле среды Максвелла оказывается изоморфным электромагнитному полю. 

Для плотного грунта при параметрах пористости 16
д 1мкм, 3 10R      

получаем -150 с  , что отвечает частоте колебаний 8 Гц , известной как 

альфа – ритм; радиус заряда оценивается величиной 90м , в его объём попа-

дают 84 10 дефектов. Если для эфира принять 1310   (что соответствует 

отношению объёмов ядра и атома), то классическому радиусу заряда 
152.8 10 м  будут отвечать значения радиуса дефекта 22

д 5 10 мR    и часто-

ты 2310 Гц ; в объём заряда попадут 62 10 дефектов.   

r

0p p 

з


p

0 

Рисунок 7 – Радиальные формы 
для заряда. 
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Выводы. На основе гистерезисных свойств деформации материала раз-
работаны оригинальная физическая концепция и новая математическая мо-
дель для активной механической среды, способной передавать волны транс-
ляции с квантованной амплитудой колебаний и создавать фундаментальные 
силовые поля, подобные электромагнитному полю и лоренц - инвариантному 
гравитационному полю, обладающему индукцией. Получена эффективная 
оценка для индукции поля. Раскрыта взаимосвязь между однородным полем 
колебаний давления и волновым синфазным полем поперечных колебаний 
среды, а также исследован механизм передачи энергии в волновом поле. 

Внесены необходимые уточнения в матричную и векторную модели свя-
занных нелинейных колебаний тонкого цилиндрического стержня и получены 
уравнения волнового поля среднечастотных синфазных колебаний пружины. 

Выполнена нелинейная аппроксимация уравнений низкочастотных свя-
занных колебаний тонкого винтового стержня и для продольных деформаций 
пружины получены длинные волны трансляции, имеющие форму солитонов. 

Составлена трёхмерная математическая модель для исследования волн 
переноса деформации по цилиндрическому стержню и разработан аналитиче-
ский метод решения её уравнений, использующий бегущие потенциалы Герца.  

Показано, что задачи динамического деформирования упругого тела с внут-
ренними  (в т.ч. пульсирующими) источниками напряжения могут решаться при 
использовании уравнений Максвелла и методов расчёта электромагнитного поля.  

Выявлено, что при интенсивном деформировании в пружине возникают не-
линейные бегущие волны – винтовые солитоны. Они концентрируют напряжения 
и их нужно учитывать при прочностных расчётах. Они переносят значительную 
энергию и импульс, и их можно использовать в виброударных системах.  

Выяснено, что при соответствующих граничных условиях в стержнях и ва-
лах возникают внутренние колебания, отличающиеся неравномерной деформа-
цией поперечного сечения. Такие колебания не описываются классической тео-
рией тонких стержней, но их нужно учитывать при прочностном расчёте. 

Показано, что использование винтового стержня в качестве волновода 
для ультразвуковой резонансной техники позволит передавать энергию коле-
баний посредством длинных волн синфазного волнового поля; такое решение 
минимизирует потери  и улучшает функциональные свойства передачи. При 
сварке, резке и финишной обработке материалов повышается предельная 
частота колебаний, сокращаются габариты установки и длительность техно-
логической операции. Значительно возрастает предельная длина сонотрода, 
работающего от одного генератора колебаний. 
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УДК 17.27 
 

Р.В. ДАЛЛАКЯН, канд. физ.-мат. наук, ГИУА, Ереван 
 
О ГРАНИЧНЫХ ЗНАЧЕНИЯХ ГАРМОНИЧЕСКИХ 
ФУНКЦИЙ КЛАССОВ αU  
 

Доведено теорему, що оцінює ступінь зростання для деяких класів гармонійних функцій, та про-
аналізовано її наслідки. 
 
Доказана теорема, оценивающая степень роста для некоторых классов гармонических функций, 
и проанализированы её следствия. 
 
Teorema proved that evaluates the degree of growth for some classes of harmonic functions, and 
analyzed its implications. 
 

Введение. В этой работе доказана одна теорема о росте гармонических 
функций класса U , введенных М. М. Джрбашяном (смотри [1], [2]). В ча-

стном случае 0   эта теорема доказана А. Г. Нафталевичем. Далее приво-
дятся некоторые следствия этой теоремы. 

 
Ключевые слова: оператор интегро-дифференцирования произвольного 

порядка в смысле Римана-Лиувиля, ядра типа Коши, Шварца и Пуассона, 



� ��

�������	
���
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Из сходимости 1

,
lim z z e  




 
  и непрерывности функции  g x  в тополо-

гии f  следует что,       1

,
lim .l st g sz z t g st  




 
   Следовательно, 

 g x  почти автоморфна. Теорема доказана. 

Теорема 2. Функция  f x  почти периодична тогда и только тогда, 

если она почти автоморфна, и для любой сдвижки функция  hf t  также 

почти автоморфна. 
Доказательство. Пусть  f x  – почти автоморфная функция и любая 

функция  hf t  также почти автоморфна. Возьмем * *y Y , тогда числовые 

функции,  ,y f t ,  , hy f t , * *y Y  удовлетворяют условиям теоремы 

В. Вича ([5] теорема 3.3.1) и значит, почти периодичны. Поскольку  f x  

слабо почти периодична, то она равномерно слабо непрерывна в топологии 

f . Любая компактная слабо непрерывная функция сильно непрерывна. Та-

ким образом, функция  f x  L  – почти периодична. Так как функция  f x  

компактна и равномерно слабо непрерывна, то ее можно доопределить на  
компактной группе T . Любая компактная слабо непрерывная функция силь-
но непрерывна на T  и значит, является сильно почти периодической функ-
цией. 

Обратно, из почти периодичности тривиально следует почти автоморф-
ность. Это верно и для предельных функций. Таким образом, они почти ав-
томорфны. 

 

Выводы. Полученные результаты показывают, что абстрактные почти 
автоморфные функции – это компактные L  – почти периодические функции 
и это функции, которые компактны и непрерывны в подходящей топологии, 
в которой окрестности относительно плотные множества. Дана характери-
стика почти периодических функций: в классе почти автоморфных функций 
– почти автоморфная функция почти периодична тогда и только тогда, если 
все ее сдвиги – почти автоморфные функции.  

 

Список литературы: 1. Левин Б.Я. О почти периодических функциях Левитана// УМЖ. Т.1, № 
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75.4. Reich A. Präkompakte Gruppen and Fastperiodizität//Math. Z.,116, p.216-234. 5. Veech W. A. 
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��� `à a `à aC C� � C� C� �� C�h h� � h i � �� �f f f j f E�������������������������DQ$�9,+}��E�N����������������� �����H��������!��D�$���D=$����������



� ���

�� ����� � ��	 
 � 
�� ������������������������������������������������������������������ � ���� � � ������� �����!��� ���"#$�%�&����'� (���)�*$���+�,��� � �� -�$��.���/��&��$���)��)� ��0
�����"��1�#��'���.�21����� � �� � 
3� �-!�#.�"�� �� ��� ��� �
 4 
 � �3 �  ������������������������������������������5������$���*$����$!� 6 7 6 7 ��8 �� 888 ��� 8 ����9 :: 	 	 	 
;
< = > ?> ?@ AB ���'��*$����$!��6 78 ����� �CD C EF F G�� 6 7 �� ��88 8���� 9C HC HD 	
 	I JK K LMN OK KP Q� ����'�����!��� � �� ���� ����8� � �� RSTC � HHC � � �H �U � 0 
 � 
 ;
3 < = G V> ?@ A� �B W���������������������5��� XYZ[Y\]̂�_̀abcdefcg�hijklmjin� ���	 
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2

2
, 0 1

d u
a x u f x x

dx
    ;    0 0, 1 0,u u   

         1 1 , 2 1 1 1a x x x f x x x x x           . 

Точний розв’язок цієї крайової задачі:    1u x x x  . 

Якщо використати функції    1 , 0,1,...,k
k x x x x k N    , то метод дає 

0 1, 0, 1,kC C k N   .  
 
Перспективи подальших досліджень. У подальшому планується уза-

гальнення методу на випадок розв’язання крайових задач для двовимірних 
областей складної форми.  

 
Висновки. Запропоновано метод побудови наближених розв’язків кра-

йових задач для звичайних лінійних диференціальних рівнянь 

    , 0 1Au x f x x   . У запропонованому методі  u x  наближується у 

вигляді лінійної комбінації деякої лінійно-незалежної системи функцій 

  , 0,...,k x k N  , що задовольняють граничним умовам крайової задачі. 

Коефіцієнти цієї лінійної комбінації знаходяться з умови найкращого набли-
ження (в нормі 2[0,1]L  або іншій нормі) правої частини  f x  лінійною ком-

бінацією функцій     , 0,...,k kx A x k N   . 
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� ����

����	
	������	��	������	�����������	�����
���	��
�����������	�����������	��������	��	��	
�����	�	����������������� ��������	���������
���!�����������������	 ��	��	
���	����������������������	����	���"������	����#��$�%	��������������	�����������&	�������������	
	�����������������	 #
�������	���������	��
!�	�	���������������������	����������	'�	��	�	�	�
�����������������������
�����������"������������
����	������(��	�	�����������������������
��	(���
!�	��������	��
��
��	���	��$��)� 
��	���������	��������
!�	(�
��	���	��(����	 
�����!���	"�	(����#����(����
!�	�	�&���"�	�	��������������������	 ��	 
�����!����	�������������'�	���������������������
!���������$�)�*������������	��������	
	���+������!�	�	�����	��
!�	�	����������������$�)$,$�-�����������&���
!������	��.�������������������	�����	��������������
�������&����	#�����"�	�	�&���
!�����+,/���$�)$,$-���������	��	�#
���!����	��
����������
!����
��	���	������	���������"�������	����������#�	��(�����	��������������"	���	�$��,�	��������!��	��	����������
!�	�	�
��	���	��	�	������������	���	�#
�����������������"�	�����	������&����	#�����"�	�	���&����	#��������"�	�	�&���
!����������	��������������������&�������
�����������"�����	���&���������	������������	�	�������	�
��	��	��� ��	�	��	�������	��	'�	��	�	�	�#
���������������
���������	����"�������� �����"�����	�����$���$�0��	 �����#������� 
�����	
!���	�	��"�����
��	��1���	��������������
!�	�	����������#�����������	���'��'����� ����������������
!��$��2������	�	�����	������������
!�	�	�
��	���	��	�	����������������#�"�������	�����������	��(�����	��������������"	���	������������!��	����#��!	�	��	������3��4�56����	��.�����	�	��	��
���������	��������	�	� ������	�����"	�	�����	����������"�����������'������"	���������	��
����������#����������������	��������	���������$�7	
	��	�����	�����	������������
!�	�	�
��	���	��	�	��������������#
��	���������������������&����������"�
!�	�	���	���������������������*����#��������	��������	
	����������
�����!�������!	��&���
!������+,/���$�)$,$-�������1�&����	#�����"�	�	��&����	#��������"�	�	����&���
!������	��.������������$�2���"�����	��������������
!����
��	���	������	�������#������&���"����������
!�	��������!��	 
�����!���	"�	��������������
!����������������	���������� 
��������
!����������	������(����&�	���	��	���$��89:;<9:=>?;�<@A;BCD9??E�;?;FG;:=>?=H�D:F9:�;B;I:F@?JDK�L���#����"����	��
���������	�	� ������
����	����"�������������"	���������	�����	�����������������������������������(���	��	��	�����������������(��
����	����MN �����"	�����	�"��
���!������������	���������������������������������#���(1� OPQ RSTM M MN UN VN ����� OPQMN 4��	����������������������(�� RSTMN �4������#������������������(������	�"��
���!������&	���
���1�



� ����

����	 
��
�� 	 		 ��� �� � � �� �� ��� ����	 ���� 	 		 ��� �� � � �� �� �������������������������������� 
��	� �� ��	� ���� !�"# !�$#�"%&#'!�!#$!()*!+$!�&)�"%&#'!�,)�!)*!+$!� &,)&%��$�,-!./�0#$!()*!+$!� &,)&%��$�,-!.�1)2&%$#3�#41%2566&728�83�+'# !,$!� &,)&%��$�,-!.�()�9:;<=<9�>?@=?A�(� %3#,%2&)$$8'�B<C9AD�E:;:�F�ED<G?�H�I�,#(,)JKL$3L�2�,��$!K�!#$!()*!+$%K� &,)&/��M M MM M MM M M M�/N HO� O�� �M ��M�� � �O�M� �� � � IP
��	 QRS RS	� T U VV VV V V V WX �X Y Y Z XXX X XZ Y ZX Z X X X ���������������������M�����Q���)&#'$%+�$#'�,���58�",#2&%K�,�1# %$��)4#��[�3&% $%+�)&#'$%+�$#'�,���58�2"#5L3�\�T���)&#'$)�')2)���58�",#2&%K�,�1# %$��)4#��[�3&% $)�)&#'$)�')2)���58�2"#5L3�\� M �/]��̂ �_RS� ���')2)�2"#3#6��5�3&,#$)\�U���"#&�$*!)5�!#$!()*!.�,�1# %$%��83%+��58�,�1# %$�(�)&#'$%'�$#'�,#'� �NQ̀ �#41%256a&7J28�()�[#,'L5#6b� ��/�c� �Hc/d� ]P/� I �� ^�_U Q QX X� Z Y YY ������������������������������N��)��58�2"#5L3b� � �efg� O���h �̂ �_� �:B ii i iii iU jQ U jQ� �� k k �����������������������������������ij���3!573!2&7�)&#'! �il<X ",#2&#-#��5�'�$&L� �'#5�3L5!�2"#5L3%\�iQ���)&#'$%+�$#'�,�il<X �",#2&#-#��5�'�$&L� �'#5�3L5!�2"#5L3%\�iU���"#&�$*!)5�!#$!()*!.�il<X �",#2&#-#��5�'�$&L� �'#5�3L5!�2"#5L3%��m#�#41%256a&728�()�[#,'L5#6��N�\�n58�2"#5L3��[�3&% $%+�)&#'$%+�$#'�,�&)��[�3&% $)�)&#'$)�')2)�#41%J2566&728�()�[#,'L5)'%b��N � �� �h � �� �:B 

 


 
Q jQ jQ� �� k k ��� NN � �� �h � �� �:B 


 


 
T jQT jT� �� k k ��������������]��0#$!()*!+$!� &,)&%��$�,-!.�#41%2566&728�(�L,)KL )$$8'�"#",) 3%�$)��[�3&�-L2&%$%�W��()2$# )$!�$)�9:;<=o�p;:C@G:q9:C?�H�Ib��� � ����MO��� � ��MO��� � R rCs� �� t � � � rCs� � �� t rCs� �W uvw� Y Z Z Y X x xywY Z uz ��������������������������



� ����

��� ��	 � ��	�

����� � �� �� �� �� �� �� �� � ��� ��� �� ����� ��	�����
 
� !"�� �# $�� % &� �' (� �% % %' () *� ���
� 
��� +���	�
���	�
 � �, �- � �� % % �� % % � ���
 ... ...!/! !0�11 �2��34�567389���
 +! /0� �2��34�6:75;<=�:�>7?<@��"�2�A85;<@B�:�>7?<@<��C<;7DE�?;:B;<��@�:AEF�@B�?<6:7DE@G?B@@4�7H><53GG;I54�JAE�@7�J�K7:LD83BD<�MNON�P�QRSOTNUR�V�W��X;:B;<��@�:AEF�@B�AB3IDE?@��?<6:7DE@G?B@@4�E5;7;@7�JB3�YB;I�?E��5;86�@E��9:B@8?B@@4�4�:B�B;7D@<D<��3�9;:7@BD<Z�� � ���� �� � �� ��	 ��6:< ��� ��[-\ 0 ]\ ^// [ ,_  ,_ /\� 0 ,_` ��� � % % � aa aa % % �������� � ��� �� �� ��	���� � ��6:< �����[-\ 0 ]\ ^// [ /  ,_ /\� 0 ` � ��� � % % % & bb % % ��������� �� ������
0̂ cdTe�� % �2�fghTd�ijdkRlUd�� � 
����m�X,_� �� �+���`n �2�odhOpSqR�Odqrds�hOUtrOtUg�� ��������
 5D][ �n % �2�93B5<>@<u�:B�E85��3�9;L:7@B��v7:D83B�����?<97:<5;7?8w;I54��34�7H><53�@@4�?;:B;��@�:AEF�@B�AB3IDE?L@��?<6:7DE@G?B@@4�H�J�8:B=8?B@@4��9:B@8?B@@4��K7:D83B�����2��34�?<6B�98�67?@7A7��9:B@8?B@@4���x3�9;:7@<��6:7=7�4><�>�:�J�:�>7?<@8��?E�>8?BG;I�?�3<98�9E3I9E5;I�JE;9L@�@I��?@B53E�79�>7A7�JDE@Gw;I54�@B6:4D79�F=@I7A7�:8=8��y:Bw9;7:E4�:8=8��3�L9;:7@E?�J�@�?�3<97G�67>B;97?7G��@�:AEwG�JDE@Gw;I54�JB3�Y@7�?E��6:7z�5E?�HBAB;79:B;@7A7�:7J5EG?B@@4��3�9;:7@E?��7H8D7?3�@7A7�58DB:@<D��K�9;7D�DB3<=�?E�=<3�@I��;B�:7J5EG?B@@4�@B�?�3<9E�98;<��?<93<9B@7A7�79:�D<D<�H3<LJI9<D<�JE;9@�@@4D<��{;B;<5;<>@<u�=B:B9;�:�6:7z�58�E7@EJBzEF��3�9;:7@E?��JB�:B=8@79�6:7z�5E?�HBAB;79:B;@7A7�:7J5EG?B@@4��6:<J?7�<;I��7�J@B>@<=�K389L;8BzEu�E7@EJBzEu@<=�?;:B;��@�:AEF��y7D8��7zE3I@7�?�6:7A:BDB=��|7�:7J:7H3GLG;I54��?<97:<5;7?8?B;<�5;B;<5;<>@E�D�;7�<��J79:�DB��HEH3E7;�98�93B5E?�}~�	����|7�?<97:<5;7?8w�cNOdl��dqON��RUTd������������������������������������������������}~�	���2�z��HEH3E7L;�9B�93B5E?��49E�?<97:<5;7?8G;I54�6:<�:7J:7HzE�97D6�G;�:@<=�6:7A:BD��|7�6:<J@B>�@E��34�D7��3G?B@@4�6:7z�5E?�6:7=7�Y�@@4�E7@EJ8G>7A7�?<6:7DE@GL?B@@4�>�:�J�:�>7?<@8��}~�	���JBH�J6�>8w�67?@8�5<5;�D8�E@5;:8D�@;B3I@<=�JB57HE?��34�D7��3G?B@@4�4��:@7LKEJ<>@<=�6:7z�5E?�?JBwD7�EF�?<6:7DE@G?B@L@4�J�:�>7?<@7GZ�5;?7:�@@4�A�7D�;:EF���;�9;7:E?�E�85;B@7?9<�?�zE37D8��76<5�>B5;<@79�E�KEJ<>@<=�6:7z�5E?��;:B@567:;�>B5;<@79�E�53E�98?B@@4�JB�@<D<��?E�LA89���;�9;7:B��D7��3G?B@@4�67�Eu��9�:8?B@@4�;:�97D�;7|7���EH3E7;�9B�93B5E?�}~�	���DBw�?�3<9<u�@BHE:�538YH7?<=�K8@9zEu��A�@�:B;7:E?�?<6B�97?<=�?�3<L><@�E�;��E@���B�;B97Y�@B�Bw�D7Y3<?E5;I�?<97:<5;7?8?B;<�:EJ@E�D7�83E�?EJ8B3EJBLzEF�V�W��



� ����

����	�
���������������������
�������
������������������������� ���� �	!����"������ �����"#�$���� ����������������������������������%�������&��"'������ �����(����� ��)����
���������������������'�������*�
�����
����&���'�+���
�%��� ������,�
���)���������
����������-����������������������&����� ��!���
����������������#�.���
�������
�����������!���(��������)������
�, �����
�	� �'����/%���!�%������'�������0����"�%�����
�����������
�&� ���
�(����
 �)���������%�������
����������� �������#���
����������������*�
�%
�!�����������������)����������* ����������0��!�
 %��0������1�2#�3���������
� �����������142���*����%���������0�%�� 	&���� ��(�%�������������������������0'�+�������, �%���(�0��56789#�����	�
���������������*�� 
���� 	&:�
�������
���������'�%����:�
������%)�����%�)���%����������!���� 
 ���#�;����0���������������<�� 
� �������(�0�������0���
�	����� 
��"����&�
���)�������������� �����'�������*���	�����
��������������� ������	���!���� 
�����#�= ����(�� 
 ��)�(�������'���
�����)��:���������0�����'�)�����&����������������'�������������0���)������'���*������0�����:�����"�����������"��
�����������	��0&��!�%���������/(� 
��)����� �(����'�����!��%����������
����(�����%�
 ������(�����)
���
��0#�>�	����%�	�	���� ��(���������������%�����0�����
�%
�	����
�)
�����&��(�?@@'����� �����������%�/%�(�0������� ����	�	���� �������� �(���&��� ��"�
 ��0��"����� ��#�.
���0�������
�)
���'�+������
��������������'���%������0���
0�!����
������ �0����� ��'�!�
��� 
���������� 
�����'�%���!��������������0�'������(�0�� � ��
���)���������#�A���*��
�)
����&���������(�0��
�%�����	�
��:�%����!��
�� ���'����
�����'�)��0���� ���&�
����(����'�����%���'���+�#�=��
�� ���
�	����
�%
�	� ����
�)
����
�%
�&!������
�����
�"��
�!��* ���
�%��!� � � ���
��!������������%����������&� ������#���#�.
�)
���'�+������
��������	�	���� ����������������'�������������������%��� ���� ���0��!��������!�������'�������������(�0����	�����&�������
 ���"�%�����#�=��������������������	����%�
 ���
������������ ����0&������	/�����-� �% ���
��������BCDEFGHFHIJK�1L2'������ 
����
�� ������� �(����#�$���	��/%����!����������� *��0M��-�BCNOPJKQJRJSRTKUTFPRKESRVTF�1L2'�����������0���%��� ���) �� �
�"�� � ���
��������� 
�����'�%���!�������(�0�����������	����������&�����W�-�BCNXYZPVSP[VPR�1L2'�+�������(������� �(�����:�%����!��
�� &���'����� ���0���
�%)������������� �����"�1\2W�-�BCNEPJKXKV]HKZBJFJKHRTK̂SRVTF�1L2'�+����������* 
 ���� 
&�����!�����������
����� �(�����#�=��	/����& �% ���
��������BCDEFGHFHIJK'������ 
����
�� ������� &�(������
�!��* �����������'�����*�%�
 ���
��������� �	��/%����������'�	 %���!���� �(�������*����'�-�BCOPJK̂SRVTF'�BCOPJK_̀JFR̂SRVTF'�BCOPJKaRJbbVFÎSRVTF#�c����������%���(�0�� 
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Висновки. У даній статті розглянуті схемотехнічна та математична мо-
делі робочої зони ДА, виявлені збурення, які надають власні коливання ДА 
під час своєї роботи, запропоновані підходи до побудови систем контролю та 
діагностики форсунок в режимі реального часу. 
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В.П. ОЛЬШАНСКИЙ, д-р физ.-мат. наук, проф., ХНТУСХ, Харьков; 
С.В. ОЛЬШАНСКИЙ, канд. физ.-мат. наук, НТУ «ХПИ» 
 
МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОДОЛЬНОГО УДАРА ПО СТЕРЖНЮ 
С СОСРЕДОТОЧЕННОЙ МАССОЙ 

 
Розглянута динаміка стержня з точковою масою, що зосереджена на його незакріпленому краї 
(торці), по якому відбувається непружний удар твердим тілом, яке рухається. Показано, що кое-
фіцієнти динамічності, обчислені за теоріями Сен-Венана та Кокса відрізняються несуттєво в 
широкому інтервалі зміни параметрів тіл, які співударяються.  

 
Рассмотрена динамика стержня с точечной массой, сосредоточенной на его незакрепленном крае 
(торце), по которому производится неупругий удар движущимся твердым телом. Показано, что 
коэффициенты динамичности, вычисленные по теориям Сен-Венана и Кокса, отличаются незна-
чительно в широком интервале изменения параметров соударяющихся тел. 

 
The dynamics of a beam with a point mass concentrated at its not assigned-edge, which is produced by 
inelastic impact by a moving solid. The dynamic coefficients calculated from the theories of Saint-
Venant and Cox differs slightly in a wide range of parameters that satisfy the-body collisions are shown. 
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Рисунок 13 – Залежність ( )t . 
 

тегруванням системи (1) методом Рунге-Кутта 4-го порядку на інтервалі 
[0, 200]t с (рис. 12). Залежності на рис.12, 13 сукупно демонструють процес 

«перекачки» енергії у системі в області внутрішнього резонансу. 
 

Висновки. Таким чином, уточнено результати, що приведені в роботі 
[8], відповідні розв’язки досліджені на стійкість, досліджено умови зриву 
вертикальних коливань та процес переходу до форми зв’язаних коливань 
пружинно-маятникової системи. Отримані результати є актуальними для 
розробки  віброгасників нелінійних коливань в механічних системах. 
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� ���

�����	
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�� ����
�������������� a��#�������!�������
�4�������������������������!��
����	�������� 	�����������������
�4��� ������
��b��#���!��
���%������4���%��
��������7
�� ����������6��� 	������%����
���������4���
�����#����������6��������
�4��� ��	����
�� �������$�%����� !�	������	�5
���c0�1�������������	�$������
 ���
�������� d e(( �� (�� � fg g g gH �����������%���������
����������������	�$���������
��!��
��� � d e(( �� (�� � fh h h hH �����������
����	��������	��a��(( (� ��i iijk jlg H m m �� ��� (� ��n nnjo jlg H m m ��(� � � � �n i i nk o j jg H m m ���(( �jih pHqp �� ��� �jnh pHqp �� �(� � jinh pHqpp0�r����� � d e(( �� (�� � fs s s sH �
��	�	��
�� d e(( �� (�� � ft t t tH �����	5!�/���������
�������������
�� � !a�uvuvuvuv))wst x ghy z{ | {|H} ~� � ��� � ��} ~� � ������ uv (( (�(� �� ��))) )w ww w w wy z} ~H} ~} ~� �������uv (( (�(� �� ��))) )x xx x x xy z} ~H} ~} ~� ������ ��� x �#�4���
!�����/���!
����
�!��	�
������0��������� !������� 	!�����%���
�
���������������
�������� 	!�	��!�������
��/����%��
��!����$�7�
��



� ���

�� �� �� �� �� � � �	 	 	 	 
�������������������������������������������� ����!" #$ %&&'( )'* +(	 ,- - %�����������������������������������������#�$� ��./'�0������1����������������������./ �� �� �2�� �� �22� 2� 22' ' '' ' ' '' ' '3 45 6	5 65 67 8%�9 :%% ;( <=>	- �?��@����������A���%��9: 9: 9: 9 :� � 2# % % %% $;)'> )B> )B> )B<=>	C C C �?�D���E�@%�A����D������D�F������������� ��D���������A����E����%�����@���� 9 :% %%%%%;&& && && &&( < = >	- %��@����FG0 ��0�����1�����E����
��H������� ������1�����������������IJ'�% �%�%2IJ	 ��K��E����D����D���L����E����M�� ��� �� ��� �%' � �N OP P	 ,P P � � ��� �� ��� �%' � �N OP P	 ,P P � 9 : ��� �� �� �� %' ' � � NOP	 	 , PP ��2 2� � �� � ��' ' Q� Q�N NP P	C 	C CP P%��2 2�' '	C 	 ��� � ��Q� Q�O OP PC CP P%�9 :� � � � �22 �� �� �� �� � �� � �� �� ��� � � �� � �' � � � � Q� Q� QQ�N O N OP P P	 , , , , , ,P P P P %�� �� �NQ R	 %� �OQ R	 �?�@�������F�����@�� ��� ����������@����D���SN����SO
�T���K��E��D����� ���U����@�� �@���� D�������@���� ������1�����KL���������@����K�D���������� ��D��������������������������� � ��@�%���D���M�9: 9 : 9: 9: 9: 9:9 : 9 : 9 : 9 : 9 :9 :�� �� �� �� �� ��% % % % % % %; ;' ' ' )' )' )'' )' ' )'V V V V V V V V V V V	 , 	 	 �9: 9 : 9: 9: 9: 9:9 : 9 : 9 : 9 : 9 :9 :�� �� �� �� �� ��% % % % % %; ;' ' ' )' )' )'' )' ' )') ) ) ) ) ) ) ) ) ) )	 , 	 	 #�$�W� ��KX�K�@���Y�K�D���������� ������1������@����@�������������Y��F������� D��������@M�9: 9 : 9: 9: 9 : 9 :% %) ) ' ' )Z )Z) � ) � ) �V V V	 	 	- - -- - - %����������������#2$� �� 9: 9 :� �% [% [% %' N O O N< Q> = Q>< =V 	 , , ,- %�9: � �� �%[ %[% %� �) N O N O> > > >V \ ]	̂ _` a- 
�b���K�� �������������� ������1������������������ % �%�%2I)BI	 %��@�D@�� �����@����� 9: 9: 9: 9 :� � 2# % % %% $;)'> )B> )B> )B<=>	C C C %���������D��L



� ���

�������	
���� �� ��� �� ���� �� ���� ���� � � � �� �� �� �� � � �� ��� �� ���� �� ���� ���� � � � �� �� �� �� � �� �� �� �� ������ � � � ������ � � � �� � � � � �� � � �� � � � � �� � � ��  �  � � � � � �! " ! "#�$�%&'()�*+����,������-�-��./&,%��	*)��0��(��1(-�)(����2+�3)
'4)&,��+��%�-%-51�3)2*+�
'����2*).�-5-
-�2�#�6�'*�'(-�1�)	1��)�&'��7-��)��)�)�8&)4'�+��0)%&��+�2-�&1*1�2*)�-�+�1(-������
-7��+���3�)0).&,%���2��� 9#: :� ;<�= � ���������������������������������������������������>��?�@-*(1
)A��>��:���:<���3�)0).&,%���)%&1���(�0��-(�� ��� �� ���:� � � � B � �B� � � �� C DC D� ��� �� ��:< � � B � � �B� = � = ���: :� ���B� �B ��� � �= � ����'���&)�B�E��)�*)�
�.0+�2-%��1%���-*()
+��-�	*)��F+�-5
)%&+#�G*'�%&)��(-�2-�&1*�+�31%�

�� �: :� <�&)2-4�1���	
��+�%1(����� ���H �: : :� � �� � � �� ���H �: : :< < <� � ��'� C D C D�� � � � ��� �� �� ��H: � �� I� I B I � I B� �� �� � � � �� � JJ� �� �I �B� �� �� ���  � �! " �C D��� � ��� �����: �� I� I B��� �� ��  �! " C D� � ��� �� JJ� � �� � � �I � I B I �B� � �� �� � �� � � K�  � � �! " �C D�� � ��� �� �� �� ��� �� � � �H: � �< I � B I I �B I I �B� �� �� = � = � = �� �C D� �JJ �� �I � B� �� �� �� � =�  � �! " ��� �� ��� � ���: �< I I �B��� �� = ��  �! "� � ��� �� JJ� � � � �� � � �I I �B I � B� � �� �� � �� = � K =�  � � �! " #��LMNOP�QORSTURVWWUX��YZ�[\]̂_̀â b̂�cdef\g\̀ d̂hd�ig_̂j�dkdld̂e\Z�?*)A-�1.0���7-���*)3+�-5-
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