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КВАЗИРАВНОМЕРНЫЙ ПРЕДЕЛ ЛЕВИТАНОВСКИХ ПОЧТИ 
ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 
 

Найдены условия, в некоторых случаях необходимые и достаточные, при которых предел после-
довательности определенного вида L − почти периодических функций является того же вида 
L − почти периодической функцией. Таким условием является квазиравномерная сходимость в 
различных ее определениях. 
 Ключевые слова: почти периодические функции, L − почти периодические функции, 
почти автоморфные функции, квазиравномерная сходимость. 

 
Введение. Одно из часто используемых свойств почти периодических, 

Левитановских почти периодических и почти автоморфных функций – это 
свойство предельного перехода, в котором чаще всего используется равно-
мерная сходимость. На самом деле, она является достаточным (сравнительно 
легко проверяемым) условием того, чтобы предел был того же вида, что и 
функции из рассматриваемой последовательности. Целью работы является 
нахождение более слабых условий, при которых предел последовательности 
Левитановских почти периодических функций оставался бы Левитановской 
почти периодической функцией. Рассмотрены и частные случаи Левитанов-
ских почти периодических функций – непрерывные почти автоморфные и 
равномерно непрерывные почти автоморфные функции. 

 
Вспомогательные утверждения и определения. Работа является про-

должением статей автора [3] и [4]. Тут использованы основные обозначения 
и определения из работы [2]. G  – это σ − компактная топологическая груп-
па, e  – единица группы. Y  – сепарабельное пространство Фреше, ( )f t  – аб-

страктная функция, отображающая G  в Y , ( ) ( )hf t f th=  – сдвижка, когда 
h  – это элемент группы; когда h  – это последовательность элементов, 

{ } 1h h Gα α
∞
== ∈ , то ( )hf t  – поточечный предел (если существует) последо-

вательности ( )f thα . 

Пусть ( ).,.ρ  - метрика в ,Y N − конечное множество в G , 0ε > . С каж-

дой функции ( )f x  связано множество 

( ) ( ), , ,
: max ;N f a b N

B G f a b f abε τ ρ τ ε
∈

⎧ ⎫= ∈ <⎡ ⎤⎨ ⎬⎣ ⎦⎩ ⎭
. 
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Определение 1.[3] Последовательность функций { } 1( ) ,n nf t ∞
=  

( ) :nf t G Y→  назовем квазиравномерно сходящейся к функции ( ),f t  
( ) :f t G Y→ , если: 

а) она сходится поточечно к функции ( )f t , ( )lim ( ) ,nn
f t f t t G= ∀ ∈ ; 

б) 0ε∀ > , индекса K  и любой последовательности { } 1
t Gβ β

∞

=
′ ⊂ най-

дутся индекс 0n K>  и подпоследовательность элементов { } 1tβ β
∞
=  

{ } 1
tβ β

∞

=
′⊂ такие, что 

( ) ( )( )0
, , 1, 2,3,...nf t f tβ βρ ε β< = . 

Сформулируем некоторые результаты и определения работ [3] и [1], на 
которые будем опираться в дальнейшем. 

Предложение 1. [3] Квазиравномерный предел непрерывных функций 
является непрерывной функцией. 

Предложение 2. [3] Квазиравномерный предел компактных функций яв-
ляется компактной функцией. 

Предложение 3. [3] Квазиравномерный по всем подпоследовательно-
стям предел равномерно непрерывных функций является равномерно непре-
рывной функцией. 

Определение 2 ([1]). Поточечная сходимость последовательности 
отображений { }nf  к отображению f , заданных на топологическом про-
странстве X  со значениями в метрическом пространстве Y , называется 
квазиравномерной сходимостью по Александрову, если для всякого нату-
рального числа K  существует не более чем счетное открытое покрытие 
{ }1 2, , ..., , ...kΓ Γ Γ  пространства X  и такая последовательность 1 2, ,n n  
..., , ...kn  натуральных чисел, больших K , что ( ( ), ( ))

knf x f xρ ε<  для всяко-

го kx∈Γ . 
Предложение 4.[1] Квазиравномерная сходимость по Александрову 

(определение 2) является необходимым и достаточным условием непрерыв-
ности предела, если поточечно сходящаяся последовательность состоит из 
непрерывных функций. 

В 1938 году Б. М. Левитан [6], [7] ввел новый класс числовых ком-
плекснозначных почти периодических функций, определенных на числовой 
оси. В. А. Марченко [8] заметил, что L − почти периодические ( L − п.п.) чи-
словые функции представляют собой все непрерывные функции на некото-
ром хаусдорфовом пространстве, полученном введением на числовой оси 
особой топологии. Б. Я. Левин [5] привел новое определение L − п.п. число-
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вых функций, заданных на произвольной σ − компактной группе и доказал 
основные положения теории L − п.п. функций. А. Райх [9] ввел новое опреде-
ление числовой комплекснозначной L − п.п. функции, определенной на топо-
логической группе. Следуя Райха, введем определение абстрактной L − п.п. 
функции. 

Определение 3. [2] Непрерывная функция ( ) :f t G Y→  называется 
L − почти периодической, если 0ε∀ >  и конечного множества N G⊂ , су-
ществует относительно плотное множество E G⊂  такое, что 

-1
, ,N fE E B ε⊂ . 

В работе [2] были получены следующие результаты. 
Предложение 5. [2] Любая L − почти периодическая функция ( )f x  не-

прерывна на группе G  в топологии fℑ , определенной множествами , ,N fB ε . 

Дана характеристика непрерывных функций в топологии fℑ . 

Предложение 6. [2] Пусть задана L − почти периодическая функция 
( ) :f t G Y→  и по ней введена топология fℑ  множествами , ,N fB ε  на группе 

G . Любая непрерывная функция ( )g x : G Y→ , которая непрерывна в топо-
логии fℑ , является L − почти периодической функцией. 

Если L − п.п. функция не одна, а их целое множество, то используется 
следующая характеристика. 

Предложение 7. [2] Если на группе G  задано семейство L − почти пе-
риодических функций ( ) ,f tλ  Aλ ∈  со значениями в пространстве Фреше 
Y , то существует топология fℑ на группе G , в которой непрерывны все 

функции этого семейства и любая функция ( )g x , которая непрерывна в 
этой топологии, является L − почти периодической на группе G . 

Если на группе задана топология ℑ , то будем рассматривать непрерыв-
ные функции в этой топологии. Тогда введенная топология fℑ  слабее за-

данной топологии ℑ . Почти автоморфные (п.а.) функции [10], [4] можно 
рассматривать как компактные и непрерывные в топологии ℑ  L − п.п. функ-
ции, что видно из следующего результата. 

Предложение 8.[4] В пространствах Фреше класс компактных 
L − почти периодических функций совпадает с классом непрерывных почти 
автоморфных функций. 

Если L − почти периодические функции компактны и равномерно не-
прерывны в топологии ℑ , то они называются равномерными почти авто-
морфными функциями. 

 
Основные результаты. 
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Теорема 1. Пусть последовательность { }nf  L − почти периодических 
функций сходится поточечно к функции ( ),f t  

( ( ) lim ( ), )n
n

f t f t t G= ∀ ∈ . 

Для L − почти периодичности предельной функции ( )f t  
 
необходимо и 

достаточно, чтобы сходимость была квазиравномерной по Александрову. 
Доказательство. Применим предложение 4 и получим, что предельная 

функция является непрерывной. По последовательности { }nf  на группе G  
при помощи множеств 

[ ], , , ,
: max ( ); ( )N f n n na b N

B G f a b f abε τ ρ τ ε
∈

⎧ ⎫= ∈ <⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

введем топологию fℑ как в работе [2]. В этой топологии непрерывны все 

функции последовательности { }nf  (предложение 7). Применим к ним пред-
ложение 4. Получим, что предел является непрерывной функцией в этой то-
пологии тогда и только тогда, если сходимость квазиравномерная по Алек-
сандрову. Тогда, согласно предложению 7, предельная функция является 
L − почти периодической функцией. 

Следствие 1. Квазиравномерный предел по Александрову последова-
тельности L − почти периодических функций { }nf , сходящейся к функции 

( )f t  с относительно компактным множеством значений, является почти 
автоморфной функцией. 

Доказательство. По теореме 1, предельная функция ( )f t  является 
L − почти периодической функцией. Используя компактность и предложение 
8, получим, что предельная функция является почти автоморфной функцией. 

 

Теорема 2. Квазиравномерный предел последовательности { } 1n nf ∞
=  поч-

ти автоморфных функций является почти автоморфной функцией ( )f t . 

Доказательство. По последовательности { } 1n nf ∞
=  на группе G  введем 

топологию fℑ как в теореме 1. Все функции непрерывны в этой топологии. 

По предложению 1, предел является непрерывной функцией и согласно 
предложению 7, является L − почти периодической функцией. Используя 
предложение 2, получим, что предел является компактной функцией. Тогда 
по предложению 8 предел является почти автоморфной функцией. 

Следствие 2. Квазиравномерный предел по всем подпоследовательно-
стям последовательности { } 1n nf ∞

=  равномерных почти автоморфных функ-

ций является равномерной почти автоморфной функцией ( )f t . 
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Доказательство. По теореме 2, предел является непрерывной почти ав-
томорфной функцией. Из предложения 3 следует, что предел является рав-
номерно непрерывной функцией в первоначальной топологии ℑ  группы G . 

 
Теорема 3. Пусть задано множество G , и последовательность функ-

ций ( ) : ,nf t G Y→  1, 2, 3, ...,n =  t G∈  сходится поточечно к функции 

0 ( ) :f t G Y→ . Пусть также множества значений { :nK y Y= ∈  ( ),ny f t=  
}t G∈  

 
каждой функции ( ),nf t  1, 2, 3, ...n =  и предельной функции 0 ( )f t  

0 { :K y Y= ∈  0 ( ),y f t=  }t G∈  является относительными компактами. Вме-
сте с каждой функцией ( )nf t , рассмотрим функцию , ( )h nf t  

( , ( ) lim ( )h n n kk
f t f th= ) и потребуем выполнения условия 

( ) ( ) { }, , 0lim ,h n h kn
f e f e h h= ∀ = . 

Тогда последовательность ( )nf t , 1, 2, 3, ...n = , t G∈  сходится квази-
равномерно по всем подпоследовательностям. 

Доказательство. Пусть задана произвольная последовательность 

1{ }m mt G∞
= ∈ . Рассмотрим последовательность 1{ ( )} ,n m mf t Y∞

= ∈  0, 1, 2, 3, ...n = . 
Используя относительную компактность множества значений и диагональ-
ный процесс выбора, можно найти подпоследовательность 1 1{ } { }m m m mh t∞ ∞

= =⊂  
такую, чтобы существовали все пределы 

lim ( ) ,n m nm
f h F= 0, 1, 2, ...n =  

или  
, ( ) , 0,1,2,...h n nf e F n= = . 

По условию теоремы 
0lim ( ; ) 0nn

F Fρ = . 

Тогда, по числу 0ε >  найдем число K  такое, что при 0n K>   

0 0( ; )
2nF F ερ < . 

По числу / 4ε
 
выберем L  так, чтобы при m L>  выполнялись условия 

0 0
( ( ); )

4n m nf h F ερ <
 
и 0 0( ( ); )

4mf h F ερ < . 

Тогда 

0 0( ( ); ( ))n m mf h f hρ ≤  

0 0 0 0 0 0( ( ); ) ( ; ) ( ( ); )
4 2 4n m n n mf h F F F f h F ε ε ερ ρ ρ ε+ + < + + = . 

Это означает, что по любому 0ε >  и последовательности 1{ }m mt ∞
=  най-
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ден номер 0n  и последовательность 1 2 3, , , ...L L Lh h h+ + +  такие, что выполне-

ны условия определения 1, и последовательность функций 1{ ( )}n nf t ∞
=  сходит-

ся квазиравномерно. Легко видеть, что это верно и для любой подпоследова-
тельности функций. 

 
Теорема 4. Пусть дана последовательность почти автоморфных 

функций ( ) :nf t G Y→ , 0,1, 2,3,...n = . Для того, чтобы последовательность 

1{ ( )}n nf t ∞
=  сходилась квазиравномерно по подпоследовательностям к функ-

ции 0 ( )f t  необходимо и достаточно, чтобы 

, , 0lim ( ) ( ), { }h n h kn
f e f e h h G= ∀ = ∈ . 

Доказательство. Пусть последовательность 1{ ( )}n nf t ∞
=  сходится квази-

равномерно по всем подпоследовательностям. Если для некоторой последо-
вательности { }kh h G′ ′= ∈ , для которой существуют все пределы 

, ( ) lim ( ), 0, 1, 2, 3, ...h n n kk
f e f h n′ ′= = , 

не выполняется равенство 
, ,0lim ( ) ( ), { }h n h kn

f e f e h h G′ ′ ′ ′= = ∈ , 

то тогда существует число 0 0ε >  и последовательность номеров 

1 2 3, , , ...n n n , такие что 

', ',0 0( ( ); ( ))
kh n hf e f eρ ε> , 1, 2, 3, ...k = . 

С другой стороны, последовательность функций 1{ ( )}
kn kf t ∞

=  сходится 

квазиравномерно, и согласно определению 1 для числа 0 / 4ε существуют 

номер p , 1 2 3{ , , , ...}p n n n∈  и подпоследовательность 1 1{ } { ' }m m m mh h∞ ∞
= =⊂  

такие, что 
0

0( ( ); ( )) ,
4p m mf h f h m
ε

ρ < ∀ , 

где kp n= для некоторого k . Это противоречит неравенству 

', ',0 0( ( ); ( ))h p hf e f eρ ε> , 
так как существует число M , что при 

m M>  0
,( ( ); ( )) ,

4p m h pf h f e
ε

ρ ′′ <  0
0 ,0( ( ); ( ))

4m hf h f e
ε

ρ ′′ < , 

0
, ,0 ,

0 ,0 0

( ( ); ( )) ( ( ); ( ))
2

( ( ); ( )) ( ( ); ( )) ,

h p h p m h p

m h p m m

f e f e f h f e

f h f e f h f h

ε
ρ ρ

ρ ρ

′ ′ ′

′

′≤ − −

′ ′ ′− ≤
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а для достаточно больших m  1{ ' }m m m Mh h ∞
= +∈  и правая часть меньше 0 / 4ε . 

Полученное противоречие доказывает необходимость условия теоремы. 
Для доказательства достаточности заметим, что все функции имеют от-

носительно компактные множества значений. Далее применим теорему 3. 
 
Выводы. Найдены условия, в некоторых случаях необходимые и доста-

точные, при которых предел различных видов L − почти периодических 
функций является L − почти периодической функцией. Таким условием яв-
ляется квазиравномерная сходимость в различных ее разновидностях. Это 
требование слабее равномерной сходимости. 
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УДК 513.88 
Квазиравномерный предел левитановских почти периодических функций / С. Д. Ди-

митрова-Бурлаенко // Вісник НТУ «ХПІ». Серія: Математичне моделювання в техніці та техно-
логіях. – Харків: НТУ «ХПІ», 2013. – №54 (1027). – С. 111 – 117. Бібліогр.: 10 назв. 

Знайдено умови, в деяких випадках необхідні і достатні, при яких границя послідовності 
певного виду L − майже періодичних функцій є того ж виду L − майже періодичною функцією. 
Такою умовою є квазірівномірна збіжність в різних її визначеннях. 

Ключові слова: майже періодичні функції, L − майже періодичні функції, майже автомо-
рфні функції, квазірівномірна збіжність. 

 
The conditions, that are necessary and sufficient in some cases, are found at which the limit of a 

sequence of a certain type of L − almost periodic functions is the same kind of L − almost periodic 
function. That condition is a quasi-uniform convergence defined in different ways. 

Key words: almost periodic functions, L − almost periodic functions, almost automorphic func-
tions, quasi-uniform convergence. 
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