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для завершення операції перемноження. Досягнута мета проектування надій-
ного розшарування наносхеми дворозрядного помножувача і підвищення йо-
го експлуатаційної надійності, але наявність недоліків і дефектів, пов’язаних 
з молекулярною технологією виготовлення квантових коміркових автоматів, 
потребує подальшої роботи в цьому напрямку. 
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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ПЕРЕРОЗПОДІЛУ 
РЕАКЦІЙ НА ОСЯХ ПІД ЧАС ЕКСТРЕНОГО ГАЛЬМУВАННЯ 
НА ДОРОЗІ З НАХИЛОМ 
 

Запропоновано математичну модель зміни осьових вертикальних реакцій під час екстрених га-
льмувань легкових автомобілів, не обладнаних електронними системами контролю процесу га-
льмування, на рівній дорозі з подовжнім нахилом та врахуванням аеродинамічних збурювальних 
факторів. Для конкретних легкових автомобілів розглянуто роботу створеного алгоритму, наве-
дено результати роботи програми та аналіз результатів проведеного обчислювального експери-
менту. Також розглянуто перспективи подальших досліджень для забезпечення безпеки дорож-
нього руху. 

Ключові слова: легковий автомобіль, умови експлуатації, збурювальний фактор, екстрене 
гальмування, вертикальна реакція. 
 

Вступ. Велика частина легкових автомобілів, які експлуатуються на до-
рогах України, мають гальмівні системи, не обладнані електронними систе-
мами контролю процесу гальмування (антиблокувальними системами). 

На деяких моделях легкових автомобілів були встановлені заводом-
виготівником регулятори гальмівних сил, що мають механічний зв’язок з пі-
двіскою, але за певний період експлуатації вони через знос, як правило, або 
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розрегулювались, або не діють взагалі. До того ж використовувані регулято-
ри працюють за різними законами регулювання гальмівних сил між осями 
автомобіля, не враховуючи динамічну зміну вертикальних реакцій, так як ме-
тою їх є збереження курсової стійкості руху при гальмуваннях. 

Введення в гальмівні системи легкових автомобілів, що експлуатуються, 
таких регуляторів не приводить до значного підвищення ефективності галь-
мування в порівнянні з електронними системами контролю процесу гальму-
вання. Проте, устаткування гальмівних систем легкових автомобілів, що зна-
ходяться в експлуатації, різними АБС в даний момент є технічно складно 
здійсненим завданням і економічно не доцільним. 

Отже, установка на легкових автомобілях, не обладнаних електронними 
системами контролю процесу гальмування, таких регуляторів гальмівних 
сил, що змінюють приводний тиск в залежності від зміни вертикальних реак-
цій на колесах, мають високу функціональну стабільність і відносну дешеви-
зну у виробництві, є економічно доцільною та технічно можливою задачею, а 
також однією з умов забезпечення безпеки використання таких автомобілів 
на дорогах України. 

Так як умови експлуатації легкових автомобілів суттєво впливають на 
гальмівні властивості, то їх необхідно враховувати для забезпечення необ-
хідної ефективності гальмування та функціональної здатності гальмівних си-
стем в певних дорожніх умовах [1], які в цілому визначаються дорожніми, 
транспортними і природно-кліматичними умовами. 

Найбільшою мірою на гальмівні властивості легкових автомобілів впли-
вають дорожні умови. До них відносять: елементи профілю і плану доріг, рель-
єф місцевості, вид і рівність покриття, інтенсивність і режим руху по дорозі [2]. 

Все це значною мірою відбивається на безпеці дорожнього руху. 
 

Аналіз останніх досліджень. За даними міжнародних стандартів і стан-
дарту України [2] експлуатаційні умови легкових автомобілів визначаються па-
раметрами автомобільних доріг, що наводяться в табл. 1. 

 
Таблиця 1 – Параметри елементів плану і подовжнього профілю доріг 

Параметри в залежності від швидкості руху, км/год. Найменування 
елементів 

 150 140 120 110 100 90 80 60 50 30 

Найбільший 
подовжній нахил, ‰ 30 35 40 45 50 55 60 70 80 100 
Найменший радіус 
кривизни в плані, м  1200 1100 800 700 600 450 300 150 100 30 

 

Конструктивно-вагові параметри досліджуваних легкових автомобілів 
подані в табл. 2. 

Умови експлуатації легкових автомобілів суттєво впливають на пере-
розподіл вертикальних реакцій не тільки між осями, але і між колесами кож-
ної осі. У класичній літературі [3 – 10] наводяться залежності, котрі пов'язу-
ють зміну вертикальних навантажень на осях легкового автомобіля без вра-
хування дії аеродинамічного фактора і параметрів доріг. 
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Таблиця 2 – Конструктивно-вагові параметри автомобілів 
Значення параметрів, мм Марка Маса, 

кг B1 B2 a b h hw L 
1096 959 1561 561 630 Daewoo 

Lanos 1595 
1405 1425 

1185 1335 402 471 
2520 

1088 1009 1483 585 676 
Lada Priora 

1578 
1410 1380 

1133 1359 426 516 
2492 

1045 943 1537 587 620 Chevrolet 
Aveo 1455 1450 1430 1173 1307 428 461 2480 

1200 961 1566 582 631 
Kia Forza 

1575 
1488 1422 

1123 1404 423 473 
2527 

 
Мета і постановка задачі. Метою роботи є підвищення ефективності 

гальмування та функціональної здатності гальмівних систем легкових авто-
мобілів в конкретних умовах експлуатації за рахунок реалізації більш висо-
кого коефіцієнта використання зчіпної ваги. Для реалізації останнього слід 
оцінити динамічну зміну вертикальних реакцій на колесах кожної осі. 

 
Математична модель і алгоритм вирішення задачі. Розглянемо рух 

легкового автомобіля в повітряному потоці при гальмуванні на рівній дорозі 
з подовжнім нахилом (підйомом / спуском), представленого на рис. 1. 

 
Рис. 1 – Схема сил і моментів, які діють на легковий автомобіль, що 

рухається на підйом. 
 

Уточнені аналітичні залежності для визначення сумарних вертикальних 
реакцій на передній і задній осі легкового автомобіля, що рухається в повіт-
ряному потоці на підйом / спуск, відповідно до рекомендацій [5 – 9] визна-
чаються із системи рівнянь, отриманих при рівності моментів відносно точок 
A  і B  (рис. 1). 

Розглядаючи рівність моментів відносно точки А, маємо 
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( ) ( )1 2 sinT д T д j д a дP r P r P h r G h rγ± ⋅ ± ⋅ ± ⋅ − − ⋅ ⋅ − ±  

( ) 1cos 0a wz wx w д z j fG b P b P h r R L M Mγ± ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ± =∑ ∑∓ ∓ ∓ ∓ ,     (1) 
де γ  – кут подовжнього ухилу дороги, град. (табл. 1); дr  – динамічний раді-
ус коліс передньої та задньої осі; ,b h  – координати центру ваги автомобіля 
(табл. 2); wh  – висотна координата метацентра автомобіля (табл. 2); L  – по-
довжня база автомобіля; wxP  – сила лобового опору автомобіля; wzP  – під-
йомна аеродинамічна сила автомобіля; 1zR  – вертикальна реакція на колесах 
передньої осі автомобіля; jP  – сила інерції автомобіля; aG  – вага автомобіля; 

jM∑  – сумарний момент інерції обертових мас на осях; fM∑  – сумарний 
момент опору коченню коліс. 

Верхні знаки в рівнянні (1) та в інших випадках відносяться до руху на 
підйом, нижні – на спуск. 

З урахуванням того, що сумарний момент опору обертанню коліс в да-
ному випадку дорівнює 

( ) стazazf rfRfRM ⋅⋅+⋅=∑ 2211 ,                                (2) 
а граничний гальмівний момент на колесах 

( ) ( ) дzzTTд rRRPPr ⋅⋅+⋅=+⋅ 221121 ϕϕ ,                            (3) 
після перетворень одержимо вираз 

( ) ( )( )2 cos sinz a д дR L m g b h r z h rγ γ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ + − ⋅ ⋅ − ±∓ ∓ ∓  

( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2д z z ст z a z ar R R r R f R fϕ ϕ± ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅∓ ∓  

( ) 0wz wx w д i
dP b P h r I
dt
ω

⋅ ⋅ − ± ⋅ =∑∓ ∓ ,                            (4) 

де 1 2,ϕ ϕ  – коефіцієнт зчеплення на колесах передньої та задньої осі і доро-
гою; 1 2,a af f  – коефіцієнт опору коченню коліс передньої та задньої осі; стr  
– статичний радіус колеса; iI∑  – сумарні моменти інерції обертових мас на 
i − ій осі автомобіля; ω  – кутова швидкість обертання коліс i − ої осі на мо-
мент гальмування легкового автомобіля. 

Позначимо 

( ) ∑ ⋅±−⋅⋅=
dt
dIrhPbPC iдwwxwz

ω∓∓1 , 

( ) ( )( )ддa rhzrhbgmA −⋅⋅−+⋅⋅⋅= ∓∓ γγ sincos , 
та одержимо вираз (4) у спрощеній формі: 

121 CAdRcR zz −=⋅±⋅∓ ,                                        (5) 
де стaд rfrLc ⋅+⋅−= 11ϕ ; стaд rfrd ⋅−⋅= 22ϕ . 

Аналогічно (рис. 1), розглядаючи рівність моментів відносно точки B , 
одержимо: 

( )2 1 2z wz j д T д T дR L P a P h r P r P r± ⋅ ± ⋅ ± ⋅ − ± ⋅ ± ⋅ −  
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( ) ( )sin cos 0a д a wx w д j fm g h r G a P h r M Mγ γ− ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ − ± =∑ ∑∓ ∓ ∓ .   (6) 
Звідки після відомих перетворень маємо рівняння 

( ) ( )( )2 cos sinz a д дR L m g a h r z h rγ γ⋅ − ⋅ ⋅ ± ⋅ + − ⋅ ⋅ − ±∓ ∓  

( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2д z z ст z a z ar R R r R f R fϕ ϕ± ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ±∓  

( ) 0wz wx w д i
dP a P h r I
dt
ω

± ⋅ ⋅ − ⋅ =∑∓ ∓                              (7) 

або  
( ) ( ) 2221122112 CBfRfRrRRrLR azazстzzдz +=⋅+⋅⋅⋅+⋅⋅±⋅ ∓∓ ϕϕ ,     (8) 

де 

( ) ∑ ⋅−⋅⋅±=
dt
dIrhPaPC iдwwxwz

ω∓∓2 ; 

( ) ( )( )ддa rhzrhagmB −⋅⋅−+⋅±⋅⋅= ∓γγ sincos . 
Остаточно після зведення подібних маємо 

221 CBkRqR zz +=⋅±⋅± ,                                         (9) 
де стa rfrLk

д
⋅+⋅+= 22ϕ ; стaд rfrq ⋅+⋅= 11ϕ . 

Отримані рівняння (5) і (9) представляють собою систему рівнянь з дво-
ма невідомими, розв’язуючи яку, отримаємо: 

( )

c
d
kq

CA
d
kCB

Rz
⋅±

−⋅−+
±=

12

1 ,                                     (10) 

( )112
1 CAcR
d

R zz −+⋅±⋅±= .                                     (11) 

В розрахунках будемо приймати, що 1 2ϕ ϕ ϕ= = , 1 2a a af f f= = =  
0,012 0,022= − . 

Випадок руху легкового автомобіля на підйом (спуск) на віражі не є екс-
плуатаційним, так як вимогами стандарту [2] в місцях заокруглень дороги 
повинні бути передбачені горизонтальні площадки. 

 
Результати моделювання. Отримано уточнені аналітичні залежності 

(10) і (11) для визначення сумарних вертикальних реакцій на передній і зад-
ній осі легкового автомобіля, що рухається в повітряному потоці на підйом / 
спуск, надають можливість оцінити їх на конкретних моделях. Оцінку буде-
мо здійснювати за допомогою порівняльних коефіцієнтів динамічної зміни 
вертикальних реакцій, які представляють собою відношення навантаження, 
що припадає на дану вісь в конкретному випадку гальмування, визначеного 
за новими залежностями (10) і (11), до навантаження на ту ж вісь автомобіля, 
яка визначається за класичними залежностям, тобто 

[ ]/Ri zi zim R R= ,                                                (12) 
де ziR  – вертикальна реакція на i − ій осі легкового автомобіля, яка визнача-
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ється за встановленими залежностями (10) і (11); [ ]ziR  – вертикальна реакція 
на i − ій осі легкового автомобіля, яка визначається за класичними залежнос-
тями [3 – 10] 

[ ] ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅+⋅

⋅
= h

g
jb

L
gmR a

z1 ,                                     (13) 

[ ] ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅−⋅

⋅
= h

g
ja

L
gmR a

z2 .                                     (14) 

 
Результат роботи програми. За допомогою комп’ютерної програми 

отримано розрахункові дані динамічної зміни вертикальних реакцій на коле-
сах передньої та задньої осі автомобілів Daewoo Lanos, Lada Priora, Chevrolet 
Aveo, Kia Forza при русі на підйом і спуск, представлені в табл. 3.  

 
Таблиця 3 – Розрахункові дані динамічної зміни вертикальних реакцій 

Порівняльний коефіцієнт динамічної зміни  
вертикальної реакції, який визначається за 

класичними залежностями новими залежностями Автомобіль 

передня вісь задня вісь передня вісь задня вісь 
1,0 1,0 1,06 – 1,08 1,12 – 1,14 Daewoo Lanos 1,0 1,0 1,15 – 1,19 1,10 – 1,12 
1,0 1,0 1,08 – 1,10 1,12 – 1,16 

Lada Priora 1,0 1,0 1,12 – 1,16 1,10 – 1,12 
1,0 1,0 1,04 – 1,06 1,10 – 1,14 Chevrolet 

Aveo 1,0 1,0 1,11 – 1,16 1,08 – 1,12 
1,0 1,0 1,06 – 1,08 1,12 – 1,14 

Kia Forza 1,0 1,0 1,15 – 1,19 1,10 – 1,12 
 

Примітка. В чисельнику вказані значення для автомобіля, що рухається на під-
йом, в знаменнику – на спуск. 

 

Порівняльний коефіцієнт динамічної зміни вертикальних реакцій (для 
легкових автомобілів) знаходиться в наступних межах: 

– при русі на підйом: на передній осі 1,06 – 1,10; на задній осі 1,10 – 
1,12; 

– при русі на спуск: на передній осі 1,11 – 1,19; на задній осі 1,08 – 1,12. 
Звідки слідує, що особливістю гальмування легкового автомобіля при 

русі в повітряному потоці на дорозі, яка має подовжній нахил, є те, що галь-
мівні сили різних осей автомобіля розподіляються не в чіткій відповідності з 
їх дійсними нормальними реакціями, обумовленими класичними залежнос-
тями, які не враховують дію аеродинамічного фактора. 

При цьому можна зауважити, що в даному експлуатаційному випадку в 
гальмівному приводі легкових автомобілів має бути забезпечене регулюван-
ня гальмівних сил не тільки по колесах кожній осі з урахуванням зміни їх ве-
ртикальних реакцій і коефіцієнта зчеплення коліс з дорогою, а й по кожному 
борту автомобіля, забезпечивши при цьому міжбортову схему включення ко-
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нтурів. Це можливо при застосуванні динамічних регуляторів гальмівних 
сил. 

 
Перспективи подальших досліджень. Автори вважають перспектив-

ними напрямки досліджень, пов’язані з розробкою динамічних регуляторів 
гальмівних сил, що мають гідравлічний або електричний зв'язок із елемента-
ми передньої підвіски легкового автомобіля, як функціонально стабільних, 
надійних і відносно дешевих у виробництві. 

 
Висновки. Особливістю гальмування легкового автомобіля при русі в 

повітряному потоці на дорозі, яка має подовжній нахил, є те, що гальмівні 
сили різних осей автомобіля розподіляються не в суворій відповідності з їх 
дійсними нормальними реакціями, обумовленими класичними залежностями, 
котрі не враховують дію аеродинамічного фактора. 

З урахуванням аеродинамічного фактора для легкових автомобілів, що 
рухаються на підйом, гальмівний момент на колесах задньої осі, може бути 
збільшений на 10 – 12%, а для автомобілів, що рухаються на спуск, – на 8 – 
12% в порівнянні з класичною теорією. 

Проте слід зауважити, що для даного експлуатаційного випадку в галь-
мівному приводі легкових автомобілів має бути передбачене регулювання 
гальмівних сил з урахуванням зміни вертикальних реакцій і коефіцієнта зче-
плення коліс з дорогою по кожному борту, забезпечивши при цьому міжбор-
тову схему включення контурів гальмівного привода замість діагональної. 
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МОДЕЛЬ ЗЕРНИСТОГО КОМПОЗИТА СО СФЕРИЧЕСКИМИ 
ЗЕРНАМИ 
 

Предложена модель зернистого композита, в которой зерна моделируются упругими сфериче-
скими включениями. Напряженное состояние в композите описывается краевой задачей для 
уравнения Ламе с условиями идеального контакта на границе зерен и условиями на бесконечно-
сти. Аналитическое решение строится в виде суперпозиции точных базисных решений уравнения 
Ламе в сферических системах координат, начала которых отнесены к центрам включений. Гра-
ничные условия удовлетворяются точно при помощи обобщенного метода Фурье. Задача сведена 
к бесконечной системе линейных алгебраических уравнений с фредгольмовым оператором. При-
веден численный анализ нормальных компонент тензора напряжений в области между включе-
ниями. 

Ключевые слова: зернистый композит, сферические включения, обобщенный метод Фу-
рье, метод редукции. 
 

Введение. При создании композиционных материалов и проектирова-
нии изделий из них важными факторами являются характеристики материа-
ла, связанные с его прочностью. Любые оценки прочности материала осно-
вываются на определении напряженно-деформированного состояния, возни-
кающего в нем под действием внешних нагрузок. Теоретические методы оп-
ределения напряжений и деформаций в композиционном материале недоста-
точно точны, так как обычно используют приближенные модели. Низкой 
точностью применительно к пространственным многосвязным задачам с 
большим числом компонент связности отличаются и стандартные численные 
методы (метод конечных элементов, метод граничных элементов и др.). В 
связи с этим актуальной задачей для высокотехнологических областей про-
мышленности, в частности, авиации и ракетостроения, является задача точ-
ного определения напряженно-деформированного состояния многокомпо-
нентных материалов. 
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