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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ПРОСТОРОВИХ 
СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНИХ ПРОЦЕСІВ КОНВЕКТИВНО- 
ДИФУЗІЙНОГО МАСОПЕРЕНОСУ В ДВОПОРИСТИХ 
БАГАТОШАРОВИХ СЕРЕДОВИЩАХ 
 

Сформовано математичну модель процесу однокомпонентного конвективно-адсорбційно-
дифузійного масопереносу в нанопористому багатошаровому середовищі за умов превалювання 
конвективної складової процесу над іншими складовими. Побудовано алгоритм асимптотичного 
розвинення розв’язків відповідної модельної просторової нелінійної сингулярно збуреної крайо-
вої задачі у багатошаровому кусково-однорідному водонасиченому двопористому середовищі – 
криволінійному паралелепіпеді, що розділяється на підобласті еквіпотенціальними поверхнями. 
Наведено результати комп’ютерних розрахунків, що дозволяють оцінити вплив фізико-хімічних 
характеристик процесу на розподіл забруднень в області. 

Ключові слова: конвективно-дифузійне масоперенесення, нанопористі мікрочастинки, ба-
гатошарове середовище. 
 

Вступ. Суттєво покращити показники очищення технологічних потоків 
дозволяє застосування багатошарових середовищ, кожен шар яких склада-
ється з різних за розміром та фізико-хімічними характеристиками мікрочас-
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тинок нанопористої структури з використанням принципу фільтрації в на-
прямку спадної крупності завантаження. Складність теоретичного опису вла-
стивостей неоднорідних середовищ з математичної точки зору пов'язана з 
тим, що фізичні процеси в таких середовищах описуються сингулярно збуре-
ними крайовими задачами, коефіцієнти яких швидко змінюються на межах 
розділу різних компонентів матеріалу. Крім того, необхідно враховувати гра-
ничні умови на всіх поверхнях контакту, які в свою чергу також можуть змі-
нюватися в процесі зовнішнього впливу. 

 
Аналіз останніх досягнень і публікацій. У роботах [1 – 4] викладено 

основні результати розробки та досліджень асимптотичних методів для 
розв’язування сингулярно збурених типових крайових задач у прямокутних 
областях з урахуванням різного рівня гладкості початкової та крайових умов, 
задач конвективної дифузії при фільтрації в чотирикутних, а також в неодно-
рідних областях [4]. У [5 – 6] відповідну методику поширено на випадок мо-
дельних областей, які мають форму криволінійних паралелепіпедів, обмеже-
них двома еквіпотенціальними поверхнями і чотирма поверхнями течії, а та-
кож на випадок багатошарових кусково-однорідних ізотропних насичених 
пористих середовищ. Чимало праць присвячено моделюванню аналогічних 
процесів масопереносу в нанопористих каталітичних середовищах [7 – 11]. 
Так у роботі [10] сформовано та досліджено математичну модель сингулярно 
збуреного процесу конвективної дифузії в однорідному двопористому сере-
довищі. Актуальним залишається питання моделювання та дослідження та-
кого роду процесів у просторових багатошарових середовищах, що склада-
ються з різних за розміром та характеристиками пористих мікрочастинок. 

 
Постановка задачі. Розглянемо модельну задачу процесу масопереносу 

забруднюючих речовин у багатошаровому кусково-однорідному водонаси-
ченому двопористому середовищі – криволінійному паралелепіпеді  

G ABCDA B C D∗ ∗ ∗ ∗=z , 
що розділяється еквіпотенціальними поверхнями j j j jE F F E∗ ∗  ( 1, 1j m= − ) 
на m  підобластей 

1
1 1 1 1G ABF E A B F E∗ ∗ ∗ ∗=z , ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

j
j j j j j j j jG E F F E E F F E− − ∗ − ∗ − ∗ ∗=z  

( 2, 2j m= − ), 1 1 ( 1) ( 1)
m

m m m mG E F CDE F C D− − ∗ − ∗ − ∗ ∗=z . 
Середовище характеризується різними коефіцієнтами фільтрації 

( ){ , , , , 1, }j
j x y z G j mκ κ= ∈ =z , активної пористості ( ){ , , , ,j

j x y z Gσ σ= ∈ z  

1, }j m=  і дифузії ( ){ , , , , 1, }j
j jD D d x y z G j mε= = ⋅ ∈ =z  міжчастинкового 

простору. 
Кожна з підобластей складається з мікрочастинок різного розміру, 

( ){ , , , , 1, }j
jR R x y z G j m= ∈ =z  – це радіус мікрочастинок в j -му шарі, та різ-

ної структури, що характеризується відповідно коефіцієнтами пористості 
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( )* *{ , , , , 1, }j
j x y z G j mσ σ= ∈ =z , дифузії ( )* * *{ , , , ,j

j jD D d x y z Gε= = ⋅ ∈ z  

1, }j m=  в мікрочастинках, а також коефіцієнтами впливу внутрішньочасти-
нкового переносу на міжчастинковий ( ){ , , , , 1, }j

j jS S s x y z G j mε= = ⋅ ∈ =z  і 

адсорбційної рівноваги ( ){ , , , , 1, }j
jk k x y z G j m= ∈ =z , де jκ , jσ , jd , *

jσ , 
*
jd , js , jk  – деякі дійсні додатні числа ( 1,j m= ); ε  – малий параметр. Від-

повідна модельна задача в області (0, ) (0, )G R× × ∞z  описується системою рі-
внянь: 

v gradκ ϕ= ⋅ , 0div v = ,                                      (1) 
( ) r tr Rdiv D grad c v grad c S q cσ=

′ ′⋅ − ⋅ − = ,                         (2) 

* *2( )rr r tD q q q
r

σ′′ ′ ′+ =                                         (3) 

з початковими та крайовими умовами: 

ABB Aϕ ϕ
∗ ∗ ∗= , CDD Cϕ ϕ

∗ ∗
∗= , 0ADD A BCC B ABCD A B C Dn

ϕ
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗∪ ∪ ∪

∂
=

∂
, 

( ) 0
0

, , , ( , , )
t

c x y z t c x y z
=

= , ( ),ABB Ac c M t
∗ ∗ ∗= , *( , )CDD Cc c M t

∗ ∗
= ;    (4) 

**( , )BCC Bc c M t
∗ ∗

= , **( , )ADD Ac c M t
∗ ∗

= , ***( , )ABCDc c M t= , 

* * * *

***( , )A B C Dc c M t= ;                                           (5) 

( ) 0
0

, , , , ( , , , )
t

q x y z r t q x y z r
=

= , ( ) ( ), , , , , , ,
r R

q x y z r t k c x y z t
=

= , 

0

( , , , , ) 0
r

q x y z r t
r

∂
∂ =

=                                           (6) 

і умовами узгодженості на еквіпотенціальних поверхнях j j j jE F F E∗ ∗ , 

1, 1j m= − : 

j j j j j j j j jE F F E E F F Eϕ ϕ ϕ
∗ ∗ − ∗ ∗ +

∗
∗= = , 1j j j j j j j jj n E F F E j n E F F Eκ ϕ κ ϕ

∗ ∗ − ∗ ∗ ++′ ′⋅ = ⋅ ; (7) 

j j j j j j j jE F F E E F F Ec c
∗ ∗ − ∗ ∗ +

= , 

1
j j j j j j j j

j j
j n j n

E F F E E F F E

c cD v c D v c
n n

∗ ∗ ∗ ∗

+
− +

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
.             (8) 

Тут ( , , , )c x y z t  – концентрація забруднень в міжчастинковому просторі, 
а ( , , , , )q x y z r t  – концентрація у внутрішньочастинковому просторі, ϕ  і 

( , , )x y zv v v v  – відповідно потенціал (квазіпотенціал) і вектор швидкості фі-
льтрації, 

0 ϕ ϕ ϕ∗
∗< ≤ ≤ < ∞ , 2 2 2

*( , , ) ( , , ) ( , , ) 0x y zv v x y z v x y z v x y z v= + + > >> , 
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ϕ∗ , ϕ∗  – довільні дійсні додатні числа, n  – зовнішня нормаль до відповідної 
поверхні, M  – довільна точка відповідної поверхні, j

nv  – нормальні складові 
швидкості на відповідних поверхнях розділу j j j jE F F E∗ ∗  ( 1, 1j m= − ), jϕ∗

∗  – 
невідомі значення потенціалу на відповідних поверхнях розділу j j j jE F F E∗ ∗ , 

*
* 1 2 10 ... mϕ ϕ ϕ ϕ ϕ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ −< < < < < < < ∞ . Вважаємо, що всі функції, які фігуру-
ють в умовах (3) – (4), є достатньо гладкими та узгодженими між собою 
вздовж ребер та кутових точок даної області, а також на поверхнях 

j j j jE F F E∗ ∗  ( 1, 1j m= − ) розділу підобластей. 
 

Постановка задачі в області комплексного потенціалу. Шляхом вве-
дення пари функцій ( , , )x y zψ ψ= , ( , , )x y zχ χ= , просторово комплексно 
спряжених із функцією ( , , )x y zϕ  і таких, що 

grad grad gradκ ϕ ψ χ⋅ = ×  [6], 
а також заміною останніх чотирьох з умов (5) на умови: 

0ADD Aψ
∗ ∗

= , BCC B Qψ
∗ ∗ ∗= , 0ABCDχ = , A B C D Qχ

∗ ∗ ∗ ∗
∗= , 

задача (1), (4), (7) замінюється більш загальною прямою задачею на знахо-
дження просторового аналогу кусково-конформного відображення області 
Gz  на відповідну область комплексного потенціалу 1 2 ... mG G G G= ∪ ∪ ∪w w w w  
(рис. 1 б), 
де  

( ){1 , , :G ϕ ψ χ= =w w  1ϕ ϕ ϕ∗
∗ ∗≤ ≤ , 0 Qψ ∗≤ ≤ , }0 Qχ ∗≤ ≤ ; 

( ){ , , :jG ϕ ψ χ= =w w  ( 1)j jϕ ϕ ϕ∗ ∗
∗ − ∗≤ ≤ , 0 Qψ ∗≤ ≤ , }0 Qχ ∗≤ ≤  ( 2, 1j p= − ); 

( ){ , , :mG ϕ ψ χ= =w w  ( 1)mϕ ϕ ϕ∗ ∗
∗ − ≤ ≤ , 0 Qψ ∗≤ ≤ , }0 Qχ ∗≤ ≤ ; 

sϕ∗
∗  ( 1, 1s p= − ), Q∗ , Q∗  – невідомі величини; Q Q Q∗

∗= ⋅  – повна фільтра-
ційна витрата. 
 

 
а                                                           б 

Рис. 1 – Просторова фізична область zG  – а та відповідна їй 
область комплексного потенціалу wG  – б при 3j = . 



 

ISSN 2222-0631. Вісник НТУ «ХПІ». 2014. №39 (1082) 163 

Припустимо, що ця задача є розв’язаною [5], зокрема, знайдено поле 
швидкостей v  і параметри jϕ∗

∗  ( 1, 1j m= − ), Q∗ , *Q , Q . Здійснивши заміну 
змінних 

( ), ,x x ϕ ψ χ= , ( ), ,y y ϕ ψ χ= , ( ), ,z z ϕ ψ χ=  
у рівняннях (2), (3) та умовах (5), (6), (8) отримаємо відповідну дифузійну за-
дачу для області w (0, ) (0, )G R× × ∞ : 

2 2

1,1 1,2 2,1 2,22( ) r tr R

v vD c b c b c b c b c c Sq cϕϕ ψψ χχ ψ χ ϕ σ
κκ =

′′ ′′ ′′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + + − − = ;     (9) 

* *2
rr r tD q q q

r
σ⎛ ⎞′′ ′ ′+ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
;                                        (10) 

( ) 0
0

, , , ( , , )
t

c t cϕ ψ χ ϕ ψ χ
=

= , ( )*( , , , ) , ,c t c tϕ ψ χ ψ χ∗= , *
*( , , )c c tϕ ϕ ψ χ= = , 

**0 ( , , )c c tψ ϕ χ= = , 
*

**( , , )Qc c tψ ϕ χ= = , ***0 ( , , )c c tχ ϕ ψ= = , 

*
***( , , )Qc c tχ ϕ ψ= = ;                                      (11) 

( ) 0
0

, , , , ( , , , )
t

q r t q rϕ ψ χ ϕ ψ χ
=

= ( ) ( ), , , , , , ,
r R

q r t k c tϕ ψ χ ϕ ψ χ
=

= , 

0

( , , , , ) 0
r

q r t
r

∂ ϕ ψ χ
∂ =

= ;                                   (12) 

( ) ( ), , , , , ,j jc t c tϕ ψ χ ϕ ψ χ∗ ∗
∗ − ∗ += , ( ) ( )1 1, , , , , ,j j j jD c t c tϕ ϕ ψ χ κ ϕ ψ χ∗ ∗

− ∗ − − ∗ −′ + =  

( ) ( ), , , , , ,j j j jD c t c tϕ ϕ ψ χ κ ϕ ψ χ∗ ∗
∗ + ∗ +′= + , ( 2,j m= ),            (13) 

де 
( ) ( ) ( ) ( )( ), , , , , , , , , , , ,c c t c x y z tϕ ψ χ ϕ ψ χ ϕ ψ χ ϕ ψ χ= = , 

інші функції інтерпретуються аналогічно; 
( ) 2 2 2

1,1 1,1 , , x y zb b ϕ ψ χ ψ ψ ψ′ ′ ′= = + + ; ( ) 2 2 2
1,2 1,2 , , x y zb b ϕ ψ χ χ χ χ′ ′ ′= = + + ; 

( )2,1 2,1 , , xx yy zzb b ϕ ψ χ ψ ψ ψ′′ ′′ ′′= = + + ; ( )2,2 2,2 , , xx yy zzb b ϕ ψ χ χ χ χ′′ ′′ ′′= = + + . 
 
Асимптотика розв’язку. Наближення розв’язків 

1 1

2 1 2

( 1)

, ,

, ,
( , , , )

...

,m m

c

c
c t

c

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ
ϕ ψ χ

ϕ ϕ ϕ

∗
∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗

∗ ∗
∗ −

⎧ < <
⎪

< <⎪
= ⎨
⎪
⎪ < <⎩

 та 

1 1

2 1 2

( 1)

, ,

, ,
( , , , , )

...

,m m

q

q
q r t

q

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ
ϕ ψ χ

ϕ ϕ ϕ

∗
∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗

∗ ∗
∗ −

⎧ < <
⎪

< <⎪
= ⎨
⎪
⎪ < <⎩

 

задачі (9) – (13) з точністю 1( )nO ε +  шукаємо у вигляді асимптотичних рядів: 
1 1 1 2 1

/ 2
, 1, , 2, , 3, , / 2

0 0 0 0 0

n n n n n
i i i i i

j j i j j i j j i j i j i
i i i i i

c c I P I P I П Рε ε ε ε ε
+ + + +

= = = = =
= + + + + +∑ ∑ ∑ ∑ ∑  
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2 1 2 1 2 1
/ 2 / 2 / 2

, / 2 , / 2 , / 2 , 1
0 0 0

n n n
i i i c

j i j i j i j n
i i i

Г Н E Rε ε ε
+ + +

+
= = =

+ + + +∑ ∑ ∑ , ,
0

n
i

j j i
i

q qε
=

= +∑  

2 1
2

, 1,0 2

, 1,
in

q
i j nji

F R j mε
+

+
=

+ + =∑ .                                  (14) 

Тут , , ( , , , )j i j ic c tϕ ψ χ= , , ( , , , , )j iq r tϕ ψ χ  ( 1,j m= , 0,i n= ) – члени ре-
гулярних частин асимптотик, 

, , ( , , , )j i j i jP P tφ ψ χ=  ( 1, 1j m= − , 0, 1i n= + ), , , 1( , , , )j i j i jP P tφ ψ χ−=  ( 2,j m= , 

0, 1i n= + ) 
– функції типу примежового шару в околах jϕ ϕ∗

∗=  ( 1, 1j m= − ) (поправки в 

околах поверхонь j j j jE F F E∗ ∗′ ′ ′ ′  ( 1, 1j m= − ) розділу підобластей jGw  

( 1, 1j m= − )) [4], 

( , , , )i iП П tξ ψ χ=  ( 0, 1)i n= +  

– функції типу примежового шару в околі ϕ ϕ∗=  (поправки на виході фільт-
раційної течії), 

( ), / 2 , / 2 , , ,j i j iP P tϕ μ χ= , ( ), / 2 , / 2 , , ,j i j iГ Г tϕ η χ= , ( ), / 2 , / 2 , , ,j i j iH H tϕ ψ λ= , 

( ), / 2 , / 2 , , ,j i j iE E tϕ ψ λ=  ( 1,j m= , 0,2 1i n= + ) 

– функції типу примежового шару відповідно в околах 0ψ = , *Qψ = , 0χ = , 

Qχ ∗= , що враховують вплив бічних джерел забруднень, 

( ), / 2 , ,j i jF x tρ  ( 0,2 1i n= + ) 
– функції типу примежового шару в околах 

jr R= , 1( )j jφ ϕ ϕ ε∗ −
∗= − , 1( )j jφ ϕ ϕ ε∗ −

∗= −  ( 1, 1j m= − ), 1( )ξ ϕ ϕ ε∗ −= − , 
1/ 2μ ψε −= , 1/ 2

*( )Qη ψ ε −= − , 1/ 2λ χε −= , 1/ 2( )Qγ χ ε∗ −= − , 
1/ 2( )j jR rρ ε −= −  

– відповідні їм регуляризуючі перетворення (розтяги), 

, 1 , 1( , , , , )c c
j n j nR R tϕ ψ χ ε+ += , , 1 , 1( , , , , , )q q

jj n j nR R tϕ ψ χ ρ ε+ +=  ( 1,j m= ) 
– залишкові члени (їх оцінка встановлюється на основі принципу максимуму 
аналогічно [3]), 

1,1 0I = , 1, 1jI =  ( 2,j m= ), 2, 0mI = , 2, 1jI =  ( 1, 1j m= − ), 3, 1mI = , 3, 0jI = , 

1, 1j m= − . 
Підставляючи (14) в (9) – (13), та прирівнявши коефіцієнти при однако-

вих степенях ε  [3], отримуємо для кожного такі задачі для знаходження ре-
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гулярних частин асимптотики: 
 

2 1
1 1, 1 1, 1,

1 2
1, 1, 1, 1,

( / )( ) ( ) ( , , , ), 0, ,

( , , ,0) ( , , ), ( , , , ) ( , , );

i i t i

i i i i

v c c g t i n

c u c t u t

ϕκ σ ϕ ψ χ

ϕ ψ χ ϕ ψ χ ϕ ψ χ ψ χ∗

⎧ ′ ′ ′+ = =⎪
⎨

= =⎪⎩
          (15) 

2 1
, , ,

1 * 2
, , , *( 1) ,

( / )( ) ( ) ( , , , ) ( 1, , 0, ),

( , , ,0) ( , , ), ( , , , ) ( , , );

j i j j i j t j i

j i j i j i j j i

v c c g t j m i n

c u c t u t
ϕκ σ ϕ ψ χ

ϕ ψ χ ϕ ψ χ ϕ ψ χ ψ χ−

⎧ ′ ′+ = = =⎪
⎨

= =⎪⎩
    (16) 

1
,0 ( , , , ) 0jg tϕ ψ χ = , 1 0

,0 ( , , ) ( , , )j ju cϕ ψ χ ϕ ψ χ=  ( 1,j m= ), *
*0 *ϕ ϕ= , 

2
1,0 ( , , ) ( , , )u t c tψ χ ψ χ∗= , 

2
1

, , 1 1,1 , 1 1,2 , 1 2,1 , 1 2,2 , 12 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )j i j j i j i j i j i j i
j

v
g d с b с b с b с b сϕϕ ψψ χχ ψ χκ − − − − −

⎛ ⎞
⎜ ′′ ′′ ′′ ′ ′ ⎟= + + + + −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 1( )
j

j j i r r R
s q − =

′− , 

1
, ( , , ) 0j iu ϕ ψ χ = , 2

1, ( , , ) 0iu tψ χ =  ( 1, , 1,i n j m= = ), 
2 *
, 1, * 1( , , ) ( , , , )j i j i ju t c tψ χ ϕ ψ χ− −= ( 2,j m= ); 

* 2
, ,

3
, ,

( ) ( , , , , ),

( , , , ,0) ( , , , );
j j i t j i

j i j i

q g r t

q r u r

σ ϕ ψ χ

ϕ ψ χ ϕ ψ χ

⎧ ′ =⎪
⎨

=⎪⎩
                            (17) 

2
,0 ( , , , , ) 0jg tϕ ψ χ ρ = , 2 *

, , 1( , , , , ) (( ) ( , , , , )j i j j i rrg t d q tϕ ψ χ ρ ϕ ψ χ ρ− ′′= −  

, 12( ) ( , , , , ) / )j i rq t rϕ ψ χ ρ− ′− , 3 0
,0 ( , , , ) ( , , , )j ju r q rϕ ψ χ ϕ ψ χ= , 3

, ( , , , ) 0j iu rϕ ψ χ = , 

( 1,i n= , 1,j m= ). 
 

Розв’язки цих задач отримано у вигляді: 
 

* 1 1
1,0 0 1

1 1 1 1

( , , ( , , )), ( , , );
( , , , )

( ( ( , , ) , , ), , ), ( , , );

c t f t f
c t

c f f t t f

ψ χ ϕ ψ χ ϕ ψ χ
ϕ ψ χ

ϕ ψ χ ψ χ ψ χ ϕ ψ χ−

− ≥⎧⎪= ⎨
− <⎪⎩

 

*

1
1, 1 1

1 12

1,
1 1
1, 1 1

1 0

( , , , ( , , ) ( , , ))
, ( , , );

( , , )
( , , , )

1 ( ( ( , , ) , , ), , , ) , ( , , );

i

i t

i j

g f t f
d t f

v
c t

g f t f t t dt t f

ϕ

ϕ

ϕ ψ χ ϕ ψ χ ϕ ψ χ
κ ϕ ϕ ψ χ

ϕ ψ χ
ϕ ψ χ

ϕ ψ χ ψ χ ψ χ ϕ ψ χ
σ

−

⎧ + −
≥⎪

⎪⎪= ⎨
⎪

+ − <⎪
⎪⎩

∫

∫
 

1,0 ( 1)
,0 0 1

0

( , , , ( , , )), ( , , );
( , , , )

( ( ( , , ) , , ), , ), ( , , );
j j j j

j
j j j

c t f t f
c t

c f f t t f

ϕ ψ χ ϕ ψ χ ϕ ψ χ
ϕ ψ χ

ϕ ψ χ ψ χ ψ χ ϕ ψ χ

∗
− ∗ −

−

⎧ − ≥⎪= ⎨
− <⎪⎩

 



  

166 ISSN 2222-0631. Вісник НТУ «ХПІ». 2014. №39 (1082) 

( 1)

1
,

2

, 1, ( 1)

1 1
,

0

( , , , ( , , ) ( , , ))

( , , )

( , , , ) ( , , , ), ( , , );

1 ( ( ( , , ) , , ), , , ) , ( , , );

j

j i j j
j

j i j i j j

t

j i j j j
j

g f t f
d

v

c t c t t f

g f t f t t dt t f

ϕ

ϕ

ϕ ψ χ ϕ ψ χ ϕ ψ χ
κ ϕ

ϕ ψ χ

ϕ ψ χ ϕ ψ χ ϕ ψ χ

ϕ ψ χ ψ χ ψ χ ϕ ψ χ
σ

∗
∗ −

∗
− ∗ −

−

⎧ + −
⎪ +
⎪
⎪
⎪= + ≥⎨
⎪
⎪ + − <⎪
⎪⎩

∫

∫

 

0( , , , , ) ( , , , )j jq r t q rϕ ψ χ ϕ ψ χ= , 2
, ,*

0

1( , , ) ( , , , , )
t

j i j i
j

q x r t g r t dtϕ ψ χ
σ

= ∫ , 

де 

1 1 1 2( , , )
( , , )

dsf
v s

ϕ

ϕ

ϕ ψ χ κ σ
ψ χ

∗

= ∫  

– час проходження забруднюючими частинками шляху від точки 
( ( , , ), ( , , ), ( , , ))x y z ABB Aϕ ψ χ ϕ ψ χ ϕ ψ χ∗ ∗ ∗ ∗ ∗∈  

до точки ( ( , , ), ( , , ),x yϕ ψ χ ϕ ψ χ ) 1( , , )z Gϕ ψ χ ∈ z  вздовж відповідної лінії те-
чії, а 

( 1)

2( , , )
( , , )

j

j j j
df

v

ϕ

ϕ

ϕϕ ψ χ κ σ
ϕ ψ χ∗

∗ −

= ∫  

– від точки 

( 1) ( 1)( ( , , ), ( , , ),j jx yϕ ψ χ ϕ ψ χ∗ ∗
∗ − ∗ − )( 1) 1 1 ( 1) ( 1)( , , )j j j j jz E F F Eϕ ψ χ∗

∗ − − − ∗ − ∗ −∈  до точ-
ки 

( )( , , ), ( , , ), ( , , ) jx y z Gϕ ψ χ ϕ ψ χ ϕ ψ χ ∈ z  ( 2,j m= ); 
1

jf −  ( 1,j m= ) – функції, обернені відповідно до jf  ( 1,j m= ) відносно змін-

ної ϕ  (зазначимо, що такі функції існують, оскільки 2 ( , , )v ϕ ψ χ  – непере-
рвно-диференційовна, обмежена, додатньо-визначена функція, а jκ , jσ  

( 1,j m= ) – додатньо-визначені сталі [5]). 

Для знаходження примежових поправок iП  ( 0, 1, =1, )i n j m= +  в околі 

ділянки ϕ ϕ∗=  одержимо такі задачі: 

( )
( ) ( ) ( )

3

4

( ) ( ) , , , ,

, , , 0 , 0, , , , , ;
m i m i i i

i i i

d П П g t

П t П t u t
ξξ ξ

ξ

κ ξ ψ χ

ξ ψ χ ψ χ ψ χ
→∞

⎧ ′′ ′′+ =⎪
⎨ → =⎪⎩

            (18) 

де 
( )3

0 , , , 0g tξ ψ χ = ; ( ) ( ) ( )4
0 ,0, , , , , , ,mu t c t c tψ χ ψ χ ϕ ψ χ∗ ∗= − ; 
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( )
2

3 1 1
1 0 0 02 2, , , ( ) ( ) ( )

( , , )
m

m t m
mm

V V
g t П d П П

v ξξ ξ
κ

ξ ψ χ σ
κϕ ψ χ κ∗

⎛ ⎞
′ ′′ ′= × − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
; 

( ) ( )4
,, , , , ,i m iu t c tψ χ ϕ ψ χ∗= −  ( 1, )i n= ; ( )

2
3

2, , ,
( , , )

m
ig t

v
κ

ξ ψ χ
ϕ ψ χ∗

= ×  

(
2

1 1,1, 22
1 0

( ) ( ) ( ) ( )
i i

s s
m i t m i s i s m s i s

ms sm

V V
П d П П d B Пξξ ξ ψψσ

κκ

−

− − − − −
= =

⎛ ⎛ ⎞
′ ′′ ′ ′′× − + − +⎜ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎝ ⎠⎝
∑ ∑  

))2,1, 2 1,2, 2 2,2, 2( ) ( ) ( )s i s s i s k i sB П B П B Пψ χχ χ− − − − − −′ ′′ ′+ + +  ( 2, 1)i n= + ; 

( )4
1 , , 0nu tψ χ+ = ; sV , 1,1,sB , 1,2,sB , 2,1,sB , 2,2,sB  – коефіцієнти при s -тих сте-

пенях ε  у розкладі відповідних функцій 2 ( , , )v ϕ εξ ψ χ∗ − , 1,1( , , )b ϕ εξ ψ χ∗ − , 

1,2 ( , , )b ϕ εξ ψ χ∗ − , 2,1( , , )b ϕ εξ ψ χ∗ − , 2,2 ( , , )b ϕ εξ ψ χ∗ −  у ряд Тейлора в околі 

ϕ ϕ∗= . 
У результаті їх послідовного розв’язання отримаємо: 

( ) ( ) ( )( )0 0, , , , , , , ,
m

mdm

m

d
П t c t c t e

κ
ξ

ξ ψ χ ψ χ ϕ ψ χ
κ

−
∗ ∗= − , 

( ) ( )3

0 0

1, , , ( , , , ) , , ,
m m

m md d
i i i

m
П t e g t e d d c t

d

κ κξ ξξ ξ
ξ ψ χ ξ ψ χ ξ ξ ϕ ψ χ

−
∗

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ ∫  ( 1,i n= ), 

( ) 3
1 1

0 0

1, , , ( , , , )
m m

m md d
n n

m
П t e g t e d d

d

κ κξ ξξ ξ
ξ ψ χ ξ ψ χ ξ ξ

−

+ +

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ ∫ . 

Задачі для знаходження поправок на поверхнях розділу шарів ,j iP =  

, ( , , , )j i jP tφ ψ χ=  ( 1, 1j m= − , 0, 1i n= + ) та , , 1( , , , )j i j i jP P tφ ψ χ−=  ( 2,j m= , 

0, 1i n= + ) мають вигляд: 

( ) ( )

4 5
, , , 1 1, 1 1, ,

, 1, , 1,

,

( ) ( ) , ( ) ( )

( 1, 1, 1, ),

( , , , ) 0, ( , , , ) 0, 0, , , 0, , , ,

( ) 0

j j j j j j

j j

j

j j i j j i j i j j i j j i j i

j i j j i j s i j i

j j i

d P P g d P P g

j m i n

P t P t P t P t

d c

φ φ φ φ φ φ

φ φ

φ

κ κ

φ ψ χ φ ψ χ ψ χ ψ χ

+ + + +

+ +
→∞ →−∞

′′ ′ ′′ ′+ = − =

= − =

→ → =

′ ( ) ( )( ) ( ) ( ))(
( ) ( )

( ) ( )( )

, , ,

1 1, 1, 1

1, 1,

, , , ( ) 0, , , 0, , , 0, , ,

( ) 0, , , ( ) 0, , ,

0, , , 0, , , ;

j

j j

j i j j i j i

j j i j i j

j i j i

t P t c t P t

d c t P t

c t P t

φ

φ φ

ψ χ ψ χ κ ψ χ ψ χ

ψ χ ψ χ κ

ψ χ ψ χ

+ + + +

+ +

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪
⎨

′+ + + =⎪
⎪
⎪ ⎛ ⎞′ ′= − + + ×⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎪
⎪× +⎪⎩

 (19) 



  

168 ISSN 2222-0631. Вісник НТУ «ХПІ». 2014. №39 (1082) 

( )

4
, 1 , 1 , 1 1 1, 1 1 1, 1

5
, 1

, 1 1, 1 , 1

1, 1

( ) ( ) , ( ) ( )

( 1, 1),

( , , , ) 0, ( , , , ) 0, 0, , ,

0, ,

j j j j j j

j j

j j n j j n j n j j n j j n

j n

j n j j n j j n

j n

d P P g d P P

g j m

P t P t P t

P

φ φ φ φ φ φ

φ φ

κ κ

φ ψ χ φ ψ χ ψ χ

ψ χ

+ + + + + + + + +

+

+ + + +
→∞ →−∞

+ +

′′ ′ ′′ ′+ = − =

= = −

→ → =

= ( )
( ) ( )

( ) ( )

, 1 , 1

1 1, 1 1 1, 1

, ,

( ) 0, , , 0, , ,

( ) 0, , , 0, , , ,

j

j

j j n j j n

j j n j j n

t

d P t P t

d P t P t

φ

φ

ψ χ κ ψ χ

ψ χ κ ψ χ

+ +

+ + + + + +

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪ ′ + =
⎪
⎪

′= − +⎪⎩

       (20) 

де 
4
,0 0jg = ; 5

,0 0jg = ; 
2

,1 ,14
,1 ,0 ,0 ,02 2( ) ( ) ( )

( , , ) j j j

j j j
j j j t j j j

jj j

V V
g P d P P

v φ φ φ

κ
σ

κϕ ψ χ κ∗
∗

⎛ ⎞
′ ′′ ′⎜ ⎟= − −

⎜ ⎟
⎝ ⎠

; 

2
1 ,1 ,15

,1 1 1,0 1 1,0 1,02 2
11

( ) ( ) ( )
( , , ) j j j

j j j
j j j t j j j

jj j

V V
g P d P P

v φ φ φ

κ
σ

κϕ ψ χ κ
+

+ + + + +∗
+∗ +

⎛ ⎞
⎜ ⎟′ ′′ ′= − −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

; 

(
2

4
, , 12 ( )

( , , )
j

j i j j i t
j

g P
v

κ
σ

ϕ ψ χ −∗
∗

′= −  

(
2

, ,
, , 1,1, , , 22

1 0
( ) ( ) ( )

j j j

i i
j s j s

j j i s j i s j j s j i s
js sj

V V
d P P d B P ψψφ φ φκκ

−

− − − −
= =

⎛ ⎞
′′ ′ ′′⎜ ⎟− − − +

⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑  

))2,1, , , 2 1,2, , , 2 2,2, , , 2( ) ( ) ( )j s j i s j s j i s j s j i sB P B P B Pψ χχ χ− − − − − −′ ′′ ′+ + + ; 

(
2

1 ,5
, 1 1, 1 1 1,2 2

1 1

( ) ( )
( , , ) j j

i
j j s

j i j j i t j j i s
sj j

V
g P d P

v φ φ

κ
σ

ϕ ψ χ κ
+

+ + − + + −∗
=∗ +

⎛
⎜′ ′′= − +
⎜
⎝

∑  

(
2

,
1, 1 1,1, , 1, 2 2,1, , 1, 2

1 0
( ) ( ) ( )

j

i
j s

j i s j j s j i s j s j i s
j s

V
P d B P B Pψψ ψφκ

−

+ − + + − − + − −
+ =

⎞
⎟′ ′′ ′+ − + +
⎟
⎠

∑  

))1,2, , 1, 2 2,2, , 1, 2( ) ( )j s j i s j s j i sB P B Pχχ χ+ − − + − −′′ ′+ +  ( 2, 1j m= − , 1, 1i n= + ); 

,j sV , ,j sV , 1,1, ,j sB , 1,1, ,j sB , 1,2, ,j sB , 1,2, ,j sB , 2,1, ,j sB , 2,1, ,j sB , 2,2, ,j sB , 2,2, ,j sB  

( 1, 1j m= − ) 
 – коефіцієнти при s -тих степенях ε  у розкладах функцій 

2 ( , , )j jv ϕ ε φ ψ χ∗
∗ − ⋅ , 2 ( , , )j jv ϕ ε φ ψ χ∗

∗ + ⋅ , 1,1( , , )j jb ϕ ε φ ψ χ∗
∗ − ⋅ , 
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1,1( , , )j jb ϕ ε φ ψ χ∗
∗ + ⋅ , 1,2 ( , , )j jb ϕ ε φ ψ χ∗

∗ − ⋅ , 1,2 ( , , )j jb ϕ ε φ ψ χ∗
∗ + ⋅ , 

2,1( , , )j jb ϕ ε φ ψ χ∗
∗ − ⋅ , 2,1( , , )j jb ϕ ε φ ψ χ∗

∗ + ⋅ , 2,2 ( , , )j jb ϕ ε φ ψ χ∗
∗ − ⋅ , 

2,2 ( , , )j jb ϕ ε φ ψ χ∗
∗ + ⋅  

у ряд Тейлора відповідно в околі jϕ ϕ∗
∗=  ( 1, 1j m= − ). 

Розв’язки відповідних задач мають наступний вигляд: 

( ) ( ) ( ) ( ),0 1 1,0 ,0
1

1, , , ( ) 0, , , ( ) 0, , ,
2 jj

j j j j j j
j j

P t d c t d c tφφ
φ ψ χ ψ χ ψ χ

κ κ + +
+

⎛ ′ ′= + +⎜
⎝−

 

( ) ( )),0 1 1,00, , , 0, , ,
j

j
jd

j j j jc t c t e

κ
φ

κ ψ χ κ ψ χ
− ⋅

+ ++ −  ( 1, 1j m= − ), 

( ) ( ) ( ) ( )
11

,0 1 ,0 1 1,0
1

1, , , ( ) 0, , , ( ) 0, , ,
2 jj

j j j j j j
j j

P t d c t d c tφφ
φ ψ χ ψ χ ψ χ

κ κ −−
− − −

−

⎛ ′ ′= − +⎜
⎝−

 

( ) ( ))
1

1 1,0 ,00, , , 0, , ,
j

j
jd

j j j jc t c t e

κ
φ

κ ψ χ κ ψ χ
−⋅

− −+ − ( 2,j m= ), 

( ) 4
, ,

0 0

1, , , ( , , , )
j jj
j jd d

j i j j i
j

P t e g t e d d
d

κ κφ ϕϕ ϕ

φ ψ χ ϕ ψ χ ϕ ϕ
−⎛ ⎞

⎜ ⎟= +⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ ∫  

( )( ( ), 1 1,
1

1 ( ) 0, , , ( ) 0, , ,
j j

j j i j j i
j j

d c t d c tφ φ
ψ χ ψ χ

κ κ + +
+

′ ′+ + +
−

 

( ) ( )), 1 1,0, , , 0, , ,j j i j j ic t c tκ ψ χ κ ψ χ+ ++ −  ( 1, 1j m= − , 1,i n= ), 

( )
1

5
, 1 ,

10 0

1 1, , , ( , , , )
j jj
j jd d

j i j j i
j j j

P t e g t e d d
d

κ κφ ϕϕ ϕ

φ ψ χ ϕ ψ χ ϕ ϕ
κ κ

− −

−
−

⎛ ⎞
⎜ ⎟= + ×⎜ ⎟ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫  

( ( ) ( ) ( )
1 1

1 1, , 1 1,( ) 0, , , ( ) 0, , , 0, , ,
j j

j j i j j i j j id c t d c t c tφ φ
ψ χ ψ χ κ ψ χ

− −
− − − −′ ′× + ⋅ + −  

( )), 0, , ,j j ic tκ ψ χ−  ( 2,j m= , 1,i n= ), 

( ) 4
, 1 , 1

0 0

1, , , ( , , , )
j jj
j jd d

j n j j n
j

P t e g t e d d
d

κ κφ ϕϕ ϕ

φ ψ χ ϕ ψ χ ϕ ϕ
−

+ +

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ ∫  ( 1, 1j m= − ), 

( )
1

5
, 1 1 , 1

0 0

1, , , ( , , , )
j jj
j jd d

j n j j n
j

P t e g t e d d
d

κ κφ ϕϕ ϕ

φ ψ η ϕ ψ χ ϕ ϕ
− −

+ − +

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫  ( 2,j m= ). 
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Для врахування впливу бічних джерел забруднення будуємо поправки 
( ), / 2 , , ,j iP tϕ μ χ , ( ), / 2 , , ,j iГ tϕ η χ , , / 2 ( , , , )j iH tϕ ψ λ , , / 2 ( , , , )j iE tϕ ψ γ  

( 1,j m=  0, 2 1i n= + ), які знаходимо в результаті розв’язання наступних за-
дач [6]: 

( ) ( ) ( )2 6
1,1 , , ,

6
( , ) ( , ) ,

, 0, ( ) ,0, ( ) , , , ,

( , , , ) 0, ( ,0, , ) ( , , );

j j i j i j i

j i j i j i

b d P v P g t

P t P t u t

μμ ϕ

μ

ϕ η ϕ χ ϕ μ χ

ϕ μ χ ϕ χ ϕ χ
→∞

⎧ ′′ ′− =⎪
⎨ → =⎪⎩

           (21) 

( ) ( ) ( )2 7
1,1 * , * , ,

7
( , ) ( , ) ,

, , ( ) , , ( ) , , , ,

( , , , ) 0, ( ,0, , ) ( , , );

j j i j i j i

j i j i j i

b Q d Г v Q Г g t

Г t Г t u t

ηη ϕ

η

ϕ χ ϕ χ ϕ η χ

ϕ η χ ϕ χ ϕ χ
→∞

⎧ ′′ ′− =⎪
⎨ → =⎪⎩

    (22) 

( ) ( ) ( )2 8
1,2 , , ,

8
( , ) ( , ) ,

, ,0 ( ) , ,0 ( ) , , , ,

( , , , ) 0, ( , ,0, ) ( , , );
j j i j i j i

j i j i j i

b d H v H g t

H t H t u t
λλ ϕ

λ

ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ λ

ϕ ψ λ ϕ ψ ϕ ψ
→∞

⎧ ′′ ′− =⎪
⎨

→ =⎪⎩

       (23) 

( ) ( ) ( )* 2 * 9
1,2 , , ,

9
, , ,

, , ( ) , , ( ) , , , ,

( , , , ) 0, ( , ,0, ) ( , , ),

j j i j i j i

j i j i j i

b Q d E v Q E g t

E t E t u t

γγ ϕ

γ

ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ γ

ϕ ψ γ ϕ ψ ϕ ψ
→∞

⎧ ′′ ′− =⎪
⎨

→ =⎪
⎩

  (24) 

де 
( )6

,0 , , , 0jg tϕ μ χ = ; ( )6
1 1 ,0 1 ,0 1 ,0, 11, 21,
2 2 2 2

, , , ( ) ( ) ( )j j j j jj
g t V P B d P B d Pϕ μμ μϕ μ χ ′ ′′ ′= − − ; 

( )6
, , 1,1, , 2,1, ,1 12 2 2 2 2 2 2

, , , ( ) ( ) ( )
i i

i i i s j i i s i i sj j j js s
g t V P d B P B Pϕ μμ μϕ μ χ − − −

= =

⎛ ⎛ ⎞
⎜′ ′′ ′= − + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎝ ⎠⎝

∑ ∑  

2 2 2

2 2 2, 1,2, , 2,2, ,0 0 02 2 2 2 2 2

( ) ( ) ( )
i i i

i i s i i s i i sj j js s s
V P B P B Pϕϕ χχ χ

− − −

− − − − − −
= = =

⎞
′′ ′′ ′− − − ⎟⎟

⎠
∑ ∑ ∑  ( 2, 2 1i n= + ); 

sV , 1,1,sB , 1,2,sB , 2,1,sB  і 2,2,sB  – коефіцієнти при s -их степенях ε  в роз-
кладі функцій 

2 ( , , )v ϕ ε μ χ , 1,1( , , )b ϕ ε μ χ , 1,2 ( , , )b ϕ ε μ χ , 2,1( , , )b ϕ ε μ χ  і 

2,2 ( , , )b ϕ ε μ χ  
в ряд Тейлора в околі 0ψ = ;  

6
,0 ** ( ,0) ( ,0)( , , ) ( , , ) ( ,0, , ) ( ,0, , )j j j ju t c t с t П tϕ χ ϕ χ ϕ χ ϕ χ= − − ; 

( , ) ( , )6 2 2
,
2

( ,0, , ) ( ,0, , ), якщо парне,
( , , )

0, якщо непарне, 1, 2 1;

i ij j
ij

с t П t і
u t

і i n

ϕ χ ϕ χ
ϕ χ

− −⎧
⎪= ⎨
⎪ = +⎩

 

( )7
,0 , , , 0jg tϕ η χ = ; ( )7 * * *

1 1 ( ,0) 1 0 1 0, 1,1, 2,1,
2 2 2 2

, , , j j jj
g t V Г B d Г B d Гϕ ηη ηϕ η χ ′ ′′ ′= − − ; 
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( )7 *
, ,12 2 2

, , , ( )
i

i i i s jj js
g t V Г dϕϕ η χ −

=

′= − ×∑  

2
* * *

21,1, , 2,1, , ,1 02 2 2 2 2 2

( ( ) ( ) ) ( )
i i

i i s i i s i i sj j js s
B Г B Г V Гηη η ϕϕ

−

− − − −
= =

⎛
′′ ′ ′′× + − −⎜⎜

⎝
∑ ∑  

2 2
* *

2 21,2, , 2,2, ,0 02 2 2 2

( ) ( )
i i

i i s i i sj js s
B Г B Гχχ χ

− −

− − − −
= =

⎞
′′ ′− − × ⎟⎟

⎠
∑ ∑ , 2, 2 1i n= + ; 

*
sV , *

11,sB , *
12,sB , *

21,sB  і *
22,sB  – коефіцієнти при s -их степенях ε  в розкладі 

функцій 
2

*( , , )v Qϕ εη χ− , 1,1 *( , , )b Qϕ εη χ− , 1,2 *( , , )b Qϕ εη χ− , 2,1 *( ,b Qϕ −  

, )εη χ−  і 2,2 *( , , )b Qϕ εη χ−  
в ряд Тейлора в околі *Qψ = ; 

7 ** * *
,0 ( ,0) ( ,0)( , , ) ( , , ) ( , , , ) ( , , , )j j j ju t c t с Q t П Q tϕ χ ϕ χ ϕ χ ϕ χ= − − ; 

* *
( , ) ( , )7

2 2
,
2

( , , , ) ( , , , ), якщо парне,
( , , )

0, якщо непарне, 1, 2 1;

i ij j
ij

с Q t П Q t і
u t

і i n

ϕ χ ϕ χ
ϕ χ

⎧− −
⎪= ⎨
⎪ = +⎩

 

( )8
,0 , , , 0jg tϕ ψ λ = , ( )8

1 1 ,0,
2 2

, , , ( )jj
g t V H ϕϕ ψ λ ′= −  

1 ,0 1 ,01,2, 2,2,
2 2

( ( ) ( ) )j j jd B H B Hλλ λ′′ ′− − , ( )8

,
2

, , ,ij
g tϕ ψ λ =  

2

2, 1,2, , 2,2, , ,1 1 02 2 2 2 2 2 2 2

( ) ( ( ) ( ) ) ( )
i i i

i i s j i i s i i s i i sj j j js s s
V H d B H B H V Hϕ λλ λ ϕϕ

−

− − − − −
= = =

⎛
′ ′′ ′ ′′⎜= − + − −⎜

⎝
∑ ∑ ∑

2 2

2 21,1, , 2,1, ,0 02 2 2 2

( ) ( )
i i

i i s i i sj js s
B H B Hψψ ψ

− −

− − − −
= =

⎞
′′ ′− − ⎟⎟

⎠
∑ ∑ , 2, 2 1i n= + ; 

sV , 1,1,sB , 1,2,sB , 2,1,sB  і 2,2,sB  – коефіцієнти при s -их степенях ε  в роз-
кладі функцій 

2 ( , , )v ϕ ψ ελ , 1,1( , , )b ϕ ψ ελ , 1,2 ( , , )b ϕ ψ ελ , 2,1( , , )b ϕ ψ ελ  і 2,2 ( , , )b ϕ ψ ελ  
в ряд Тейлора в околі 0χ = ; 

8
,0 *** ( ,0) ( ,0)( , , ) ( , , ) ( , ,0, ) ( , ,0, )j j j ju t c t с t П tϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ= − − ; 

, ,8 2 2
,
2

( , ,0, ) ( , ,0, ), якщо парне,
( , , )

0, якщо непарне, 1, 2 1;

i ij j
ij

с t П t і
u t

і i n

ϕ ψ ϕ ψ
ϕ ψ

− −⎧
⎪= ⎨
⎪ = +⎩

 

( )9
,0 , , , 0jg tϕ ψ γ = ; ( )9 * *

1 1 ,0 1 ,0, 1,2,
2 2 2

, , , ( ) ( ( )j j jj
g t V E d B Eϕ γγϕ ψ γ ′ ′′= − −  
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*
1 ,02,2,
2

( ) )jB E γ′− ; ( )9 *
, ,12 2 2

, , , ( )
i

i i i sj js
g t V E ϕϕ ψ γ −

=

′= −∑  

2
* * *

21,2, , 2,2, , ,1 02 2 2 2 2 2

( ) ( ) ( )
i i

j i i s i i s i i sj j js s
d B E B E V Eγγ γ ϕϕ

−

− − − −
= =

⎛ ⎛ ⎞
⎜ ′′ ′ ′′− + − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎝ ⎠⎝
∑ ∑  

2 2
* *

2 21,1, , 2,1, ,0 02 2 2 2

( ) ( )
i i

i i s i i sj js s
B E B Eψψ ψ

− −

− − − −
= =

⎞
′′ ′− − ⎟⎟

⎠
∑ ∑ , 2, 2 1i n= + ; 

*
sV , *

1,1,sB , *
1,2,sB , *

2,1,sB  і *
2,2,sB  – коефіцієнти при s -их степенях ε  в роз-

кладі функцій 
2 *( , , )v Qϕ ψ εγ− , *

1,1( , , )b Qϕ ψ εγ− , *
1,2 ( , , )b Qϕ ψ εγ− , 

*
2,1( , , )b Qϕ ψ εγ−  і *

2,2 ( , , )b Qϕ ψ εγ−  

в ряд Тейлора в околі *Qχ = ; 
 

9 *** ** **
,0 ( ,0) ( ,0)( , , ) ( , , ( , , , ) ( , , , )j j j ju t c t с Q t П Q tϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ= − − ; 

* *
( , ) ( , )9

2 2
,
2

( , , , ) ( , , , ), якщо парне,
( , , )

0, якщо непарне, 1, 2 1.

i ij j
ij

с Q t П Q t і
u t

і i n

ϕ ψ ϕ ψ
ϕ ψ

⎧− −
⎪= ⎨
⎪ = +⎩

 

Поправки 
,
2

( , , )i jj
F x tρ , які забезпечують виконання другої та третьої з 

умов (12), знаходяться з наступних задач: 
 

* *
, ,
2 2

10
,
2

, ,
2 2

10
, ,
2 2

( ) ( , , , , ) ( ) ( , , , , )

( , , , , ),

( , , , ,0) 0, ( , , ,0, )

( , , , ), ( ) ( , , , , ) 0,
j

j i j j i t jj j

i jj

i j ij j

i i jj j

d F t F t

g t

F F t

u t F t

ρρ

ρ

ρ

ϕ ψ χ ρ σ ϕ ψ χ ρ

ϕ ψ χ ρ

ϕ ψ χ ρ ϕ ψ χ

ϕ ψ χ ϕ ψ χ ρ
→∞

⎧ ′′ ′− =
⎪
⎪
⎪=
⎪
⎪
⎨ = =
⎪
⎪
⎪

′= =⎪
⎪⎩

            (25) 

де 

10
,0 ( , , , , ) 0j jg tϕ ψ χ ρ = ; 

1
10 *

, ,12 2

( , , , , ) 2 ( ) ( , , , , )
j

si
j

i j j i s jsj js j

g t d F t
R ρ
ρ

ϕ ψ χ ρ ϕ ψ χ ρ
−

−
=

′= − ∑ ; 

10
,0 ,0 1, ,0 2, ,0 3, ,0 ,0 ,0 ,0 ,0( , , , ) ( )j j j j j j j j j j j j ju t k c I P I P I П P Г H Eϕ ψ χ = + + + + + + + −  

,0 ( , , , , )j jq R tϕ ψ χ−  
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1, 2, 3,, , , , , , , ,
2 2 2 2 2 2 2 2

10
, ,
2 2

, , , ,
2 2 2 2

( )

( , , , , ), парне;

( ), якщо непарне.

j i j i j i j i i i i ij j j j j j j j

i i jj j

j i i i ij j j j

k c I P I P I П P Г H E

u q R t i

k P Г H E i

ϕ ψ χ

⎧
+ + + + + + + −⎪

⎪
⎪= −⎨
⎪
⎪ + + +⎪
⎩

 

 
Чисельні розрахунки. Для проведення комп’ютерного моделювання 

процесу масопереносу забруднюючих речовин у двошаровому кусково-
однорідному двопористому середовищі, що характеризується різними коефі-
цієнтами фільтрації, пористості і дифузії та ін., використано ідеальний фільт-
раційний фон для області Gz , обмеженої поверхнями 

2 2 2
1( , , ) ( 20.9582786) 8822.56088033f x y z x y z= + + + − , 

2 ( , , )f x y z 2 2 2( 420.9582786) 8822.56088033x y z= − + + − , 
2 2 2

3( , , ) ( 200) ( 615.536707) 418885.4382f x y z x z y= − + + − − , 
2 2 2

4 ( , , ) ( 200) ( 615.53670744) 418885.4382f x y z x y z= − + + + − , 
2 2 2 2 2

5 6( , , ) ( , , ) 160000 ( ( 400) ) 932548.33996f x y z f x y z y x x y z z= = + − + + − , 
вибрано положення поверхні розділу EFF E∗ ∗ : 

2 2 2( , , ) ( 2604.7602859) 7826680.261098f x y z x y z∗ = + + + −  [5]. 
При цьому перша підобласть складається з мікрочастинок радіусом 

4
1 10 мR −= , а друга – з частинок радіусом 5

2 5 10 мR −= ⋅ , і розглянуто два ви-
падки різного задання відповідних коефіцієнтів: 

1) 1 0.45м/добуκ = , 2 0.3м/добуκ = , 1 0.7σ = , 2 0.5σ = , 
2

1 0.008 м /добуD = , 2
2 0.005 м /добуD = , *

1 0.37σ = , *
2 0.48σ = , 

* 7 2
1 8 10 м /добуD −= ⋅ , * 7 2

2 6 10 м /добуD −= ⋅ , 1 0.8k = , 2 0.95k = , 1 0.005S = , 
2 0.004S = ; 

2) 1 0.45м/добуκ = , 1 0.375м/добуκ = , 1 0.7σ = , 2 0.6σ = , 
2

1 0.008 м /добуD = , 2
2 0.007 м /добуD = , *

1 0.5σ = , *
2 0.8σ = , 

* 7 2
1 6 10 м /добуD −= ⋅ , * 7 2

2 4 10 м /добуD −= ⋅ , 1 0.8k = , 2 0.95k = 1 0.01S = , 
2 0.008S = . 

Відповідно побудовано розрахункові динамічні сітки 1Gz  при 

* 7.14ϕ = − , * 10.2ϕ =  (рис. 2), 2Gz  при * 7.9ϕ = − , * 9.03ϕ =  (мають схожий 
вигляд), які отримані в залежності від вибору задання відповідних коефіцієн-
тів при 1 2 20N n n= + = , 1 2 10n n= = . Значення *ϕ  та *ϕ  вибиралися так, 
щоб середня швидкість фільтрації вздовж двошарового пористого середови-
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ща серv  була приблизно рівною 1м/добу . Також для областей jGz  ( 1, 2j = ) 

знайдено фільтраційні витрати, які відповідно становлять 31.91м /добуQ =  
та 32.38 м /добуQ = , потенціали на поверхнях розділу 3.06ϕ∗

∗ =  і 1.13ϕ∗
∗ =  

та обчислено величини швидкостей фільтрації |v| (рис. 3). 
 

 
Рис. 2 – Розрахована сіткова область zG . 

 

 
а     б 

Рис. 3 – Розподіл величин швидкостей фільтрації вздовж поверхонь  
течій 4( , , )x y zχ χ= ; а – для області 1Gz , б – для області 2Gz . 

 
На рис. 4 проілюстровано вплив дифузії та адсорбції на розподіл конце-

нтрації забруднюючої речовини в міжчастинковому просторі. Криві 1 та 2 ві-
дповідають конвективній складовій розв’язку 

{ * *
0 4 4 1,0 4 4 * 2,0 4 4 *( , , , ) ( , , , ), , ( , , , ),c t c t c tϕ ψ χ ϕ ψ χ ϕ ϕ ϕ ψ χ ϕ ϕ= < ≥  

для областей 1Gz  та 2Gz , а криві 1* та 2* – розв’язку 

{ * *
4 4 1 4 4 * 2 4 4 *( , , , ) ( , , , ), , ( , , , ),c t c t c tϕ ψ χ ϕ ψ χ ϕ ϕ ϕ ψ χ ϕ ϕ= < ≥  

для областей 1Gz  та 2Gz  відповідно в моменти часу 1t доба= (а) та 
15t діб= (б) за таких початкових та крайових умов: 

2 2 2 2
0 0 0
1 2( , , ) ( , , ) 0.1 0.01( 1) ( )

100 50
c c tg

ϕ ϕ ψ χϕ ψ χ ϕ ψ χ
− +

= = + + , *( , , ) 0.1c tψ χ = +  
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2 250.01 ( )
50

ttg ψ χ+ +
+ , 0 0100( )2( , , , ) ( ( ) 1) ( , , )j

j j j
j

r R
q r k arctg c

R
ϕ ψ χ ϕ ψ χ

π
−

= + . 

 

 
а     б 

Рис. 4 – Розподіл концентрації забруднюючої речовини вздовж лінії течії 4 4( , , )ϕ ψ χ  

для областей 1Gz , 2Gz ; а – в моменти часу 1 доба,t =  б – в моменти часу 15 дібt = . 
 

На рис. 5 зображено накопичення забруднюючої речовини в мікрочас-
тинках в першому шарі 1 5 1 4( , , , , )q r tϕ ψ χ  (рис. 5 а) та в другому шарі 

( )2 15 1 4, , , ,q r tϕ ψ χ  (рис. 5 б), де 5 3.39ϕ = − , 15 4.52ϕ = , 1 2.9ψ = , 4 3.14ψ = , 

4 0χ = . Криві 1 – 3 відповідають значенням концентрації забруднюючої ре-
човини у виділених частинках в моменти часу 1 добаt = , 15 дібt = , 

20 дібt =  в першому випадку задання коефіцієнтів (область 1Gz ), а криві 1*–
3* – в другому (область 2Gz ). 

 

 
а     б 

 

Рис. 5 – Розподіл концентрації забруднюючої речовини в мікрочастинках; 
а – в шарі 1 5 1 4( , , , , )q r tϕ ψ χ ; б – в шарі ( )2 15 1 4, , , ,q r tϕ ψ χ . 

 
Вплив фізико-хімічних характеристик мікрочастинок на розподіл кон-

центрації забруднюючої речовини в області 1Gz  проілюстровано на рис. 6. 
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Зокрема досліджено вплив коефіцієнта впливу внутрішньочастинкового пе-
реносу на міжчастинковий в першій підобласті 1S (рис. 6 а) та коефіцієнта 
адсорбційної рівноваги в першій підобласті 1 0.8k =  (рис. 6 б) на розподіл 
концентрації забруднюючої речовини у міжчастинковому просторі за таких 
вхідних даних: 

1 0.45м/добуκ = , 2 0.3м/добуκ = , 1 2 0.7σ σ= = , 2
1 2 0.008 м /добуD D= = , 

* 8 2
1 10 м /добуD −= , * 6 2

2 10 м /добуD −= , 2 0.9k = , 2 0.005S = , * *
1 2 0.3σ σ= = , 

5
1 2 10R R м−= = . 

Суцільна крива рис. 6 а, б відповідає конвективній складовій процесу 
(відсутній вплив дифузії та адсорбції пористими мікрочастинками). Крива 1 
рис. 6 а відповідає значенню 1 0.005S = , крива 2 – 1 0.009S = , крива 3 – 

1 0.012S = , а на рис. 6 б крива 2 відповідає значенню 1 0.4k = , крива 2 –

1 0.65k = , крива 3 – 1 0.87k =  вздовж лінії течії 4 4( , , )ϕ ψ χ  в момент часу 
15 дібt = . 

 

 
а     б 

 

Рис. 6 – Залежність розподілу концентрації забруднюючої речовини в 
міжчастинковому просторі від фізичних властивостей мікрочастинок; 

а – вплив коефіцієнту переносу; б – вплив адсорбції рівноваги. 
 
Висновки. Зазначимо ефективність такого підходу при проектуванні ба-

гатошарових засипних фільтрів з кусково-однорідними нанопористими зава-
нтаженнями кожного шару з метою оптимального використання нанопорис-
тої засипки. Запропонована методика дозволяє з наперед заданою точністю 
прогнозувати поширення забруднень в багатошаровому нанопористому се-
редовищі та в значній мірі автономно досліджувати окремі складові процесу. 
Перспективою дослідження є застосування даного методу для розв’язання 
відповідних просторових сингулярно збурених задач конвективно-дифузійне 
масоперенесення багатокомпонентного забруднення в багатошарових сере-
довищах з подвійною пористістю. 
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