
 

ISSN 2222-0631. Вісник НТУ «ХПІ». 2014. №39 (1082) 141 

<http:/www.books.google.com.ua/books>. 6. Chudakov, D. A. Osnovy teorii traktora i avtomobilja. 
Moscow: Sel'hozizdat, 1962. Print. 7. Skotnikov, V. A., A. A. Mashenskij and A. S. Solonskij. Osnovy 
teorii i rascheta traktora i avtomobilja. Moscow: Agropromizdat, 1986. Print. 8. Gredeskul, A. B. "O 
raspredelenii tormoznyh sil mezhdu osjami avtomobilja pri tormozhenii na uklone." Trudy konferencii 
po teorii i raschetu avtomobilej, rabotajushhih v gornyh uslovijah. Tbilisi: Mecniereba, 1968. 56–62. 9. 
Gredeskul, A. B., M. A. Podrigalo and N. Ju. Favorov. Zakony regulirovanija tormoznyh sil avtomobilja 
pri dejstvii bokovoj sily v processe tormozhenija. Khar'kov: HADI, 1980. Print. 10. Podrigalo, M. A., et 
al. Stabil'nost' jekspluatacionnyh svojstv kolesnyh mashin. Khar'kov: HNADU, 2003. Print. 
 

Надійшла (received) 27.10.2014 
 
 
 
УДК 539.3 

 
А.Г. НИКОЛАЕВ, д-р физ.-мат. наук, проф., НАКУ «ХАИ», Харьков; 
Е.А. ТАНЧИК, ассистент НАКУ «ХАИ», Харьков   
 
МОДЕЛЬ ЗЕРНИСТОГО КОМПОЗИТА СО СФЕРИЧЕСКИМИ 
ЗЕРНАМИ 
 

Предложена модель зернистого композита, в которой зерна моделируются упругими сфериче-
скими включениями. Напряженное состояние в композите описывается краевой задачей для 
уравнения Ламе с условиями идеального контакта на границе зерен и условиями на бесконечно-
сти. Аналитическое решение строится в виде суперпозиции точных базисных решений уравнения 
Ламе в сферических системах координат, начала которых отнесены к центрам включений. Гра-
ничные условия удовлетворяются точно при помощи обобщенного метода Фурье. Задача сведена 
к бесконечной системе линейных алгебраических уравнений с фредгольмовым оператором. При-
веден численный анализ нормальных компонент тензора напряжений в области между включе-
ниями. 

Ключевые слова: зернистый композит, сферические включения, обобщенный метод Фу-
рье, метод редукции. 
 

Введение. При создании композиционных материалов и проектирова-
нии изделий из них важными факторами являются характеристики материа-
ла, связанные с его прочностью. Любые оценки прочности материала осно-
вываются на определении напряженно-деформированного состояния, возни-
кающего в нем под действием внешних нагрузок. Теоретические методы оп-
ределения напряжений и деформаций в композиционном материале недоста-
точно точны, так как обычно используют приближенные модели. Низкой 
точностью применительно к пространственным многосвязным задачам с 
большим числом компонент связности отличаются и стандартные численные 
методы (метод конечных элементов, метод граничных элементов и др.). В 
связи с этим актуальной задачей для высокотехнологических областей про-
мышленности, в частности, авиации и ракетостроения, является задача точ-
ного определения напряженно-деформированного состояния многокомпо-
нентных материалов. 
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Анализ исследований. В настоящее время предлагаются разные модели 
напряженно-деформированного состояния пористых и композиционных ма-
териалов. В работе [1] обобщены базовые подходы, применяемые в матема-
тических моделях, и общие методы решения уравнений механики стохасти-
ческих композитов. Они могут быть сведены к стохастическим уравнениям 
теории упругости структурно неоднородного тела, к уравнениям теории 
эффективных упругих модулей, к уравнениям теории упругих смесей или к 
более общим уравнениям четвертого порядка. Решение стохастических 
уравнений теории упругости для произвольной области вызывает значитель-
ные математические трудности и может быть реализовано только прибли-
женно. Построение уравнений теории эффективных упругих модулей связано 
с задачей определения интегральных модулей стохастически неоднородной 
среды, которая может быть решена методом возмущений, методом момен-
тов или методом условных моментов. Однако, поскольку уравнения состоя-
ния не были строго обоснованы, эта теория не может использоваться для сис-
тематического моделирования композитных структур. 

В статьях [2 – 4] методами теории аналитических функций решаются 
некоторые осесимметричные задачи теории упругости для системы сфериче-
ских и эллипсоидальных полостей и включений. 

В статье [5] предложена структурная модель зернистого эластомерного 
композита, позволившая связать его деформационное и прочностное поведе-
ние с размерами частиц дисперсной фазы, то есть учесть масштабный фактор 
прочности. На основе теоретических исследований напряженно-деформи-
рованного состояния вокруг двух жестких сферических включений в упругой 
несжимаемой матрице установлены зависимости математического ожидания 
разрывного усилия от физико-механических характеристик связующего, раз-
меров частиц и расстояния между ними. В результате предложен новый ве-
роятностный критерий появления микроразрушения в композитной структу-
ре в виде отслоений матрицы от частиц. С его помощью проведены модель-
ные исследования процессов развития внутренней поврежденности в компо-
зитной системе в зависимости от степени наполнения и величины включе-
ний. Построены соответствующие кривые растяжения, определены предель-
ные разрывные макронапряжения и макродеформации. 

В работах [6, 7] методами обобщенных аналитических функций иссле-
дованы осесимметричные краевые задачи для упругого пространства с двумя 
сферическими полостями и шара со сферической полостью. 

В работе [8] методами теории гармонических функций исследованы 
осесимметричные напряженные состояния в упругом пространстве с двумя 
сферическими включениями. 

В статье [9] дается обзор методов моделирования напряженного состоя-
ния композита с очень малыми размерами нановключений. Обсуждаются ва-
рианты применения функции Грина, непосредственного интегрирования 
уравнений равновесия, метода бесконечно малых включений. Все перечис-
ленные методы учитывают неоднородные включения приближенно. 

В работе [10] на примере решения задачи Дирихле для уравнения Лапла-
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са приводится сравнительный анализ методов решения краевых задач в об-
ластях с N  непесекающимися включениями. 

В статье [11] введена локальная осесимметричная модель пористого ма-
териала, в которой напряженное состояние определяется равномерным дав-
лением, создаваемым внутри вытянутых сфероидальных пор. 

В статьях [12, 13] исследовано напряженное состояние в окрестности 
двух сфероидальных пор и включений в упругом материале обобщенным 
методом Фурье. Численная реализация модели позволила получить характер 
распределения локальных напряжений в области их концентрации. Проведе-
но сравнение результатов с решением методом конечных элементов. 

В данной работе развита методика, предложенная в работах [12, 13], на 
случай любого конечного числа включений. Методика основана на обобщен-
ном методе Фурье и позволяет точно удовлетворять условиям на границе 
включений. 

 
Постановка задачи. Рассматривается упругое пространство Ω  с N  

непересекающимися сферическими включениями jΩ . Считаем, что центры 
включений расположены в вершинах гранецентрированной кубической ре-
шетки со стороной a . 

Будем использовать одинаково ориентированные сферические системы 
координат ( ), ,j j jr θ ϕ , начала которых отнесены к центрам включений jO , 

1j N= ÷ . Материалы матрицы и включений имеют упругие характеристики 
( , )G σ , ( ),j jG σ  соответственно. 

Будем считать, что на бесконечности приложены постоянные растяги-
вающие усилия z Tσ ∞ = , 0z zρ ϕτ τ∞ ∞= =  (одноосное растяжение) или Tρσ

∞ = , 

0zρϕ ρτ τ∞ ∞= =  (двухосное растяжение), а включения находятся в условиях 
идеального контакта с матрицей. 

 

 
Рис. 1 – Схематическое представление задачи. 

 

Для определения напряженно-деформированного состояния в рассмат-
риваемом теле необходимо решить краевую задачу для уравнения Ламе 
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1 0
1 2

div
σ

Δ + ∇ =
−

U U                                             (1) 

с условиями сопряжения на границе раздела фаз 
,

j j
jΓ Γ

=FU FU                                                  (2) 

,
j j

jΓ Γ
=U U                                                    (3) 

а также указанными выше условиями на бесконечности. Здесь U  – вектор 
перемещений; FU  – отвечающий U  вектор усилий на соответствующей гра-
ничной поверхности; σ  – коэффициент Пуассона, jΓ  – поверхность вклю-
чения jΩ . 

 
Решение задачи. Решение задачи в упругом пространстве Ω  ищется в 

виде 
0 ;= +U U U�                                                     (4) 

3
( ) (4)
, , , ,

1 1

1

0 1
( , , ),

N
j

s n m s n m j j j
j s n

n

m n
a r θ ϕ

∞
+

= = = =− −

+
= ∑∑∑ ∑U U�  при x \ j

j
∈Ω Ω∪ ,       (5) 

3
( ) (4)
, , , ,

1 0 1

1
( , , ),j

j s n m

n

s n m j j j
s n m n

rb θ ϕ
∞

−

= = =− −

+
= ∑∑ ∑U U  при jx∈Ω ,                (6) 

где ( )
, ,
j

s n ma , ( )
, ,
j

s n mb  – неизвестные коэффициенты, которые определяются из 
граничных условий. Перемещение 0U  соответствует напряженно-деформи-
рованному состоянию на бесконечности (для одноосного и двуосного растя-
жения упругого пространства): 

0
1 1
2 ( 1) 2 ( 1

;
) z

T Tz
G Gρ

σρ
σ σ

= − +
+ +

U e e                              (7) 

0
1 ( 1) 1
2 ( 1) 2 ( 1)

;z
T T z
G Gρ
σ ρ σ
σ σ
−

= − −
+ +

U e e                            (8) 

где T  – усилие на бесконечности; G  – модуль сдвига; , )( , zρ ϕe e e  – орты ци-
линдрической системы координат. 

Введем следующий набор линейно независимых частных решений урав-
нения Ламе для сферы [14]: 

(4) (4)
1, , 1,( , , ) ( , , );j j j j j jn m n mr u rθ ϕ θ ϕ± ±= ∇U ∓                              (9) 

(4) (4)
,2, , ( , , ) (4 3) ( , , )j j j j z n m j j jn m r z u rθ ϕ σ θ ϕ± ±⎡ ⎤= ∇ + − −⎣ ⎦U e  

2
(4)
1, ( , , );

2( 1) 1
j

j j jn m
R

u r
n

θ ϕ±
±− ∇

± +
                                (10) 

(4) (4)
3, , 1,( , , ) ( , , ) ;j j j j j j zn m n mr irot u rθ ϕ θ ϕ± ±⎡ ⎤= ⎣ ⎦U e∓                     (11) 

(4)
, ,( , , ) ( ) (cos )m im

n m n m nr u r Pu e ϕθ ϕ θ± ±= ; 
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, 1
1( ) ( )!n m nr n m

r
u+

+
= − , ,

1( )
( )!

n
n m r r

n m
u− =

+
, 

где (cos )m
nP θ  – функция Лежандра 1-го рода, символам «+» (« − ») в вектор-

функциях (9) – (11) отвечают внешние (внутренние) решения для шара. 
Вектор напряжений на площадке с нормалью n  имеет вид 

( ) ( )12 · .
1 2 2

G div rotσ
σ

⎡ ⎤= + ∇ + ×⎢ ⎥−⎣ ⎦
FU n U n U n U                  (12) 

Применив к формулам (9) – (11) оператор (12), на площадке с нормалью 
jr=n e  получим 

( ) ( )(4) (4)
11, , , 1

2, , ( 1) , ,j j j j j jn m n m
j

Gr n r
r

uθ ϕ θ ϕ+ +
−−

⎡= − + ⎣− +FU e  

( ) ( )(4) (4)
1 , 0, 1 , , , , ,j j j n m j j jn mu r ruθ ϕ θ ϕ+ +

+ − ⎤+ ⎦e e                      (13) 

( )(4)
2, ,

2 ( 3)( 2), , 2
2 3

( )j j jn m
j

G n n mr
r n

n mθ ϕ σ+ ⎧ + − +⎡ ⎤= − ×⎨ ⎢ ⎥+⎣ ⎦⎩
+FU  

( )(4)
1, 1 , ,j j jn mu r θ ϕ+
−−× −e  

( )(4)
1, 1

( 3)( 2) 2 , ,
3

( )
2 j j jn m

n n m u r
n

n m σ θ ϕ+
+

+ + +⎡ ⎤− +⎢ ⎥+⎣ ⎦
− − e  

( 3)( 1)( 1) ( 1)(2 1)
2 3

n n m n m n
n

σ+ − + + +⎡ ⎤+ − + − ×⎢ ⎥+⎣ ⎦
 

( ) }(4)
, 0, , ,n m j j ju r θ ϕ+× e                                         (14) 

( ) ( )(4) (4)
13, , , 1

2, , ( ) , ,2j j j j j jn m n m
j

n mGr
r

u rθ ϕ θ ϕ+ +
−−−⎡= − ⎣ + +FU e  

( ) ( )(4) (4)
1 , 0, 1( 2) , , , , ,j j j n m j j jn mu mun m r rθ ϕ θ ϕ+ +

+
⎤+ + + ⎦−e e              (15) 

( ) ( ) ( )(4) (4) (4)
1 11, , , 1 , 1

2, , , , , ,j j j j j j j j jn m n m n m
j

Gr n ru r
r

uθ ϕ θ ϕ θ ϕ− − −
−− +

⎡= +− +⎣FU e e  

( )(4)
, 0, , ,n m j j jru θ ϕ− ⎤+ ⎦e                                        (16) 

( )(4)
2, , ( 12 ( 2)( 1), , 2

2 1
)j j jn m

j

G nn m n mr
r n

θ ϕ σ− ⎧ − + −⎡ ⎤= + ×⎨ ⎢ ⎥−
− +

⎣ ⎦⎩
−FU  

( )(4)
1, 1 ( 1 ( 2)( 1), , 2

2 1
)j j jn m
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n

n mr θ ϕ σ−
−−

−
+
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e  
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( ) ( )(4) (4)
13, , , 1

2, , , ,( 1)j j j j j jn m n m
j

n mGr ru
r

θ ϕ θ ϕ− −
−−+= ⎣ −⎡ +FU e  

( ) ( )(4) (4)
1 , 0, 1( 1) , , , , .j j j n m j j jn mu mun m r rθ ϕ θ ϕ− −

+
⎤+ − − ⎦−e e               (18) 

Базис 1 1 0( , , )−e e e  связан с ортами цилиндрической системы координат 
следующим образом: 

( ) ( )1 1 0
1 1; ; .
2 2

i i
zi e i eϕ ϕ

ρ ϕ ρ ϕ
−

− = + = − =e e e e e e e e                 (19) 

Теоремы сложения связывают базисные решения уравнения Ламе в сис-
темах координат, совмещенных с центрами пары сферических включений. 
Справедливы следующие теоремы сложения [14]: 

{
3 1

(4) (44) , , ,
s, , , 2 1

11 0
( , , ) ( 1) ( 1)j j j

l k
k l s k l j

n m st n m s t
l kt k

r f αθ ϕ δ δ δ
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+ +

=− −= =
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22
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j
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k
z f

n
α αα

α α α αθ ϕ−+ +
⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎪⎢ ⎥⎜ ⎟× + ⎬⎜ ⎟+ +⎢ ⎥⎪⎝ ⎠⎣ ⎦⎭

− U  (20) 

(4)(44) , , ,
, , ( , , ),k l j

n m jn k m j jlu rf α
α α αθ ϕ+

+ −=  
где 1 3s = ÷ , ( , , )j j jr α α αθ ϕ  – сферические координаты точки Oα  в системе 
координат с началом jO . 

 
Разрешающая система уравнений. Используя теоремы сложения (20), 

представим вектор перемещения U�  в системе координат с началом в точке jO : 

{
3 1

(j) (4) (4)
, , , , , ,

1 0 1
( , , ) ( 1) ( , , )

n
n m

s n m s n m s n m
s n
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∞ +
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= = =− −
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{
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0 11
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2 2
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             (21) 

Применим оператор (12) к формулам (7), (8) на площадке с нормалью 
jr=n e  для одноосного и двухосного растяжения и получим соответственно 

0 1(cos ) ;j zTP θ=FU e  (1)
0 1 (cos ) .

jjTP ρθ= −FU e  
После удовлетворения граничным условиям задача сводится к беско-

нечной системе линейных алгебраических уравнений относительно неиз-
вестных коэффициентов ( )

, ,
j

s n ma , ( )
, ,
j

s n mb : 

{
3

(r) (r)
, , , , , ,

1

( ) ( ) ( 1) (, , )n m
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Оператор системы уравнений (22), (23) является фредгольмовым при 
условии непересечения граничных поверхностей [15]. 

 
Анализ численных результатов. При численной реализации принима-

лись следующие значения параметров: 0.38σ = , 0.21jσ = , / 25jG G = , что 
соответствует зернам из алюмоборосиликатного стекла и матрице из эпок-
сидно-малеиновой смолы. Рассматривается случай 5N = , считается, что 
центры включений расположены в одной плоскости. Система (22), (23) чис-
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ленно решалась методом редукции по параметру n . 
На рис. 2 – 4 показаны графики распределения напряжений /x Tσ , 

/y Tσ , /z Tσ  на линии 1 4O O  между включениями в зависимости от относи-
тельного расстояния /a R  между ними. Слева приведен случай одноосного 
растяжения пространства, справа – двуосного. Максимальные по модулю 
значения напряжений /x Tσ , /y Tσ  наблюдаются при наиболее близко рас-
положенных включениях. Для напряжений /z Tσ  подобное свойство имеет 
место для двуосного растяжения. А в случае одноосного растяжения, напро-
тив, максимальные по модулю значения напряжений /z Tσ  соответствуют 
наиболее удаленным друг от друга включениям. Характер распределения 
приведенных напряжений в одноосном и двуосном случаях принципиально 
отличается. В одноосном случае напряжение /z Tσ  меняет знак, становясь 
сжимающим вблизи границы включений. 

 

 
 

Рис. 2 – Напряжения /x Tσ  на линии 41O O  между включениями для одноосного 
(слева) и двуосного (справа) растяжения. 

 
 

Рис. 3 – Напряжения /y Tσ  на линии 41O O  между включениями для одноосного 
(слева) и двуосного (справа) растяжения. 
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Рис. 4 – Напряжения /z Tσ  на линии 41O O  между включениями для одноосного 
(слева) и двуосного (справа) растяжения. 

 

На рис. 5, 6 приведены напряжения /x Tσ , /y Tσ  и /z Tσ  на линии 

1 5O O  между включениями в зависимости от относительного расстояния ме-
жду ними. Слева приведены графики для одноосного растяжения простран-
ства, справа – для двуосного. В случае двуосного растяжения для напряже-
ний /x Tσ , /y Tσ , /z Tσ  областью концентрации является окрестность гра-
ниц включений, при этом все они являются растягивающими. Для одноосно-
го растяжения /x Tσ , /y Tσ  меняются незначительно в пределах рассматри-
ваемого отрезка. Обнаружена интересная закономерность в распределении 
напряжений /z Tσ  при одноосном растяжении. С уменьшением расстояния 
между включениями напряжения из растягивающих на большей части рас-
сматриваемой линии ( / 4.0a R = ) становятся сжимающими на всей линии 
( / 3.2a R = ). 

 

 
 

Рис. 5 – Напряжения /x Tσ , /y Tσ  на линии 51O O  между включениями для 
одноосного (слева) и двуосного (справа) растяжения. 
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Рис. 6 – Напряжения /z Tσ  на линии 51O O  между включениями для одноосного 

(слева) и двуосного (справа) растяжения. 
 

Заключение. В работе предложена модель зернистого композита, в ко-
торой зерна моделируются упругими сферическими включениями, центры 
которых расположены в вершинах гранецентрированной кубической решет-
ки. Напряженное состояние в композите описывается краевой задачей для 
уравнения Ламе с условиями идеального контакта на границе зерен и усло-
виями на бесконечности. Аналитическое решение строится в виде суперпо-
зиции точных базисных решений уравнения Ламе в сферических системах 
координат, начала которых отнесены к центрам включений. Граничные усло-
вия удовлетворяются точно при помощи обобщенного метода Фурье. Задача 
сведена к бесконечной системе линейных алгебраических уравнений с экс-
поненциально убывающими матричными коэффициентами и фредгольмовым 
оператором. Последнее обстоятельство позволяет строить эффективные чис-
ленные решения как разрешающей системы, так и исходной краевой задачи. 
Численные результаты получены для случая пяти сферических включений. 
Приведены графики нормальных компонент тензора напряжений на линиях, 
соединяющих центры включений, в зависимости от относительного расстоя-
ния между включениями. Проведен качественный анализ полученных ре-
зультатов. 

Разработанная в настоящей статье модель напряженно-деформирован-
ного состояния композиционного материала со сферическими включениями 
может использоваться для определения его интегральных упругих модулей. 
Модель допускает обобщение на случай регулярной периодической структу-
ры зерен в материале. 
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