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ОСОБЛИВОСТІ ПРОЕКТУВАННЯ ЛІСОЗАГОТІВЕЛЬНОЇ 
ТЕХНІКИ ДЛЯ РОБОТИ НА ТЕРИТОРІЯХ З УХИЛОМ. 
ЧАСТИНА 3. РОЗРАХУНОК РАМНИХ КОНСТРУКЦІЙ 
 

Для елементів конструкцій рам і начіпного обладнання лісозаготівельної, сільськогосподарської, 
дорожно-будівельної техніки під час руху і роботи на територіях з ухилом властиве додаткове 
навантаження. Несиметричність зовнішнього силового впливу, викликана роботою технологіч-
ного обладнання та сумісною дією дотичних складових опорних реакцій рушіїв і сил ваги окре-
мих частин механізму, викликають складний напружено-деформований стан елементів рами та 
стержневих елементів начіпного обладнання: згин та звичайне або стиснене кручення. Опорні 
реакції та внутрішні силові фактори структури, що розглядається, запропоновано визначати шля-
хом використання варіаційного принципу механіки для статично невизначених стержневих сис-
тем, а саме узагальнення методу мінімуму потенційної енергії деформації. Сформульовано мате-
матичний вираз поставленої задачі. Підхід до розв’язування задач проілюстровано на прикладі 
розрахунку стріловидної рами. 

Ключові слова: розрахунок рами лісозаготівельної техніки, згин та стиснене кручення, 
варіаційний принцип механіки. 
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Вступ. Оцінювання несучої здатності та довговічності лісотранспортних 
засобів, а також інших типів машин, що пересуваються горбкуватою негори-
зонтальною ґрунтовою поверхнею під час виконання виробничої функції: 
сільськогосподарських (зокрема обприскувачі), дорожно-будівельних (екска-
ватори, грейдери) тощо, пов’язується із визначенням напружено-дефор-
мованого стану елементів конструкції рам таких машин та кріплення відпові-
дного начіпного обладнання, розглянутого в роботах [1 – 5]. Проектуючі 
розрахунки таких структур базуються на використанні спеціальних методів 
наближених обчислень, розвинутих зокрема в працях [6, 7], що доцільно ви-
користовувати на стадії детального прорахунку напруженого стану в процесі 
підготовки виробництва конкретної машини, оскільки це потребує значних 
затрат часу та людських ресурсів. Оцінювання розподілу напружень інжене-
рними методами розрахунку статично невизначених стержневих систем, по-
даними в огляді [8], ґрунтується на застосуванні методів опору матеріалів, а 
саме – методі відкидання зайвих невідомих, або рівнянні трьох моментів. У 
складних рамних конструкціях цей підхід потребує виконання великого об-
сягу графо-аналітичних розрахунків. В цій роботі для досягнення результату 
запропоновано модифікацію універсального варіаційного принципу механіки 
стержньової конструкції, пов’язану із використанням методу мінімуму поте-
нційної енергії деформації, що започатковано в роботі [4], розвинуто в дослі-
дженнях [9 – 13], та використано у формулюванні винаходу [14]. 

 
Постановка задачі. Розглянемо самохідний тривісний колісний харве-

стер, який рухається площиною з ухилом α до горизонту зі швидкістю 
v уздовж осі, що утворює кут β  з висхідною лінією площини руху. Вироб-
нича функція виконується стрілою – маніпулятором з харвестерною (проце-
сорною) головкою, напрям стріли відведено від напряму руху на кут γ  (див. 
рис. 1 в роботі [15]). Вважатимемо в загальному випадку раму харвестера 
шарнірно зчленованою. Кожна із двох частин рами – замкнута стержнева 
конструкція довільної конфігурації три-, чотири- або п’ятикутної форми (рис. 
1). 

 

   
а б в 

 

Рис. 1 – Варіанти конфігурацій частин рами: 
а –трикутна, б – чотирикутна, в – п’ятикутна. 

 

Наслідуючи роботу [15] запровадимо декартову систему координат 
Oxyz  з площиною xOy , яка співпадає з горизонтальною площиною, вісь z  – 
перпендикулярна до неї (рис. 2 а). 
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Рис. 2 – Схема руху харвестера лісосікою з розкладеним маніпулятором; 
1 – поперечна балка кріплення силового агрегату, кабіни та інш., 2 – поперечна балка 

кріплення стріли-маніпулятора; а – загальний вигляд; б – схема кріплення 
маніпулятора до рами, точка С – основа гідроциліндра на допоміжній балці 

кріплення. 
 

Осі координат 1Oy  та 1Oz  утворюються повертанням осей Oy  і Oz  на 
кут α  навколо осі Ox  так, що координатна площина 1xOy  співпадає з пло-
щиною руху харвестера, вісь 1Oz  утворює кут α  з віссю Oz . Вісь координат 

2Oy  утворюються шляхом повороту осі 1Oy  на кут β  навколо осі 1Oz  так, 
що напрям руху механізму, який розглядається, співвісний з 2Oy . Двосек-
ційний шарнірний маніпулятор з вагою секцій 1 2,M MG G  утримує харвестер-
ну головку вагою ГG , в якій знаходиться стовбур вагою CTG (на рис. 2 не 
зображено). Сили ваги 1M CTG G÷  направлені вертикально вниз, сили Ti , 
( 1 6i = ÷ ) – тангенційні (дотичні) складові реакцій ґрунту на рушій, діють в 
площині руху харвестера 1xOy . Відзначимо, що маніпулятор може виконува-
ти обертовий рух та одночасно розкладатись або складатись навкруг приєд-
нувального шарніра до шасі харвестера. Це відповідним чином впливає на 
розподіл опорних реакцій кріплення стріли з вантажем до поперечної балки 2 
(рис. 2). 

Задача полягає у відшуканні нормальних складових реакцій ґрунту на 
рушії Ri , ( 1 6i = ÷ ), введених у розгляд у відповідності до роботи [15] (на 
рис. 2 не зображено), дотичних складових Ti , ( 1 6i = ÷ ), що мають компоне-
нти ,iy iкT T  в площині руху та направлені вздовж осі 2Oy  та колової осі AB  
відповідно, нормальних та дотичних складових опорних реакцій кріплення 
стріли з вантажем , , 1 3M M

j jR T j − ÷  (рис. 2 б) та розподілу внутрішніх сило-
вих факторів за довжиною елементів рами харвестера. Вважаючи раму стер-
жневою конструкцією з елементами, що мають незамкнену конфігурацію по-
перечного перерізу (напр., швелер, тавр тощо), слід крім традиційних сило-
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вих факторів – згинаючого моменту M , перерізуючої сили Q , крутного мо-
менту K  – ввести в розгляд згинно-крутні бімоменти B , які спричиняють 
виникнення стисненого кручення та депланації поперечного перерізу профі-
лю балки, тобто деформацій, що призводять до втрати перерізом стержня 
площинності. З метою спрощення постановки задачі із розгляду вилучено 
розтягуючі зусилля уздовж осі стержня, згинаючі моменти та перерізуючі 
сили в площині рами, як фактори, що неістотні для напруженого стану рами. 

Сформульована вище задача є статично невизначеною, оскільки, по-
перше, число невідомих опорних реакцій ґрунту на рушій становить 18, а кі-
лькість рівнянь рівноваги просторової системи сил – 6. По-друге, кожна із 
двох частин рами є статично невизначена стільки разів, як помножена на 4 
(за числом внутрішніх силових факторів) кількість поперечних балок - тра-
верс, що з’єднують праву і ліву сторону рами. І, врешті-решт, рама в цілому є 
статично невизначена ще один раз – за рахунок з’єднання обох частин шар-
ніром. Отже ступінь статичної невизначеності W  становить 

4 ( ) 13W m n= ⋅ + + ,                                            (1) 
де ,m n  – кількість поперечних балок передньої та задньої частин рами. 

Визначення опорних реакцій механізму дозволить уточнювати обґрун-
тований в роботі [1] вибір рушіїв механізму. Побудова епюр зазначених вище 
внутрішніх силових факторів виявить області їх концентрації та дозволить 
знайти максимальні нормальні та дотичні напруження у їх околах. За необ-
хідності, шляхом зміни характеристик рамних конструкцій в проблемних ді-
лянках, можливо знизити рівень напружень у них до допустимих значень. 

 
Визначення опорних реакцій кріплення стріли. Розглянемо плоско-

паралельну систему сил, що складається із нормальних складових реак-
цій , 1 3M

jR j − ÷ , які є перпендикулярними до площини руху, та проекцій на 
нормаль сил ваги частин маніпулятора, головки та стовбура. Для цієї системи 
сил запишемо рівняння рівноваги сил на спільну вісь та два рівняння рівно-
ваги моментів сил відносно осей AB  та CD , нехтуючи підіймальним момен-
том стріли маніпулятора під час його розкладання-складання. Розв’язуючи 
цю систему рівнянь отримаємо наступні вирази: 

1
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2 2
M MCT
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a b
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Кожну із дотичних складових реакцій опор, які у загальному випадку є 
довільно орієнтовані в площині руху,  розкладено, як вказано вище, на дві 
компоненти: одна є паралельна до напрямку руху механізму ( 1 2 3, ,M M M

y y yT T T ), 

інша – орієнтовна уздовж колової осі BA  ( 1 2 3, ,М М М
к к кT T T ), тобто перпендику-

лярна до напрямку руху (рис. 2). Приймаючи незначні обмеження: 

1 2 ,М М
к кТ Т=  1 2 ,М М

y yТ Т=  1 2 3 ,М M М
y y yТ T Т+ =  

отримаємо із трьох рівнянь рівноваги плоскої системи сил решту – три неві-
домі дотичні складові реакцій. Тоді: 

( )1 2 cos sin sin cos sin sin ,
2 2 2

М М G MCT
к к

M m

M M G
Т Т tg

a a
ωα β γ β γ α β= = ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ + − ⋅ ⋅

⋅
 (3) 

( )3 cos sin sin cos ,М G
к

M m

M M
Т tg

a a
ωα β γ β γ= − − −  1 2 sin cos .

4
M M MCT
y y

G
Т Т α β= = −  

Для тестового прикладу роботи [16] – харвестера Valmet 911.3 побудо-
вано графіки залежностей величин 2 2,M M

кR T  від кута γ  за деяких значень ку-
тів ,α β  (рис. 3) у випадку повністю розкладеної стріли ( 90ϕ = ); для обчи-
слень прийнято 1M Ma b м= = . Із аналізу результатів зазначимо, що величини 
опорних реакцій суттєво залежать від положення маніпулятора та ухилу по-
верхні руху α . Запропонований підхід дозволяє визначати внутрішні силові 
фактори в секціях маніпулятора, що уможливлює його розрахунок, а також з 
достатньою для розрахунку рами харвестера точністю визначати зовнішні 
силові фактори, що діють на неї.  

 

  
а б 

 

Рис. 3 – Залежності дотичних (а) та нормальних (б) реакцій кріплення стріли 
маніпулятора для 60β = ; 1 – 10α = , 2 – 15α = ; 3 – 20α = . 

 
Метод розрахунку статично невизначеної рами. Ступінь W  (див. фо-

рмулу (1)) статичної невизначеності шарнірно зчленованої рами харвестера 
чи будь-якого іншого механізму, що рухається пересіченою місцевістю, по-
требує введення в розгляд еквівалентної кількості додаткових рівнянь суміс-
ності роботи окремих елементів рамної конструкції. Загально прийнятий 
підхід – віртуальне розрізання балок в характерних місцях (напр., посередині 
поперечної балки або під невідомою реакцією опори), введення в розгляд в 
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обох частинах розрізаної балки таких невідомих внутрішніх силових факто-
рів, які викликають разом із відомими зовнішніми зусиллями однакові дефо-
рмації обох частин розрізу. 

В роботі узагальнюється модифікація універсального варіаційного прин-
ципу механіки, пов’язана із використанням методу мінімуму потенційної ене-
ргії деформації стержневої конструкції [17] з урахуванням ефекту стисненого 
кручення. Запроваджується спеціальним чином побудований функціонал J , 
екстремум якого визначає всі невідомі внутрішні силові фактори та опорні 
реакції; для рамних конструкцій цей функціонал еквівалентний потенційній 
енергії деформації U . Внаслідок адитивності потенційної енергії,  такий під-
хід дозволяє визначати вплив на напружено-деформований стан рами окре-
мих видів деформування – згину, кручення, стисненого кручення тощо. Ма-
тематичний вираз потенційної енергії деформації будується таким чином, 
щоби враховувати лише найвагоміші види деформування конструкції. Шля-
хом уточнення виразу потенційної енергії можливе відповідне коригування 
розрахунку, зокрема за рахунок депланації поперечних перерізів стержня в 
місцях його закріплення. 

У відповідності до постановки задачі припустимо, що енергією розтягу-
стиску стержнів уздовж їх осі та згинання стержнів в площині рами можна 
знехтувати. Тому компоненти , 1 3M

jyT j = ÷  дотичних складових опорних ре-
акцій кріплення стріли, орієнтовані вздовж напряму руху та компоненти 

, 1 6iyT i = ÷  дотичних складових реакцій ґрунту на рушій, для визначення 
енергетичного балансу тут не використовуються. 

Потенційна енергія деформації стержневої конструкції рами за умови 
вільного вільнU  та стисненого стU  скручування елементів має вигляд відпо-
відно: 

M K
вільн k k

k k
U U U= +∑ ∑ , M В

ст k k
k k

U U U= +∑ ∑ ,                    (4) 

де , ,M K В
k k kU U U  – потенційна енергія відповідно згинання, вільного та стис-

неного скручування, яка накопичується в k −му елементі рамної конструкції. 
Таким елементом вважатимемо будь-яку й прямолінійну без розгалу-

ження ділянку, на якій відсутня точкова сила (розподілене зусилля допуска-
ється), та яка має незмінну жорсткість. Для кожного із елементів: 

( )2
0

1 kaM
k k

k
U M x dx

EI
= ∫ ; ( )2

0

1 kaK
k k

K k
U K x dx

GI
= ∫ ; 

( )2
0

1 kaB
k k

k
U B x dx

EIω
= ∫ ,                                         (5) 

де ( ), ( )k kM x K x  – розподіл згинаючих та крутних моментів за довжиною 
k − го елементу рами; ( )kB x  – те ж саме для згинно-крутного бімоменту; x  – 
біжуча координата k − го елементу рами, довжина якого ka ; , ,

Kkk kEI GI EIω  – 
відповідно згинна, крутильна та секторіальна жорсткості k − го елемента рами. 
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а б 

 

Рис. 4 – Схема двосекційної шарнірно зчленованої рами харвестера: а – загальний 
вигляд з точками прикладання зовнішніх сил; 1 – передня секція з основою 
маніпулятора, 2 – задня секція з кабіною та силовим обладнанням; б – схема 

розкриття статичної невизначеності. 
 

Будування виразу потенційної енергії розглянемо на узагальненому при-
кладі шарнірно зчленованої рами харвестера, яка складається із двох 
п’ятикутних піврам (рис. 4). Тут і в подальшому викладі верхній індекс «1» у 
величинах, наведених на рисунку, вказує на приналежність до передньої час-
тини рами, а верхній індекс «2» – задньої. Верхній індекс «П» вказує на те, 
що відповідні силові фактори відносяться до правої за напрямом руху части-
ни рами, а використовуваний в подальших формулах індекс «Л» (на рис. 4 не 
показано) – до лівої частини. Величини , 1,2; 1j

ia j i N= = ÷  – довжини окре-
мих елементів рами, N  – кількість елементів; 1 2,α α  – кути розкриття стрі-

ловидної частини передньої та задньої частин рами; ˆ cosj j
i i ja a α= ⋅ ; j

imh  – ві-
дстані від осі рами до точки прикладання зовнішнього силового фактора, 

0;1; 2; ...m =  – порядковий номер силового фактору, рахуючи від осі рами, 
якщо на одній перемичці таких факторів декілька. 

З метою розкриття статичної невизначеності рами, віртуально розріже-
мо кожну із перемичок по осі рами та замінимо взаємну дію в місці розрізу 
правої частини рами на ліву, а лівої – на праву, невідомими внутрішніми си-
ловими факторами, які по обидві сторони розрізу мають протилежний на-
прям. В позначеннях з рис. 4 б: j

iМ  – згинальний момент в розрізі перемич-
ки, яка з’єднує ліву та праву частини рами в точці, де закінчується i − й еле-
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мент рами; j
iQ  – перерізуюча сила; j

iK  – крутний момент та j
iB  – бімомент 

у цьому ж розрізі. На рис. 4 позначено лише деякі з цих внутрішніх силових 
факторів для уникнення нагромадження надписів. Дію сил, направлених пер-
пендикулярно до площини рисунку, позначено наступним чином: колом з то-
чкою – для сил, скерованих знизу вверх, та колом з перехрещеними лініями – 
для сил, зорієнтованих вертикально вниз. Дію рушіїв харвестера на раму за-
мінено відповідними невідомими реакціями ,iк iT R . Сили ваги двигуна, сило-
вих механізмів та кабіни Пj

imF та Лj
imF  прикладені у місцях їх кріплення до ра-

ми (рис. 4 б). Зазначимо, що схема дії зовнішніх зусиль коригується для кож-
ного конкретного механізму. Передня і задня частини рами роз’єднані між 
собою, їх взаємодію замінено перерізуючими силами 1 2,Q Q ; оскільки рама 
шарнірно зчленована, крутний та згинальний моменти та бімомент через то-
чку з’єднання не передаються. Віртуальне розрізування поперечних балок в 
точках, де дія зовнішніх силових факторів відсутня, не викликає ускладнень. 
В точках де прикладені зовнішні зусилля (напр., кріплення основи гідроцилі-
ндра маніпулятора до допоміжної опори), слід змістити переріз на невелику 
відстань так, щоб враховувати це зусилля лише в лівій або лише в правій час-
тині рами. 

Наслідуючи роботу [4] запишемо вирази потенційної енергії деформації 
згину елементів правої задньої частини поперечних балок: 

( )
2 / 2

22 2 2
2

1 b
П М
i i iП

i o

U M Q x dx
EI

= +∫ ; 

( ) ( )( )
2 2

2 / 2
222 2 2 2 2 2 2

2 2
1 1j jh b h

П М П
j j j j j j jП П

j jo o

U M Q x dx M Q h x F x dx
EI EI

−

= + + + + −∫ ∫ ; 

( ) ( )( )
2 2 2
11 12 11 222 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 11 112 2
1 1

1 1h h h
П М П

П П
o o

U M Q x dx M Q h x F x dx
EI EI

−

= + + + + − +∫ ∫  

( ) ( )( )
2 2
1 2 12sin 22 2 2 2 2 2

1 1 22 11 11 122
1

1 ,
a h

П П
П

o

M Q h x F h x F x dx
EI

α⋅ −

+ + + − + −∫  

5,6; 3,4i j= = ,                                                (6) 
а також деформації кручення: 

( )
2 / 2

22 2
2

0

1 , 3 6,
b

П K
i iП

Ki
U K dx i

GI
= = ÷∫  ( )

2
1 2sin

22 2
1 12

1 0

1 a
П K

П
K

U K dx
GI

α⋅

= ∫        (7) 

та деформації стисненого кручення: 

( )

( )
2

22 2/ 2
2 22 2 2 2

2 2 2
0 2

2 21 , ;
2

Пb
i iП B П П П

i i Ki iП П П
i i i

K b sh k b x
U dx k GI EI

EI k ch k b
ω

ω

⎛ ⎞⎡ ⎤⋅ ⋅ −⎣ ⎦⎜ ⎟= =
⎜ ⎟⋅⎝ ⎠

∫  (8) 
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( )
( )

2
1 2

2
2 2 2 2sin
1 1 2 1 1 22

1 2 2 2
1 0 1 1 2

sin sin1 , 3 6.
sin

Пa
П B

П П П

K a sh k a x
U dx i

EI k ch k

α

ω

α α

α

⋅ ⎛ ⎞⎡ ⎤⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −⎣ ⎦⎜ ⎟= = ÷⎜ ⎟⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫  

Вираз (8) записано в припущенні жорсткого защемлення консольних ба-
лок-поперечок в місцях їх кріплення до бокових лонжеронів, вважається та-
кож, що посередині прольоту кручення є вільним, розподіл бімоментів 

2 ( )П
iB x  для такої балки узято із Додатку 2, поз. 5 на ст. 222 роботи [4]. Вира-

зи енергії для лівої задньої частини балки є подібними з точністю до напрям-
ку прикладання силових факторів, що впливає на знак «+» чи «-»перед сило-
вим фактором. У передній частині балки вирази енергії записуються аналогі-
чним чином; з метою економії місця тут вони опущені. 

Для будування виразів потенційної енергії деформації елементів поздо-
вжніх балок-лонжеронів зауважимо, що крутний момент поперечних балок 
викликає згин в лонжеронах, а згинальний – кручення. На кожному із елеме-
нтів лонжеронів крутний момент є постійним, а згинальний змінюється за лі-
нійним законом. В точках лонжеронів, у яких змінюється їх нахил до осі ра-
ми, крутний момент одного елемента частково переходить у згинальний мо-
мент іншого та навпаки. Враховуючи це, запишемо для задньої частини рами 
наступні відношення, приймаючи порядкову нумерацію елементів починаю-
чи від шарнірного з’єднання з передньою частиною рами. Крутні моменти:  

2 2 2 2
6 6 6 2
П b

K M Q= − − ; ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2
5 6 5 6 5 3 3к 3 32 2
П b b b

K M M Q Q R T r δ
−

= − − − + + − + ; 

( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2
4 6 5 4 6 5 4 3 3к 3 32 2
П b b b

K M M M Q Q Q R T r δ
−

= − − − − + + + − + +  

2 22
4 42
П b

F h⎛ ⎞+ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

; ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
3 6 5 4 3 6 5 4 3 2
П b

K M M M M Q Q Q Q= − − − − − + + + +  

( ) ( )2 2 22 2
3 3к 3 3 4 4 42 2

П Пb b b
R T r F F hδ

− ⎛ ⎞+ − + + + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

; 2 2
2 3 2cosП ПK K α= ⋅ +  

( ) ( ) ( )
6 6 5 4

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
6 5 3 4 4 3 3 3 2

3 3 3 3
sinП П

i i i i
i i i i

K Q a Q R a Q F a Q F a α
= = = =

⎛ ⎞
+ + + + + − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑ ; 

( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 11 1 2 11 2 12 1 2 12 2sin cos sin cosП П П ПK K F a h F a hα α α α= + − + − ,   (9) 

де 3 3,r δ  – радіус відповідного рушія та висота площини рами над коловою 
віссю. Вирази потенційної енергії деформації згину: 

( )
2
6 22 2 2

6 6 6
0

a
П MU K Q x dx= +∫ ; ( )( )

2
5 22 2 2 2 2 2

5 6 5 6 6 5 3
0

a
П MU K K Q a x Q x R x dx= + + + + +∫ ; 

( ) ( )
2
4 26

2 2 2 2 2 2 2 2 2
4 6 6 5 5 3 5 4 4

40

( ) ( )
a

П M П
i

i
U K Q a a x Q R a x Q F x dx

−

⎛ ⎞
= + + + + + + + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∫ ; 
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( )
( ) ( )

2
3

26 6
2 2 2 2 2 2

6 5 3 5 42 3 43
0 2 2 2 2 2

4 4 4 3 3
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a i iП M i i
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K Q a x Q R a a x
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+ + + + + + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟= ⎝ ⎠
⎜ ⎟
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∑ ∑
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( ) ( )( )

2
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( )
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⋅

= = =
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6 2 2 5 3
1;3 3

5cos 2 2 2 2
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23
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2 2 2 2 2
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2 2 2 2 2
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cos ( )

cos ( ) cos
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i i
i i

a П
i

i

П

П П

K Q a a x Q R

a a x Q F dx

a a a x Q F

a a x Q F F x

α

α

α α

α

α

= =

⋅

=
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+ + ⋅ + + + ×⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟⎝ ⎠
⎜ ⎟
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⎜ ⎟× + + ⋅ + + − ×
⎜ ⎟
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∑ ∑

∑∫ .  (10) 

Вирази потенційної енергії кручення мають простіший вигляд: 

( )22 2 2 , 1 6П K П
i i iU K a i= = ÷ .                                    (11) 

де 2П
iK  – наведені у (9). 
Для будування виразу потенційної енергії деформації короблення вва-

жатимемо, що передачею бімоментів від поперечних балок до лонжерона 
можна знехтувати. Тоді лонжерон можна розглядати як одну консольну бал-
ку, жорстко защемлену в точці зламу осьової лінії. Починаючи від цієї точки 
аж до з’єднання лівої та правої поздовжніх балок лонжерон розглядатимемо 
як ще одну консоль, навантажену крутними моментами 2 2

2 1,П ПK K . Бімомен-
ти в такому лонжероні викликаються окремими крутними моментами, при-
кладеними в точках приєднання поперечних балок, сумарний розподіл бімо-
менту вздовж двох виділених ділянок лонжерона є сумою розподілів бімоме-
нтів від дії окремих крутних моментів. Тоді, за використанням Додатка 2, 
поз. 5 ст. 222 роботи [4], потенційна енергія деформації короблення задньої 
правої поздовжньої частини 2П ВU  становитиме 
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iП
j i j

j i П П
j j i

i

sh k a x
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k ch k a

=
=

= =

=
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∑
∑ ∑∫

∑
.                 (12) 

Підсумовуючи вищенаведене зазначаємо, що вираз потенційної енергії 
деформації рами, за умови вільного кручення її елементів, із  врахуванням 
формул (4), (6), (7), (10), (11) має вигляд: 

( ) ( )
6

2 2 2 2

1;3;4;5;6 1

П М П К П М П К
вільн i i i i

i i
U U U U U

= =
= + + + +∑ ∑  

( ) ( )
6

2 2 2 2

1;3;4;5;6 1

Л М Л К Л М Л К
i i i i

i i
U U U U

= =
+ + + +∑ ∑ .                  (13) 

Щодо потенційної енергії деформації рами за умови стисненого кручен-
ня її елементів, із врахуванням (4), (6), (8), (10), (12) запишемо: 

( ) ( )
6

2 2 2 2

1;3;4;5;6 1

П М П В П М П В
ст i i i i

i i
U U U U U

= =
= + + + +∑ ∑  

( ) ( )
6

2 2 2 2

1;3;4;5;6 1

Л М Л В Л М Л В
i i i i

i i
U U U U

= =
+ + + +∑ ∑ .                   (14) 

Розкриття статичної невизначеності та розрахунок рамної конструкції 
зводиться до розв’язування системи лінійних алгебраїчних рівнянь, які отри-
муються шляхом обчислення інтегралів у виразах (13) або (14) та визначення 
екстремумів отриманих таким чином функцій 

( )1 2 1 2 1 2, , , , , , ,вільн i iк j j j j j jU R T M M Q Q K K  або 

стU ( )1 2 1 2 1 2, , , , , , ,i iк j j j j j jR T M M Q Q K K , ( 1 6; 1 5)i j= ÷ = ÷  
шляхом прирівнювання до нуля часткових похідних цих функцій по всіх не-
відомих аргументах. Таким чином можна отримати таку кількість алгебраїч-
них рівнянь, скільки є невідомих аргументів. У випадку, що розглядається, їх 
кількість – 42. Для замкнення цієї системи рівнянь запишемо (рис. 4 б): 

1 2Q Q= . 
Отримана система рівнянь може бути розширена на стержневі рамні 

конструкції довільної конфігурації, які експлуатуються в складних, зокрема 
гірських умовах. 

 
Приклад розрахунку рами. Розглянемо трикутну раму із двома попе-

речними балками-траверсами, завантажену зовнішніми зусиллями ,П
iF  ,Л

iF  
1 3i = ÷  та підтримувану в рівновазі трьома нормальними 0 1 2, ,R R R  та доти-

чними 0 1 2, ,T T T  (рис. 5) реакціями опорної поверхні. Для розв’язування цієї 
задачі знехтуємо потенційною енергією згину та порівняємо результати об-
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числень, отриманих у випадку вільного кручення, з результатами для стисне-
ного кручення. Розрахункова схема, що розглядається, є типовою для приче-
пних оприскувачів типу ОПВ 1600. Геометричні розміри та позначення, наве-
дені на рис. 5 а, певним чином відрізняються від тих, що наведено на рис. 4. 

Умови мінімуму потенційної енергії деформації для нашого прикладу 
мають наступний вигляд для випадку енергії вільного кручення: 

/ 0;вільн iU M∂ ∂ =  / 0;вільн iU Q∂ ∂ =  / 0;вільн iU K∂ ∂ =  

( ) ( )
2 3

ПК ЛК ПК ЛК

1 1
вільн j j j j

j j
U U U U U

= =
= + + +∑ ∑  

та відповідний вигляд для випадку стисненого кручення: 

0;ст

i

U
M

∂
=

∂
 0;ст

i

U
Q

∂
=

∂
0;ст

i

U
K

∂
=

∂
 

( ) ( )
2 3

ПВ ЛВ ПВ ЛВ

1 1
ст j j j j

j j
U U U U U

= =
= + + +∑ ∑ .                        (15) 

 
Таблиця 1 – Значення внутрішніх силових факторів в розрізах траверсних балок. 
Потенційна  
енергія 

1,H мM ⋅  2 ,H мM ⋅ 1,Н мК ⋅  2 ,Н мК ⋅ 1,HQ  2 ,HQ  

вільнU  2 790 1 033 0 0 - 315 173 

стU  2 980 912 0 0 - 315 173 
 

У співвідношеннях (15) потенційна енергія вільного кручення елементів 
має вигляд (7), (11), а стисненого – (8), (12). Оскільки трикутна рама, що роз-
глядається, складається з однієї частини, то у виразах енергій формули (15) 
верхній індекс «2» відсутній. Формули (15) за використання пропонованого 
методу дають для кожного із видів енергії по 6 алгебраїчних рівнянь, 
розв’язки яких розкривають статичну невизначеність рами, а саме: обчислю-
ються внутрішні силові фактори , , , 1, 2i i iM Q K i = , будуються епюри розпо-
ділу крутних та згинальних моментів, перерізаючих сил, визначається на-
пружено-деформований стан конструктивних елементів рами. В даному ви-
падку величини опорних реакцій 0 1 2, ,R R R визначено із рівнянь рівноваги 
рами в цілому. Розв’язки систем рівнянь (15) наведено в табл. 1 для експери-
ментально визначених значень силових факторів та геометричних розмірів, у 
яких враховано несиметричність навантаження елементів рами внаслідок ру-
ху територією з ухилом та дію начіпних знарядь: 

1 15 000 HЛF = , 1 17 000 H,ПF =  2 11 000 H,ЛF =  2 13000 HПF = , 

3 2 700 H,ЛF =  3 3 200 HПF = , 2 0,35м,h =  3 0,15м,h =  4 0,10мh =  

1 1,384м ,a =  2 0,795м,a =  11α = . 
На рис. 5 б – д подано епюри згинаючих та крутних моментів у елемен-

тах рами, визначені за допомогою різних підходів до визначення енергії кру-
чення. Величини бімоментів в точках , ,A B C  рами (рис. 5 а) набувають на-
ступних значень: 245H мAB = ⋅ , 21, 47 H мВB = ⋅ , 0СB = . 
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Із аналізу результатів розрахунку відзначимо, що уточнення виразу по-
тенційної енергії кручення за рахунок депланації поперечних перерізів при-
зводить до збільшення згинальних моментів в окремих точках до 8%, що не-
обхідно враховувати в проектуючих розрахунках рамних конструкцій. Зна-
чення крутних моментів можуть за таких обставин суттєво збільшуватись. 

 

 
а б в г д 

 

Рис. 5 – Розрахункова схема трикутної рами із додатковою траверсою: а – загальний 
вигляд, б – епюри згинаючих та в – крутних моментів, отриманих за допомогою 
виразу енергії вільного кручення вільнU ; г – епюри згинаючих та д – крутних 
моментів, отриманих за допомогою виразу енергії стисненого кручення стU . 

Величини моментів вказані в H м⋅ . 
 
Розрахунок рам із врахуванням депланації в поперечних балках. За-

пропоновані вище розрахункові схеми (рис. 4, 5 а) передбачають дію зовні-
шнього навантаження – сил ,Л

іF  2П
іF  тощо – в центрі згину балки. За тако-

го навантаження згадані силові фактори не викликають локального кручення 
балок, Однак в реальних умовах точка прикладання сили не співпадає із 
центром згину, у випадку руху механізму територією з ухилом усі сили ваги 
діють під кутом до площини руху, а отже вони викликають додаткові крутні 
моменти в елементах рами, зокрема в траверсах. Для визначення впливу по-
зацентрового прикладення зовнішніх сил на розподіл внутрішніх силових 
факторів розглянемо для схеми на рис. 5 а випадок прикладення сили 3

ПF  на 
відстані Пδ  від осі згину, а сили 3

ЛF  – на відстані Лδ . Тоді у віртуальному 
розрізі відповідної траверси бімомент буде відмінним від нуля: 2 0B ≠ . Ви-
раз додаткової потенційної енергії правої траверси 2

ПВ
додU , зумовленої цим бі-

моментом, набуде вигляду: 

( ) ( ){ }
[ ]

2 3

3

2
3 5 5 2 5 2 5 5 2 5

2 2
5 5 5

h h
П П

hПВ
дод

F shk h x shk h chk x B k chk x K shk h x dx

U
EI k chk hω

δ
+

⎡ ⎤− − + + −⎣ ⎦
= +
∫
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( ) ( ) ( ){ }
[ ]

3 2
3 5 2 5 2 5 5 2 5

0
2 32

5 5 5

1
,

h
П ПF chk h shk h x B k chk x K shk h x dx

h h h
EI k chk hω

δ− − − + + −

+ = +
∫

. 

Для лівої траверси вираз енергії має аналогічний вигляд. Використову-
ючи ще одне рівняння мінімуму потенційної енергії деформації –  

2 2
2

( ) 0ПВ ЛВ
дод додU U

B
∂

+ =
∂

, 

отримуємо формулу для визначення бімоменту 2B : 

2B =  

( ) ( )
3 2 3

3

2 3

22
5 5 5 2 5

02 2

2
5

0

2

h h h

П П Л Л
h

h h

sh k h x dx shk h x shk h chk x dx
F F

ch k xdx

δ δ

+

+

⎡ ⎤− − − − ⋅⎣ ⎦
−

= ⋅
∫ ∫

∫
.(16) 

Отриманий результат є важливим  для визначення нормальних напру-
жень в тонкостінних елементах рам з огляду на їх тріщиностійкість у залеж-
ності від асиметричності зовнішніх навантажень, викликаної специфічними 
умовами експлуатації. 

 

Побудова числового методу. Для випадку складних конструкцій рам 
розв’язування системи рівнянь (13), (14), (15) є достатньо громіздкою зада-
чею, яка потребує виконання значної кількості рутинних операцій. З метою 
алгоритмізації процедури пропонується підхід із використанням чисельного 
методу, пов’язаного із розчленуванням рами на окремі елементи, визначен-
ням потенційної енергії як суми потенційних енергій елементів та відшукан-
ням таких значень внутрішніх силових факторів, які надають потенційній 
енергії мінімального значення. Додатковою умовою задачі є забезпечення 
спряження окремих елементів під час їх деформування. 

Застосування чисельного методу проілюструємо на прикладі простої 
трикутної рами (рис. 6 а). Зовнішні сили 2 4 5 7, , ,P P P P  направлені вертикаль-
но вниз, реакції опор 1 3 6, ,P P P  направлені вертикально вгору; в даному при-
кладі вони визначаються рівняннями рівноваги паралельної системи сил. Роз-
членуємо віртуально раму так, як вказано на рис. 6, та розглянемо окремо 
i − й елемент. Для забезпечення рівноваги прикладемо до нього згинальні 

',i iM M  та крутні ',i iK K  моменти, перерізуючі сили ',i iQ Q , зовнішні зусилля 

iP , напрям яких визначається знаками «+» або «-», та бімоменти ',i iB B . 
Потенційна енергія деформації i − го елемента рами в даному випадку 

має вигляд: 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

0

2
ia

i i i i
i

i ik i i i i i i

K x M x Q x B x
U dx

G I E I G F E I ω

⎛ ⎞
= + + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ,                     (17) 



  

122 ISSN 2222-0631. Вісник НТУ «ХПІ». 2014. №39 (1082) 

де ( ), ( ), ( ), ( )i i i iK x M x Q x B x  – розподіл відповідних характеристик за довжи-
ною відповідного елемента; iF  – площа поперечного перерізу i − го елемен-
та, інші позначення співпадають із прийнятими раніше. 

 

 
 

а б 
 

Рис. 6 – Схеми для будування числового методу розрахунку рами: а – розчленування 
трикутної рами; б – прикладення зусиль до i − го елементу рами. 

 

З умов рівноваги i − го елементу випливає: 
'

i i
i

i

M M
Q

a
−

= ,  
'

' ',i i
i i i i

i

M M
Q P K K

a
−

= + = ,                     (18) 

звідки легко отримати розподіл згинно-крутних факторів уздовж поточного 
елемента. Для визначення залежності ( )iB x  слід використати рівняння пруж-
ної лінії кутів закручення [18]: 

2 0, ,IV II II I
i i i i i i i i i ik ik B E I K G Iωθ θ θ θ− = = − = ,                   (19) 

де iθ  – кут закручування; римські цифри у верхньому індексі вказують на 
ступінь похідної по координаті x . Застосовуючи розв’язок рівнянь (19) та 
співвідношення (18) у формулі (17), отримаємо: 

( )
2

2 '2 '1 22
3 3

i i i i
i i i i i

i ik i i i i i i i i i i

K a a a
U M M M M

G I E I a G F E I a G F
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= + + + + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

( ) 2
1 2

0

1 ,
ia

i ik i i i i
i i

G I c chk x c shk x dx
E I ω

⎡ ⎤+ − ⋅ + ⋅⎣ ⎦∫                     (20) 

де 1 2,i ic c  – постійні інтегрування, які визначаються з умов закручування еле-
мента рами на його кінцях: '(0) ;i iθ ϕ=  ( ) ;i i iaθ ϕ=  (0) ( ) /I I

i i i i i ika K G Iθ θ= = ; 
'
iϕ , iϕ  – кути закручування елемента на його лівому та правому кінцях відпо-

відно. Загальний вигляд постійних 1 2,i ic c  тут випущено з огляду на їх громі-
здкість. 

Визначення невідомих внутрішніх силових факторів у вузлових точках 
потребує задовільнення умов спряження сусідніх елементів рами, кількість 
яких визначається ступенем статичної невизначеності та кількістю невідомих 
силових та геометричних факторів: 

0, 1 5, 1 6ikf i k= = ÷ = ÷ .                                       (21) 
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Умови 1 2 30, 0, 0, 1 6k k kf f f k= = = = ÷  – це традиційні умови рівнова-
ги сил у вузлових точках, 4 0kf =  – умова рівноваги бімоментів у відповід-
ному вузлі, 5 0kf =  – умова неперервності кута закручування. Умови (21) 
враховують фактичну передачу силових факторів та деформацій у всіх вуз-
лах рами, в тому числі у вузлах, де окремі елементи з’єднуються під кутом. 

Визначимо функцію ( , ' , , , ' )i i i i iL L M M K ϕ ϕ=  наступним чином: 
7 6 5

1 1 1
i ik ik

i k i
L U fλ

= = =
= +∑ ∑∑ , 

де ikλ  – невизначені множники Лагранжа. Умови екстремуму функції бага-
тьох змінних: 

0; 0; 0; 0; 0
' 'i i i i i

L L L L L
M M K ϕ ϕ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= = = = =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

разом із умовами спряження (21) складають замкнуту систему алгебраїчних 
рівнянь, розв’язок якої визначає величини внутрішніх силових факторів та 
геометричних параметрів у вузлах рами. 

Для ілюстраційного прикладу (рис. 6) отримано результати розрахунку 
за наступних значень геометричних розмірів і силового навантаження: 

1 0,5 ,a м=  2 0,8 ,a м=  3 0,9 ,a м=  11 ,α =  2 15 000 Н,P =  4 11 000 Н,P =  

5 13 000 Н,P =  7 17 000 НР =  та перерізу всіх елементів – швелеру № 10. 
Результати розрахунку подано в табл. 2. З метою визначення впливу де-

планації поперечних перерізів елементів рами на її напружений стан в цій же 
таблиці наведено результати розрахунку внутрішніх силових факторів такої 
ж рами без врахування згинно-крутних бімоментів згідно методики [7]. 

 
Таблиця 2 – Значеня згинаючих та крутних моментів для тестової рами (рис. 6 а). 
№ Згинний 

момент 
Із врахуван-
ням депла-

нації 

Без враху-
вання де-
планації 

№ Крутний 
момент

Із 
 врахуванням 
депланації 

Без  
врахування 
депланації 

1 1'M  -198 -198 8 1K  87 84 
2 2'M  9 150 7 912 9 2K  87 84 
3 3'M  -132 100 -99 110 10 3K  87 84 
4 4'M  -58 -75 11 4K  -67 -75 
5 5'M  80 70 12 5K  -61 -83 
6 6'M  -98 000 116 900 13 6K  -61 -83 
7 7'M  6 390 7 490 14 7K  -61 -83 

 

Із аналізу результатів відзначимо, що величини крутних моментів не-
значно змінюються із врахуванням стисненого кручення окремих елементів. 
Однак суттєвим чином змінюється розподіл згинаючих моментів між вузла-
ми рами, що свідчить про необхідність обґрунтування конструкції за допомо-
гою запропонованого підходу. Це може привести як до збільшення надійнос-
ті та довговічності рамних конструкцій, так і до економії матеріальних ре-
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сурсів у випадку зменшення ваги відповідних елементів рами. 
За використання пропонованого чисельного методу в ГСКТБ Сіль-

госпхіммаш був розроблений та впроваджений програмний засіб САПР-
РАМА [11], який дозволяє розраховувати напружено-деформований стан ра-
мних конструкцій довільної конфігурації з будь-якою кількістю траверсних 
балок та із заданими зовнішніми навантаженнями без обмеження на їх точки 
прикладання. 

 

Висновки. Запропонований в роботі підхід дозволяє визначати напру-
жено – деформований стан стержневих конструкцій сільськогосподарської, 
лісозаготівельної, транспортувальної та іншої техніки, що працює в умовах 
територій з ухилом із несиметрично прикладеним навантаженням унаслідок 
дії начепних технологічних знарядь, що експлуатуються в процесі руху. Під-
хід дозволяє розраховувати як стержневі конструкції начіпного обладнання, 
зокрема стріл-маніпуляторів, так і рам довільної форми. Для розрахунку ста-
тично-невизначених рам застосовується модифікований на випадок враху-
вання стисненого кручення метод мінімуму потенційної енергії деформації. 
Цей метод став підґрунтям до створення чисельного методу розрахунку дові-
льних статично невизначених рамних конструкцій, реалізованого у відповід-
ному програмному засобі. 

Викладений в опублікованому циклі досліджень підхід, дозволяє вивча-
ти особливості експлуатації машин і механізмів, зумовлені специфікою тери-
торій, на якій експлуатується така техніка, та виконанням в процесі руху опе-
рацій виробничої функції механізму, виконуваних несиметрично розташова-
ними начепними знаряддями. Предметом аналізу є двигуни, елементи транс-
місії та конструкції рам. Запропонований підхід дозволяє як розробляти ре-
комендації щодо проектування нової техніки стосовно умов експлуатації, так 
і коригувати режими експлуатації наявних механізмів. 
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