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МОДЕЛЮВАННЯ ПРОЦЕСУ ВИСОКОШВИДКIСНОГО 
РIЗАННЯ НА БАЗI НЕЗАЛЕЖНОГО ПІДХОДУ 
ЛАГРАНЖА-ЕЙЛЕРА 
 

Розглянуто рішення зв'язаної динамічної термопружнопластичної контактної задачі взаємодії рі-
жучого інструменту і матеріалу, що обробляється, на основі методу скінченних елементів у фор-
мулюванні незалежного підходу Лагража-Ейлера (АLЕ). Чисельну реалізацію проведено методом 
скінчених елементів за допомогою пакету ABAQUS/Explisit. 
 Ключові слова: математичне моделювання, термопружнопластична контактна задача, 
процес різання, незалежний підхід Лагранжа-Ейлера, скінчений елемент. 
 

Опис проблеми. Процес різання − комплексний процес, що полягає в 
утворенні зони великих пластичних деформацій і тепловиділення у зоні пер-
винного здвигу та подальшого інтенсивного пластичного деформування у 
вторинних зонах, які примикають в області контакту клина з матеріалом, що 
обробляється. У цій області за рахунок руху матеріалу уздовж інструменту 
спостерігається значне тертя. На думку T.H. Childs [1] труднощі математич-
ного моделювання процесів відділення матеріалу ріжучим клином пов'язані 
із трьома основними причинами: значна свобода у формуванні стружки, що 
впливає на складність моделювання процесу, який представляється у вигляді 
крайової задачі зі змінними границями; високі рівні та градієнти полів плас-
тичних деформацій, швидкостей деформацій і температур, які впливають на 
стан матеріалу в зоні обробки ріжучим клином та викликають значні труд-
нощі при описі цього стану; складний характер тертя на поверхні контакту 
між інструментом та матеріалом. Для теоретичного аналізу процесів дефор-
мування тіл різної форми найчастіше використовується метод скінчених еле-
ментів (МСЕ). Імітаційне моделювання за допомогою МСЕ дозволяє розра-
хувати всі необхідні фізичні змінні процесу, які дуже складно одержати екс-
периментально. 

 
Постановка задачі. Ціль даної роботи – математичне моделювання про-

цесів відділення матеріалу ріжучим клином за допомогою МСЕ в формулю-
ванні незалежного підходу Лагранжа-Ейлера (АLE). 

Розглядається зв’язана термопружнопластична контактна задача, яка 
описує взаємодію ріжучого клина та матеріалу, що зрізується. 

Використання формулювання Лагранжа-Ейлера має на меті адаптацію 
сітки в процесі чисельного моделювання та може використовуватися у фор-
мулюванні Ейлера для розв'язку проблеми вільних поверхонь, а також у фо-
рмулюванні Лагранжа, щоб уникнути значних викривлень сітки [2]. 
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Математична модель для описання процесу відділення стружки в ALE 
включає рівняння законів збереження маси, моменту та енергії в відліковій 
системі координат і має наступний вигляд (штрихом позначено похідні по 
часу в відліковій системі координат): 
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де ,ρ ρ′  – густина і швидкість її зміни; ,i iν ν ′  – швидкості й прискорення ма-

теріальної точки; ,g g
i jν ν  – швидкості руху відрахункової системи коорди-

нат; ( )i jx x  – декартова координата ( , , ,i j x y z= ); ( , )e e Tρ=  – питома внут-
рішня енергія; ijσ  – компоненти тензора напруг Гука, r  – щільність внутрі-
шніх розподілених джерел тепла; iq  – компоненти вектора напруження теп-
лового потоку; B

if  – компоненти вектора об'ємних сил; T  – температура. 
При застосуванні гіпотези нестискування матеріалу в умовах пластично-

го деформування (для постійної гущини) рівняння (1) виконується тотожно, а 
динамічне рівняння рівноваги (2) в формулюванні рівняння віртуальної ро-
боти в інкрементальній формі і лінеаризованому вигляді в момент часу t  
при відсутності об’ємних і поверхніх зусиль (окрім контактних) набуває та-
кого вигляду [3, 4]: 
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де ( ) /g
ij ij k ij kkv v xσ σ σ′= + − ∂ ∂  – компоненти тензору швидкостей напружень 

в матеріальній системі координат; tΔ  – інкрементальний крок по часу; 
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0,5( / / )ij i j j ie u x u x= ∂ ∂ + ∂ ∂  – тензор деформацій; ,i iu u ′∗  – матеріальні і від-
лікові переміщення відповідно. 

В рівнянні (4) введено залежності: 
*,i i it t ta a a+Δ = + *,i i it t tv v v+Δ = + * ,g g g

i i it t t
v v v

+Δ
= +               (5) 

де * * *, , g
i i ia v v  – інкрементальний приріст прискорень і швидкостей на часо-

вому кроці від t  до t t+ Δ . Знак t  показує належність відповідних співвід-

ношень моменту часу t , t t+Δ  – моменту часу t t+ Δ . 
Фізичні співвідношення у швидкісній формі представляються у вигляді: 
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ijσ  – компоненти тензора швидкостей напруг за Трусделлом: 

,T k i i
ij ij ij ik jk

k k k

v v v
x x x
λ

σ σ σ σ σ
∂ ∂

= + − +
∂ ∂ ∂

 

ijklC  – компоненти пружно-пластичного тензору зв'язку напруги-деформації 
4-го порядку, 0,5( / / )kl k l l kD v x v x= ∂ ∂ + ∂ ∂  ( , , , )k l x y z=  – компоненти тен-
зору швидкостей деформацій; ijσ  – компоненти тензору швидкостей напру-
жень в матеріальній системі координат. 

Пластичне деформування  матеріалу підпорядковується асоційованому 
закону теорії течії в швидкісній формі: 
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де p
ijD  – пластична складова тензору швидкостей деформацій; λ  – параметр 

пластичності. F  – пластичний потенціал, який задається у вигляді: 
( , ) ( )ij y ij yF fσ σ σ σ= −                                         (8) 

і обертається в нуль (тобто ( , ) 0ij yF σ σ = ) при настанні пластичної течії, де 
( )ijf σ  – функція пластичності; yσ  – функціональна залежність для поточної 

межи текучості (напружень пластичної течії), яка залежить від еквівалентної 
деформації, еквівалентної швидкості пластичної деформації і температури, 
що представляють собою визначальне співвідношення (рівняння) для матері-
алу: 

( , , ),p p
y y Tσ σ ε ε=                                            (9) 

де pε  – еквівалентна (ефективна) пластична деформація; pε  – швидкість 
еквівалентної пластичної деформації; T  – температура. Вважається, що пла-
стичний потенціал F  не змінюється за часом (тобто 0)F = . Залежності (5) – 
(9) створюють разом з (4) систему рівнянь, що дозволяє отримати нелінійне 
матричне рівняння, в яке лінійно входять інкрементальні переміщення k

iu  і 
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g
iu∗ , інкрементальні швидкості k

iv  і g
iv∗  та прискорення ia∗ . 

Повне динамічне рівняння в матричній формі методу скінченних елеме-
нтів має вигляд [4]: 

1 2 ( ) ( )L A A g L A gM a C v C v v K u K u u+ + − + + − =  
1 3 4( ) ( )L A A A A

tf M M a C C C v= − + + + + ,                         (10) 

де матриці 1 2 3 4, , , , , , ,L A A A A A L AM M C C C C K K  отримані в роботах [3, 4]; 
, ,u v a  – збільшення векторів матеріальних вузлових переміщень, швидко-

стей і прискорень у момент часу від t  до t t+ Δ ; ,g gu v  – збільшення вузло-
вих переміщень, швидкостей для незалежного руху вузлів сітки в момент ча-
су від t  до t t+ Δ ; ,v a  – значення вузлових матеріальних швидкостей і при-
скорень у момент часу t ; f  – вектор вузлових зусиль. 

У процесах різання енергія, яка згенерована дисипацією роботи сил тер-
тя і роботою пластичного деформування, передається у вигляді тепла через 
матеріал, що обробляється, стружку та інструмент і переходить у навколиш-
нє середовище через випромінювання і конвекцію. Ріст температури  впливає 
на властивості матеріалу та провокує збільшення деформацій. 

Закон збереження енергії (3) представляється у вигляді нестаціонарного 
рівняння конвективно-кондуктивної теплопровідності, яке в рамках ALE має 
наступний вигляд [5]: 
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де c  – теплоємність; *λ  – коефіцієнт теплопровідності; vq  – швидкість теп-
ловиділення об'ємних джерел тепла. 

Рівняння (11) в дискретизованій формі метода скінчених елементів 
представлено у вигляді [6] 

( )T n T n nС T K T Q t+ = ,                                       (12) 
де TC  – матриця теплоємності; TK  – матриця теплопровідності; Q  – вектор 
інтенсивностей вузлових «впливів», які викликані роботою пластичного де-
формування і сил тертя; ,T T  – вектора вузлових температур і швидкостей 
зміни температури відповідно. 

Швидкість виділення тепла внаслідок пластичного деформування ви-
значається залежністю 

* * pi
v ij ij ij

j

v
q D

x
η σ η σ

∂
= ≅

∂
,                                    (13) 

де η∗  – механічний еквівалент тепла ( 0,9η∗ ≈ ). 
Тепловиділення внаслідок тертя в контакті задається так: 

*
s f fq vη τ= ,                                             (14) 
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де ,f fvτ  – дотичні (фрикційні) зусилля і швидкість проковзування в області 
контакту зі проковзуванням. Розподіл тепла між інструментом і матеріалом, 
що обробляється, задається у відповідності з теплофізичними властивостями 
контактуючих тіл [7]. 

Крайова контактна механічна задача розв’язується в інкрементальній 
формі для прирощення вузлових прискорень, швидкостей і переміщень з 
кроком по часу tΔ . По закінченню інкрементального кроку в механічній за-
дачі розв’язується задача нестаціонарної теплопровідності для системи ріжу-
чий клин – матеріал, що обробляється, і формується температурне поле, яке 
використовується як початковий стан для наступного шагу в задачі механіки. 

Для розв’язання контактної задачі застосовується кінематичний метод, 
нелінійна пружно-пластична задача розв’язується методом Ньютона-
Рафсона, інтегрування за часом здійснюється на основі чисельних залежнос-
тей для центрального диференціювання. 
 

Чисельна реалiзацiя. Розглянуто задачу ортогонального різання у ви-
гляді двовимірної зв’язаної термомеханічної задачі плоскої деформації для 
термопружного ріжучого клину и пружно-пластичного матеріалу, що оброб-
ляється. Розрахункова схема надана на рис. 1, крайові умови представлені ві-
льними лагранжевими границями (робочі поверхні інструменту, стружки і 
верхня частина області, яка зайнята матеріалом, що обробляється), ейлеро-
вими границями – вхід і вихід матеріалу, що обробляється, зі швидкістю рі-
зання cv , а також границею проковзування і границею контакту. На віддале-
них границях ріжучого клину реалізовані вимоги жорсткого закріплення. 

Задача теплопровідності розв’язується при фіксованій температурі, яка 
дорівнюється початковій 0( )T  на бічних і нижніх границях області, яка за-
йнята матеріалом, а також на віддалених границях ріжучого клину. На віль-
них границях враховується вільний конвективний теплообмін з навколишнім 
середовищем. 

Як зазначено раніше, було розглянуто двовимірну термомеханічну 
зв’язану контактну задачу плоскої деформації для термопружного ріжучого 
клину і термопластичного матеріалу, в якому виникають великі пластичні 
деформації. Задача розв’язується в формі незалежного підходу Лагранжа-
Ейлера. 

Визначальні співвідношення обрано в формі моделі Джонсона-Кука: 
( , , )ij y p p Tσ σ ε ε= , 

( )(1 ln ) 1 ( )n m
Y p pA B C Tσ ε ε ∗⎡ ⎤= + + −⎣ ⎦ , 

0
* /p p pε ε ε= , 

0 0( ) /( )mT T T T T∗ = − − ,                                       (15) 
де ,p pε ε  – еквівалентні пластичні деформації і швидкості; mT  – температура 

плавлення матеріалу; 0T  – початкова температура, , , , ,A B C n m  – константи; 

0pε  – відлікова швидкість деформацій. 
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Рис. 1 – Розрахункова схема. 

 
Модель тертя на контактній поверхні задавалась у вигляді: 

min( , ),n n yτ μσ τ=                                               (16) 
де ,n nτ σ  – контактні зсувні зусилля дотичної (напруження) і тиск (нормальні 
напруження в контакті); μ  – коефіцієнт тертя ( 0,5μ = ). 

 
Таблиця 1 – Фізико-механічні характеристики 

Характеристика Матеріал сплав 
(20NiCrMo5) 

Інструмент (карбід 
вольфраму) 

Густина, кг/см 3 7.8 15 
Коеф. Пуассона 0.3 0.3 
Модуль пружності, гПа 210 800 
Коеф. Теплопровідності, Вт/м C  47.7 46 

Теплоємність, Дж/кг C  556 203 

Коеф. лінійного розширення, 1/ C  51.2 10−⋅  54.7 10−⋅  
 

В табл. 1наведено фізико-механічні характеристики матеріалу, що обро-
бляється, і ріжучого клину, в табл. 2 – вхідні геометричні параметри ріжучо-
го клину і технологічні процесу різання, в табл. 3 – константи рівняння Джо-
нсона – Кука [8]. 

 
Таблиця 2 – Геометрія ріжучого клину і технологічні параметри процесу різання  

Параметр Значення 
Передній кут α  60 
Задній кут γ  60 
Швидкість різання 0v , мм/c 5000 
Товщина зрізу a , мм 0.1 
Початковий радіус закруглення вістря r , мм 0.1 
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Таблиця 3 – Константи рівняння Джонсона-Кука 
Матеріал Сплав 20NiCrMo5 
A , МПа 490 
B , МПа 600 
n  0.21 
C  0.015 
m  0.6 

,mT  К 1900 

0,T  К 293 

 

 
 

Рис. 2 – Сітка скінчених елементів. 
 

 
 

Рис. 3 – Еквівалентні пластичні деформації  в початковій фазі процесу різання 
( 52 10 ct −≈ ⋅ ). 



 

ISSN 2222-0631. Вісник НТУ «ХПІ». 2014. №6 (1049) 221 

Чисельні розрахунки проводилися за допомогою пакету ABAQUS/Explisit 
з використанням зв’язаного термомеханічного білінійного кінцевого елемен-
ту CPE4RT; кількість елементів для матеріалу, що обробляється, становила 
3005, для клина – 280 елементів. 

На рис. 2 представлено розрахункову схему розбиття сіткою скінчених 
елементів. 

 

 
 

Рис. 4 – Еквівалентні пластичні деформації для сталого процесу різання ( 41 10 ct −≈ ⋅ ). 
 

 
 

Рис. 5 – Температурні поля в контакті. 
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На рис. 3, 4 надано розподіл еквівалентних логарифмічних пластичних 
деформацій в початковій фазі процесу різання ( 52 10 ct −≈ ⋅ ) і в момент квазі-
сталого процесу різання 41 10 ct −≈ ⋅ . На рис. 5 показано температурне поле в 
момент часу 11,5 10 ct −≈ ⋅ . Слід відзначити, що температурне поле ще є не-
стаціонарним і практично формується до моменту часу 4(2,5 3) 10t c−≈ − ⋅ . 

 
Висновки. В роботі розглянуто розв’язання зв’язаної динамічної термо-

пружнопластичної контактної задачі застосовано до процесу взаємодії ріжу-
чого клину з матеріалом, що обробляється. Задача розв’язана за допомогою 
пакета ABAQUS/Explisit методом скінчених елементів в формулюванні неза-
лежного підходу Лагранжа-Ейлера. Отримані результати показали реальну 
практичну можливість моделювання процесу утворення стружки на персона-
льних комп'ютерах. 

Застосування незалежного підходу Лагранжа-Ейлера дозволяє більш 
ефективно (з точки зору часу роботи процесора) розв’язувати істотно нелі-
нійно зв’язану термомеханічну задачу моделювання процесу різання матері-
алів з утворенням зливної (неперервної) стружки. Так, для розв’язання роз-
глянутої задачі з достатньою точністю до моменту формування квазістаціо-
нарного різання необхідно порядком 15 годин роботи процесора, для чисель-
ного рішення розглянутої задачі на основі підходу Лагранжа необхідно декі-
лька діб. 

Внаслідок інерційності процесів теплообміну час розрахунків до форму-
вання квазістаціонарного температурного поля в 2 –3 рази більший, ніж час 
формування сталого стружкоутворення. 

Надалі для отримання більш точних кількісних результатів моделюван-
ня процесу стружкоутворення слід проводити за наступними напрямками: 

– удосконалення моделі стану матеріалу, що обробляється, для високих 
рівнів швидкостей деформацій і температур; 

– розробка нових моделей локального тертя, які враховують залежність 
від температури, тиску і швидкості проковзування; 

– більш точний опис граничного теплообміну з навколишнім середови-
щем і в контакті ріжучого клину з матеріалом, що обробляється. 
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ОБ ОДНОМ ЭФФЕКТЕ ДЕФОРМИРОВАНИЯ УПРУГОГО 
ПОЛОГО ШАРА ПРИ ВОЗДЕЙСТВИИ НА НЕГО 
СФЕРИЧЕСКОГО ТЕМПЕРАТУРНОГО ПОЛЯ 
СПЕЦИАЛЬНОГО ВИДА 
 

Установлен эффект уменьшения диаметра внутренней граничной сферы упругого полого шара и 
граничной сферы упругого пространства с шаровой полостью в результате их нагрева, вызванно-
го действием на них сферических температурных полей специального вида, при положительно-
сти коэффициента линейного расширения и определенном характере зависимости от температу-
ры модуля Юнга и коэффициента Пуассона их материала. 
 Ключевые слова: полый шар, граничная сфера, нагрев, модуль Юнга, коэффициента Пу-
ассона, коэффициент линейного расширения. 
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