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ТРЬОХЧАСТОТНІ АНАЛІТИЧНІ ЕТАЛОННІ МОДЕЛІ 
ОБЕРТАННЯ ТВЕРДОГО ТІЛА 
 

Запропонована нова аналітична еталонна модель обертання твердого тіла, основана на тригоно-
метричному мультиплікативному представленні кватерніона орієнтації. Показані можливості 
моделі для оцінювання точності алгоритмів визначення орієнтації в БІНС. 
 Ключові слова: кватерніон, орієнтація, еталонна модель, дрейф. 

 
Вступ і постановка задачі. Розглядається задача оцінювання точності 

визначення орієнтації в безплатформених інерціальних навігаційних систе-
мах (БІНС) за допомогою спеціальних алгоритмів, орієнтованих на викорис-
тання первинної інформації про обертання об’єкта на такті обчислень 

1[ , ]n nt t−  у вигляді квазікоординат [1] 
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ni i
t

dtθ ω
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= ∫   1, 2, 3i = ,                                            (1) 

де iω , 1, 2, 3i =  – проекції вектора абсолютної кутової швидкості об’єкта ωG  
на зв’язані осі. Оскільки алгоритми визначення орієнтації в БІНС відтворю-
ють цифровий образ інерціального тріедра осей в бортовому обчислювачі, 
тобто відіграють роль аналітичної платформи [2], питання отримання коре-
ктних оцінок точності цих алгоритмів і визначення найбільш ефективного 
алгоритму для кожного конкретного рухомого об’єкту, що може здійснювати 
певні обертальні рухи, є актуальною задачею. 

Для алгоритму визначення орієнтації, що має порядок m , математична 
похибка на такті 1[ , ]n nt t−  становить величину * 1( )m

nO θ + , де *
nθ  – модуль век-
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тора приросту позірного повороту * * * *
1 2 3( , , )T

n n n nθ θ θ θ=
G

на такті, компонента-
ми якого є квазікоординати (1). Отримати аналітичний вираз для похибки 

* 1( )m
nO θ +  у випадку довільного обертання об’єкта, як твердого тіла, не пред-

ставляється можливим. 
Провести порівняльний аналіз фактичної точності алгоритмів визначен-

ня орієнтації одного математичного порядку можна тільки за допомогою 
спеціальних еталонних моделей обертання, які можуть бути дискретними 
або неперервними [4]. Звичайно у якості неперервних еталонних моделей ви-
користовують випадки існуючих точних розв’язків сукупності динамічних і 
кінематичних рівнянь обертання твердого тіла (моделі конічного руху [5, 6] та 
регулярної прецесії [7, 8]). У роботі [3] наведені аналітичні вирази для асимп-
тотичних локальних похибок типу дрейфу та швидкості дрейфу деяких алго-
ритмів визначення орієнтації у випадку конічного обертання об’єкту. Отри-
мані оцінки мають, насамперед, методологічне значення, але практична цін-
ність їх для селекції алгоритмів визначення орієнтації у випадку довільного 
обертання об’єкта викликає певні сумніви. Проведений в [3] аналіз дозволив 
зробити висновок, що конічний рух не дозволяє виявити всі особливості по-
хибок алгоритмів визначення орієнтації, тому конічний рух не може вважа-
тися найгіршим випадком з точки зору точності методів. Раніше вважалося, 
що регулярна прецесія є найгіршим прикладом руху в сенсі поведінки похи-
бок алгоритмів, але результати оцінювання алгоритмів на запропонованій в 
[9] новій неперервній еталонній моделі показують, що похибки алгоритмів 
типу дрейфу мають у випадку цієї моделі виражений зростаючий характер, в 
той час, як на моделі регулярної прецесії похибки цих алгоритмів типу дрей-
фу мають суто гармонічний характер. 

Таким чином, використання моделей конічного руху та регулярної пре-
цесії для оцінювання похибок і подальшої оптимізації алгоритмів визначення 
орієнтації не може вважатися цілком коректним, бо, по-перше, реальний рух 
об’єкта не завжди відповідає конічному руху або регулярній прецесії, по-
друге, існує точний алгоритм визначення орієнтації в термінах квазікоорди-
нат у випадку регулярної прецесії [8]. 

Еталонна модель обертання твердого тіла цілком визначається прийня-
тими в ній аналітичними представленнями компонент кватерніона орієнта-
ції 

0 1 2 3( ) ( , , , )Tt λ λ λ λΛ =  в умовах ( ) 1tΛ = . 
Диференціюючи ці вирази і використовуючи обернене кінематичне рівняння, 
отримаємо аналітичні представлення для проекцій вектора кутової швидкості 
у вигляді [9]: 

1 1 0 0 1 3 2 2 32( )ω λ λ λ λ λ λ λ λ= − + −� � � � ; 

2 2 0 0 2 1 3 3 12( )ω λ λ λ λ λ λ λ λ= − + −� � � � ; 

3 3 0 0 3 2 1 1 22( )ω λ λ λ λ λ λ λ λ= − + −� � � � .                                 (2) 
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Квазікоординати (1) модельного руху при цьому визначаться також ана-
літично з формул: 

*
1( ) ( )ni i n i nt tθ θ θ −= − , 1, 2, 3i = ,                                   (3) 

де ( )i tθ , 1, 2, 3i =  – компоненти вектора позірного повороту 
0

( ) ( )
t

t t dtθ ω= ∫
G G . 

В даній роботі пропонуються нові неперервні моделі обертання твердо-
го тіла, основані на тригонометричному мультиплікативному представленні 
модельного кватерніона орієнтації у вигляді: 

0 1 2( ) cos( ) cos( )t k t k tλ = ⋅ ; 1 1 2( ) sin( ) cos( )j t k t k tλ = ⋅ ; 

2 2 3 3( ) sin( ) cos( )j t k t k tλ β= ⋅ + ; 3 2 3 3( ) sin( ) sin( )j t k t k tλ β= ⋅ + ,         (4) 
де 1 2 3 3, , ,k k k β  – постійні параметри, а індекси 1, 2, 3j j j  компонент векто-
рної частини кватерніона ( )tΛ  утворюють деяку перестановку чисел 
(1, 2, 3) . 

Зауважимо, що вирази (4) узагальнюють представлення кватерніона ета-
лонної моделі обертання, що наведена в [4]. Еталонні моделі обертання з 
представленням кватерніона орієнтації у вигляді (4) будемо називати трьох-
частотними і позначати 1, 2, 3 3( 1; 2; 3; )j j jEM k k k β . У відповідності до кіль-
кості всіх можливих перестановок в (4) будемо мати 6 трьохчастотних ета-
лонних моделей орієнтації. При 3 0β =  і основній перестановці індексів 
(1, 2, 3)  в (4) будемо мати еталонну модель 1,2,3 ( 1; 2; 3; 0)EM k k k , яка описа-
на в [4]. 

 
Трьохчастотні аналітичні еталонні моделі обертання твердого тіла. 

Всі можливі еталонні моделі 1, 2, 3 3( 1; 2; 3; )j j jEM k k k β , основані на представ-
ленні кватерніона орієнтації у вигляді (4), утворюють дві групи однотипних 
моделей. Першу групу однотипних моделей утворюють моделі з перестанов-
ками індексів 1, 2, 3j j j , що мають парну кількість інверсій в перестановках 
відносно основної перестановки, тобто моделі 

1,2,3 3( 1; 2; 3; )EM k k k β , 2,3,1 3( 1; 2; 3; )EM k k k β , 3,1,2 3( 1; 2; 3; )EM k k k β . 
Для цієї групи моделей з (2) будемо мати наступні вирази для компо-

нент вектора модельної кутової швидкості: 
1 1 3 1 3 2( ) ( ) ( ) cos(2 )j t k k k k k tω = − + + ; 

2 2 1 3 3 1 3 2 1 3 3( ) 2 cos(( ) ) (1 2)( )(cos((2 ) )j t k k k t k k k k k tω β β= − − + + − + + −

2 1 3 3cos((2 ) ))k k k t β− + − − ; 

3 1 3 1 2 3 3 2 1 3 3( ) (1 2)( )(sin(( 2 ) ) sin((2 ) ))j t k k k k k t k k k tω β β= + + − − + − + + −  

2 1 3 32 sin(( ) )k k k t β− − − .                                        (5) 
Компоненти вектора позірного повороту 1 1 1( ) ( ( ), ( ), ( ))Tt t t tθ θ θ θ=

G
 при 

цьому визначаються формулами: 
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1 1 3 1 3 2 2( ) ( ) ( )sin(2 ) /(2 )j t k k t k k k t kθ = − + + ; 

2 2 1 3 3 3 1 3 1 3( ) 2 (sin(( ) ) sin ) /( ) (1 2)( )j t k k k t k k k kθ β β= − − + − + + ×  

2 1 3 3 3 2 1 3((sin((2 ) ) sin ) /(2 )k k k t k k kβ β× − + + − − + −  

2 1 3 3 3 2 1 3(sin((2 ) ) sin ) /(2 ))k k k t k k kβ β− + − − + + − ; 

3 1 3 1 2 3 3 3 1 2 3( ) ( 1 2)( )((cos(( 2 ) ) cos ) /( 2 )j t k k k k k t k k kθ β β= − + + − − − + − +

2 1 3 3 3 2 1 3(cos((2 ) ) cos ) /(2 ))k k k t k k kβ β+ − + + − − + +  

2 1 3 3 3 1 32 (cos(( ) ) cos ) /( )k k k t k kβ β+ − − − − .                         (6) 
Якщо належним чином задати частоти 1 2 3, ,k k k  і фазу 3β  в (4), то ета-

лонна модель обертання 1, 2, 3 3( 1; 2; 3; )j j jEM k k k β  представляється квазікоо-
рдинатами (3), де компоненти вектора позірного повороту визначаються ви-
разами (6), і відповідним до (3) точним кватерніоном орієнтації (4). 

Другу групу однотипних моделей утворюють моделі з перестановками 
індексів 1, 2, 3s s s  в кватерніоні орієнтації (4) з непарною кількістю інверсій 
відносно основної перестановки (1, 2, 3) , тобто моделі 

1,3,2 3( 1; 2; 3; )EM k k k β , 3,2,1 3( 1; 2; 3; )EM k k k β , 2,1,3 3( 1; 2; 3; )EM k k k β . 
Базовий кватерніон орієнтації для цієї групи моделей задається у вигляді 

0 1 2( ) cos( ) cos( )t k t k tλ = ⋅ ; 1 1 2( ) sin( ) cos( )s t k t k tλ = ⋅ ; 

2 2 3 3( ) sin( ) sin( )s t k t k tλ β= ⋅ + ; 3 2 3 3( ) sin( ) cos( )s t k t k tλ β= ⋅ + .         (7) 
Компоненти вектора модельної кутової швидкості у випадку кватерніо-

на орієнтації (7) згідно (2) визначаються формулами 
1 1 3 1 3 2( ) ( ) ( ) cos(2 )s t k k k k k tω = + + − ; 

2 2 1 3 3 3 1( ) 2 sin(( ) ) (1 2)( )s t k k k t k kω β= + + + − ×  

2 1 3 3 2 1 3 3(sin((2 ) ) sin((2 ) ))k k k t k k k tβ β× + + + + − − − ; 

3 2 1 3 3 1 3( ) 2 cos(( ) ) (1 2)( )s t k k k t k kω β= + + + − ×  

2 1 3 3 2 1 3 3(cos((2 ) ) cos((2 ) ))k k k t k k k tβ β× − − − − + + + .                (8) 
Інтегруючи вирази для ( )si tω  на інтервалі , отримаємо для компонент 

вектора позірного повороту ( )tθ  наступні вирази: 

1 1 3 1 3 2 2( ) ( ) ( )sin(2 ) /(2 )s t k k t k k k t kθ = + + − ; 

2 2 1 3 3 3 1 3 3 1( ) 2 (cos(( ) ) cos ) /( ) (1 2)( )s t k k k t k k k kθ β β= − + + − + − − ×  

2 1 3 3 3 2 1 3((cos((2 ) ) cos ) /(2 )k k k t k k kβ β× + + + − + + +  

2 1 3 3 3 2 1 3(cos((2 ) ) cos ) /(2 ))k k k t k k kβ β+ − − − − − − ; 

3 2 1 3 3 3 1 3 1 3( ) 2 (sin(( ) ) sin ) /( ) (1 2)( )s t k k k t k k k kθ β β= + + − + + − ×  

2 1 3 3 3 2 1 3((sin((2 ) ) sin ) /(2 )k k k t k k kβ β× − − − − − − −  

2 1 3 3 3 2 1 3(sin((2 ) ) sin ) /(2 ))k k k t k k kβ β− + + + − + + .                    (9) 
Еталонна модель другої групи 1, 2, 3 3( 1; 2; 3; )s s sEM k k k β  реалізується фор-

мулами (3), (9) для квазікоординат і виразами для компонент модельного ква-
терніону орієнтації (7), якщо попередньо задати частоти 1 2 3, ,k k k  і фазу 3β . 
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Оскільки при побудові запропонованих еталонних моделей обертання 
були також отримані і представлення для компонент вектора модельної куто-
вої швидкості, то ці моделі можна використовувати і у випадку первинної 
інформації про обертання у вигляді проекцій iω , 1, 2, 3i =  вектора абсолют-
ної кутової швидкості твердого тіла на зв’язані осі в моменти часу nt , 

1, 2, 3, ...n = . 
 
Приклади конкретної реалізації моделі. Побудуємо еталонну модель 

обертання 1,2,3 3( 1; 2; 3; )EM k k k β , що належить до першої групи однотипних 
моделей, для деяких наборів частот 1 2 3, ,k k k  і фази 3β . 
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Рис. 1 – проекції вектора кутової швидкості моделі 

1,2,3(0,025; 0,034; 0,0251; 3)EM π− . 
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Рис. 2 – компоненти кватерніона орієнтації моделі  

1,2,3(0,025; 0,034; 0,0251; 3)E π− . 
 

На рис. 1 представлені залежності проекцій вектора кутової швидкості 
модельного руху від часу при 1 0,025k = , 2 0,034k = − , 3 0,0251k =  і 
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3 / 3β π= . Відповідні залежності від часу компонент кватерніона орієнтації 
моделі наведені на рис. 2. 

На рис. 3 представлені залежності проекцій вектора кутової швидкості 
від часу для моделі 1,2,3 (0,005; 0,140; 0,024; 3)EM π . Компоненти модельно-
го кватерніона орієнтації наведені на рис. 4. 
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Рис. 3 – проекції вектора кутової швидкості моделі  

1,2,3(0,005; 0,140; 0,024; 3)EM π . 
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Рис. 4 – компоненти кватерніона орієнтації моделі 

1,2,3(0,005; 0,140; 0,024; 3)EM π . 
 

Розглянемо тепер еталонну модель другої групи однотипних моделей, а 
саме модель 1,3,2 3( 1; 2; 3; )EM k k k β . Побудуємо цю модель для деяких зна-
чень частот 1 2 3, ,k k k  і фази 3β . На рис. 5 показані залежності від часу прое-
кцій вектора модельної кутової швидкості при 1 0,0152k = , 2 0,025k = , 

3 0,0151k =  і 3 / 4β π= . Кватерніон орієнтації для цієї моделі представлено 
на рис.6. За характером поведінки проекцій кутової швидкості і компонент 
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кватерніона орієнтації можна зробити висновок, що при вказаних значеннях 
параметрів модель 1,3,2 3( 1; 2; 3; )EM k k k β  близька до регулярної прецесії. 
Компоненти кутової швидкості і кватерніона орієнтації моделі 

1,3,2 3( 1; 2; 3; )EM k k k β  при 1 0,045k = − , 2 0,0345k = , 3 0,025k = , 3 / 2β π=  
представлені на рис. 7 і рис. 8; вони описують обертальний рух, який більш 
складний, ніж регулярна прецесія. 
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Рис. 5 – проекції вектора кутової швидкості моделі 

1,3,2 (0,0152; 0,025; 0,0151; 4)EM π . 
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Рис. 6 – компоненти кватерніона орієнтації моделі 

1,3,2 (0,0152; 0,025; 0,0151; 4)EM π . 
 
Аналіз результатів моделювання дозволяє зробити висновок, що запро-

понована трьохчастотна еталонна модель обертання, основана на тригономе-
тричному мультиплікативному представленні кватерніона орієнтації, охоп-
лює достатньо широкий спектр рухів об’єкта як твердого тіла. 

 
Застосування трьохчастотних еталонних моделей для оцінювання 
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похибок алгоритмів визначення орієнтації. Проведемо оцінювання похиб-
ки типу дрейфу для алгоритму визначення орієнтації четвертого порядку, на-
веденого в [10]. На рис. 9 – 10 показані отримані в результаті чисельного екс-
перименту залежності похибки типу дрейфу від часу для такту обчислень 

0,1tΔ = с у випадку моделі першої групи 1,2,3 3( 1; 2; 3; )EM k k k β , реалізованої 
при двох наборах параметрів 1 2 3 3, , ,k k k β . Як видно з рис. 10, для значень 
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Рис. 7 – проекції вектора кутової швидкості моделі  

1,3,2 ( 0,045; 0,0345; 0,025; 2)EM π− . 
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Рис. 8 – компоненти кватерніона орієнтації моделі  

1,3,2 ( 0,045; 0,0345; 0,025; 2)EM π− . 
 

параметрів моделі 1 0,005k = , 2 0,140k = , 3 0,024k =  і 3 / 3β π=  похибка ал-
горитму зростає з часом. На рис. 11 – 12 наведені похибки типу дрейфу, 
отримані на моделі 1,3,2 3( 1; 2; 3; )EM k k k β , що відноситься до другої групи 
моделей. З’ясовано, що характер поведінки похибки алгоритму на цій моделі 
при різних наборах параметрів має теж різний характер. Так, при значеннях  
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Рис. 9 – похибка типу дрейфу на моделі 1,2,3(0,025; 0,034; 0,0251; 3)EM π− . 
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Рис. 10 –  похибка типу дрейфу на моделі 1,2,3(0,005; 0,140; 0,024; 3)EM π . 
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Рис. 11 – похибка типу дрейфу на моделі 1,3,2 (0,0152; 0,025; 0,0151; 4)EM π . 
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параметрів 1 0,045k = − , 2 0,0345k = , 3 0,025k = , 3 2β π=  похибка визна-
чення орієнтації типу дрейфу для цього алгоритму має явно виражену зрос-
таючу складову. Отже, при оцінюванні алгоритмів визначення орієнтації 
«найгіршими» (з точки зору похибок алгоритмів) еталонними моделями з 
розглянутих можна вважати моделі 1,2,3 (0,005; 0,140; 0,024; 3)EM π  і 

1,3,2 ( 0,045; 0,0345; 0,025; 2)EM π− . 
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Рис. 12 – похибка типу дрейфу на моделі 1,3,2 ( 0,045; 0,0345; 0,025; 2)EM π− . 

 
Висновки. Запропоновані нові аналітичні трьохчастотні еталонні моделі 

обертання твердого тіла, в основі яких лежить тригонометричне мультиплі-
кативне представлення кватерніона орієнтації. Показано, що за допомогою 
цих моделей при належному виборі параметрів можна отримати достатньо 
широкий набір рухів об’єкта як твердого тіла. Для відомого алгоритму четве-
ртого порядку на запропонованих еталонних моделях при різних значеннях 
параметрів отримані оцінки похибки визначення орієнтації типу дрейфу. По-
казано, що на різних моделях похибки мають різний характер, причому мо-
делі, близькі до регулярної прецесії, не дозволяють в повній мірі провести 
аналіз похибок. 
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МОДЕЛЮВАННЯ ТЕПЛОВОГО РЕЖИМУ В ТЕХНОЛОГІЧНІЙ 
СИСТЕМІ ОХОЛОДЖЕННЯ ШЛІФУВАЛЬНОГО ВЕРСТАТУ 
 

Наведено математичну модель для розрахунку температури мастильно-охолоджуючої рідини 
(МОР) у підсистемі використання. Температура визначається в залежності від етапу циклу шлі-
фування. Модель побудована на основі рівняння зміни температури при проходженні рідина 
крізь місцевий опір. 
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Вступ. Ефективність використання мастильно-охолоджувальних рідин 

(МОР) при шліфуванні визначається не тільки оптимальним складом, але і  
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