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ЕТАЛОННА МОДЕЛЬ ОБЕРТАННЯ ТВЕРДОГО ТІЛА НА 
ОСНОВІ ПРЕДСТАВЛЕННЯ КВАТЕРНІОНА ОРІЄНТАЦІЇ 
В ФУНКЦІЯХ КУТІВ КРИЛОВА, ЩО ЗМІНЮЮТЬСЯ У ЧАСІ 
 

Запропоновано нову неперервну модель обертання твердого тіла, основану на представленні мо-
дельного кватерніона орієнтації в функціях кутів Крилова, що паралельно змінюються у часі. 
Побудовано аналітичні залежності для квазікоординат на такті обчислень параметрів орієнтації і 
компонент кватерніона, що відповідають таким обертальним рухам. Для декількох наборів пара-
метрів отримано реалізації моделі. Результати представлено у формі залежностей квазікоординат 
від часу і траєкторій у конфігураційному просторі для параметрів орієнтації. Показано, що нова 
модель описує обертання твердого тіла, що різниться від випадку регулярної прецесії. Модель 
може бути застосована в якості еталонної для отримання оцінок похибок алгоритмів визначення 
орієнтації в безплатформених системах. 

Ключові слова: кватерніон, орієнтація, еталонна модель, квазікоординати, траєкторії у 
конфігураційному просторі. 
 

Вступ і постановка задачі. В безплатформених системах орієнтації пе-
рвинна інформація про обертання рухомого об’єкта на такті обчислень 

1[ , ]n nt t−  поступає в обчислювач з вимірювачів кутової швидкості у вигляді 
квазікоординат [1] 
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де iω , 1, 2, 3i =  – проекції вектора абсолютної кутової швидкості об’єкта ω  
на зв’язані осі. Оскільки на теперішній час розроблено значну кількість алго-
ритмів визначення параметрів орієнтації, що мають однаковий математичний 
порядок, то для отримання коректних оцінок точності алгоритмів по інфор-
мації (1) для конкретного рухомого об’єкту на етапі проектування системи 
орієнтації з метою вибору найкращого алгоритму застосовують еталонні мо-
делі обертання [2]. Еталонні моделі обертання задають точний зв’язок між 
квазікоординатами (1) і модельними значеннями параметрів, які відповіда-
ють повороту об’єкта на такті 1[ , ]n nt t− . У якості еталонних моделей зазвичай 
використовують випадки існуючих точних розв’язків сукупності динамічних 
і кінематичних рівнянь обертання твердого тіла (моделі конічного руху [3] та 
регулярної прецесії [4]). Ці еталонні моделі також застосовують для присто-
сування алгоритмів визначення орієнтації під конкретний тип обертання 
об’єкта [5]. 

Оскільки реальний рух об’єкта в багатьох випадках суттєво різниться 
від випадку прецесії, то розширення класу неперервних еталонних моделей, 
відмінних від існуючих випадків інтегрованості в елементарних функціях си-
стеми динамічних та кінематичних рівнянь, є актуальною задачею точносно-
го аналізу при проектуванні систем безплатформеної орієнтації. 

Неперервна еталонна модель обертання твердого тіла цілком визнача-
ється прийнятими в ній аналітичними представленнями компонент кватерні-
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она орієнтації 0 1 2 3( ) ( , , , )Tt λ λ λ λΛ =  в умовах ( ) 1tΛ = . Диференціюючи ці 
вирази і використовуючи обернене кінематичне рівняння, отримаємо також 
аналітичні представлення для проекцій вектора кутової швидкості у вигляді 
[6]: 

1 1 0 0 1 3 2 2 32( )ω λ λ λ λ λ λ λ λ= − + − ; 2 2 0 0 2 1 3 3 12( )ω λ λ λ λ λ λ λ λ= − + − ; 

3 3 0 0 3 2 1 1 22( )ω λ λ λ λ λ λ λ λ= − + − .                                  (2) 
Для моделювання квазікоординат (1) застосуємо формулу: 

*
1( ) ( )ni i n i nt tθ θ θ −= − , 1, 2, 3i = ,                                   (3) 
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– компоненти вектора позірного повороту 

0
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t t dtθ ω= ∫ , 

обчислені в моменти часу nt  і 1nt − , відповідно. 
В даній роботі пропонується нова неперервна модель обертання твердо-

го тіла, основана на представленні кватерніона орієнтації моделі в функції 
кутів Крилова, що неперервно змінюються у часі. 

 
Еталонна модель обертання твердого тіла з кватерніоном орієнтації 

в функції кутів Крилова, що змінюються з часом. Для отримання еталон-
ної моделі використаємо відому форму зв’язку між компонентами кватерніо-
на орієнтації і подвоєними кутами Крилова для повороту твердого тіла у ви-
гляді [6]:  

0 cos cos cos sin sin sin ;λ ϕ ψ θ ϕ ψ θ= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅  
1 cos cos sin sin sin cos ;λ ϕ ψ θ ϕ ψ θ= ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅  
2 cos sin cos sin cos sin ;λ ϕ ψ θ ϕ ψ θ= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅  
3 sin cos cos cos sin sinλ ϕ ψ θ ϕ ψ θ= ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ .                           (4) 

На відміну від представлення (4), де поворот твердого тіла описується відпо-
відною послідовністю кутів Крилова, запишемо зв’язок між компонентами 
кватерніона і кутами в наступному вигляді: 

0 ( ) cos ( ) cos ( ) cos ( ) sin ( ) sin ( ) sin ( );t t t t t t tλ ϕ ψ θ ϕ ψ θ= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅  
1( ) cos ( ) cos ( ) sin ( ) sin ( ) sin ( ) cos ( );t t t t t t tλ ϕ ψ θ ϕ ψ θ= ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅  
2 ( ) cos ( ) sin ( ) cos ( ) sin ( ) cos ( ) sin ( );t t t t t t tλ ϕ ψ θ ϕ ψ θ= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅  
3 ( ) sin ( ) cos ( ) cos ( ) cos ( ) sin ( ) sin ( )t t t t t t tλ ϕ ψ θ ϕ ψ θ= ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ,             (5) 

де кути одночасно змінюються в часі. 
В результаті підстановки компонент кватерніона (5) та їх похідних в 

обернене кінематичне рівняння і проведення нескладних перетворень, отри-
маємо вирази для проекцій вектора кутової швидкості тіла: 

1( ) 2 ( )sin 2 ( ) 2 ( )t t t tω ϕ ψ θ= − + ; 
2 ( ) ( )sin(2 ( ) 2 ( )) ( )sin(2 ( ) 2 ( )) 2 ( ) cos 2 ( )t t t t t t t t tω ϕ θ ψ ϕ θ ψ ψ θ= + + − + ; 
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3 ( ) ( ) cos(2 ( ) 2 ( )) ( ) cos(2 ( ) 2 ( )) 2 ( )sin 2 ( )t t t t t t t t tω ϕ θ ψ ϕ θ ψ ψ θ= + + − − .   (6) 
Розглянемо випадок руху, коли кути ( )tϕ , ( )tψ , ( )tθ  змінюються ліній-

но з плином часу, тобто 
1( )t k tϕ = , 2( )t k tψ = , 3( )t k tθ = .                                 (7) 

За цих умов отримаємо з (6) вирази для компонент вектора кутової швидко-
сті у вигляді: 

1 1 2 3( ) 2 sin 2 2t k k t kω = − + ; 
2 1 3 2 1 3 2 2 3( ) sin(2 2 ) sin(2 2 ) 2 cos 2t k k k t k k k t k k tω = + + − + ; 
3 1 3 2 1 3 2 2 3( ) cos(2 2 ) cos(2 2 ) 2 sin 2t k k k t k k k t k k tω = + + − − .             (8) 

Для отримання компонент вектора позірного повороту ( )tθ  проінтегру-
ємо вирази для ( )i tω , 1, 2, 3i =  на інтервалі [0, ]t , в результаті чого будемо 
мати: 

1
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2
3

3
(cos 2 1)

k
k t

k
+ − .                                             (9) 

Відтворення квазікоординат (1) в еталонній моделі відбувається в аналі-
тичному вигляді за формулою (3). 

Формули (9), (3) і (5) описують опорну еталонну модель обертання твер-
дого тіла. Якщо належним чином задати в цих формулах значення параметрів 

1k , 2k , 3k  і такт обчислень tΔ , отримаємо безпосередньо еталонну модель. 
Зауважимо, що оскільки для запропонованої еталонної моделі обертання 

були також отримані і представлення для компонентів вектора модельної ку-
тової швидкості (8), то цю модель можна використовувати і у випадку пер-
винної інформації про обертання об’єкта у вигляді проекцій iω , 1, 2, 3i =  ве-
ктора абсолютної кутової швидкості ω  твердого тіла на зв’язані осі, що зні-
маються з вимірювачів в моменти часу nt , 1, 2, 3, ...i = . 

 
Чисельна реалізація моделі. Побудуємо еталонну модель (9), (3),(5) 

для декількох значень параметрів 1k , 2k , 3k  і такту обчислень 0,1tΔ =  с. 
Для значень параметрів 1 0,015k = , 2 0,025k = , 3 0,005k =  результати 

реалізації моделі на інтервалі часу 2000 с у вигляді залежностей квазікоорди-
нат від часу ( )ni tθ  та траєкторій 0( )iλ λ , 1, 2, 3i =  в конфігураційному прос-
торі представлені відповідно на рис. 1 та рис. 2. 



 

ISSN 2222-0631. Вісник НТУ «ХПІ». 2015. №18 (1127) 123 

-0,006

-0,004

-0,002

0

0,002

0,004

0,006

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

t, c

te
ta

1,
 р

ад

 
а 

-0,006

-0,004

-0,002

0

0,002

0,004

0,006

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

t, c

te
ta

2,
 р

ад

 
б 

-0,006

-0,004

-0,002

0

0,002

0,004

0,006

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

t, c

te
ta

3,
 р

ад

 
в 

 

Рис. 1 – Залежність квазікоординат від часу для моделі (9), (3), (5) при 1 0,015k = , 
2 0,025k = , 3 0,005k = : а – по першій осі; б – по другій осі; в – по третій осі. 
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Рис. 2 – Траєкторії в конфігураційному просторі для моделі (9), (3), (5): 
а – траєкторія 1 0( )λ λ ; б – траєкторія 2 0( )λ λ ; в – траєкторія 3 0( )λ λ . 
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Результати реалізації еталонної моделі (9), (3), (5) для значень парамет-
рів 1 0,015k = , 2 0,025k = , 3 0,03k = −  на інтервалі часу 2000 с представлені 
на рис. 3 (залежності для квазікоординат ( )ni tθ ) і рис. 4 (траєкторії 0( )iλ λ  в 
конфігураційному просторі). 
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Рис. 3 – Залежність квазікоординат від часу для моделі (9), (3), (5) при 1 0,015k = , 
2 0,025k = , 3 0,03k = − : а – по першій осі; б – по другій осі; в – по третій осі. 
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Рис. 4 – Траєкторії в конфігураційному просторі для моделі (9), (3), (5) при 
1 0,015k = , 2 0,025k = , 3 0,03k = − : а – траєкторія 1 0( )λ λ ; б – траєкторія 2 0( )λ λ ; 

в – траєкторія 3 0( )λ λ . 
 

При значеннях параметрів 1 0k = , 2 0,025k = , 3 0,05k =  результати мо-
делювання руху, що відповідає еталонній моделі (9), (3), (5), представлені на 
рис. 5 і рис. 6. 
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Рис. 5 – Залежність квазікоординат від часу для моделі (9), (3), (5) при 1 0k = , 
2 0,025k = , 3 0,05k = : а – по першій осі; б – по другій осі; в – по третій осі. 
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Рис. 6 – Траєкторії в конфігураційному просторі для моделі (9), (3), (5) при 1 0k = , 
2 0,025k = , 3 0,05k = : а – траєкторія 1 0( )λ λ ; б – траєкторія 2 0( )λ λ ; 

в – траєкторія 3 0( )λ λ . 
 

В роботі [7] наведено модель регулярної прецесії з вектором кутової 
швидкості ( ) ( sin sin ; sin cos ; cos )Tt t tω μ ϑ ν μ ϑ ν ν μ ϑ= + . Траєкторії 0( )iλ λ  в 
конфігураційному просторі для цієї моделі представлені на рис. 7. 
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Рис. 7 – Траєкторії в конфігураційному просторі для регулярної прецесії: 
а – траєкторія 1 0( )λ λ ; б – траєкторія 2 0( )λ λ ; в – траєкторія 3 0( )λ λ . 

 

Модель побудована на інтервалі часу [0, 2000]t∈ с при значеннях пара-
метрів 0,02ν = − , 0,04μ = , 4ϑ π= . Порівняння результатів реалізацій мо-
делі обертання (9), (3), (5) з результатами реалізації моделі регулярної преце-
сії дозволяє зробити висновок, що запропонована модель охоплює обертальні 
рухи твердого тіла, які суттєво відрізняються від регулярної прецесії. 
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Висновки. Запропоновано нову аналітичну модель обертання твердого 
тіла, основана на представленні кватерніона орієнтації в функції кутів Кри-
лова, що змінюються у часі. В результаті побудови траєкторій 0( )iλ λ  в кон-
фігураційному просторі показано, що при належному виборі параметрів цієї 
моделі можна отримати достатньо широкий набір рухів об’єкта як твердого 
тіла, які різняться від класичного випадку регулярної прецесії. Отриману ета-
лонну модель можна застосовувати для оцінювання похибок алгоритмів ви-
значення кватерніонів орієнтації на етапі проектування безплатформених 
інерціальних систем орієнтації. 
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