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��	������ (17) � (16): 
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γ
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e

k
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∆ −
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−
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+

,                                                                         (24) 

�
� ( ) ( ) ( )0

l dt
i b a

a b t
γ

α λ
= − ⋅

+ −� , e kψ =  � 
b

k
a

= . 

'����� 	�	$���	��� ����������������	#  ������ (24) ���� (6) ��
������ (1). 
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)�����
������
����  ������ (24) ��

� ����
������ � ����
, ������� �	���
�����
� ���
�����: 

0
2

sh
γ ψ+ = .                                                                              (25) 

(�������� 
2

x iy
γ ψ+ = + , ���	� (25) ����
� ��	: 

( ) 0sh x iy+ = ;                                                                             (26) 

( ) ( )  0sh x ch iy sh iy ch x⋅ + ⋅ = ;  cos sin  0sh x y i y ch x⋅ + ⋅ ⋅ = ; {  cos 0; sin  0.sh x y y ch x⋅ = ⋅ =               (27) 

����
�� (27) ��

� �
�
��
 ������ ���	�, 
���  0sh x =  � sin 0y = , �� 
��� 0x = , y kπ= , �	
 k ∈� . 

��	������ ���	
���
 �
�
��
 � (26), ���	� 0,5( ) i kγ ψ π+ = , �	
 k ∈� . ��� ����  
2i kγ π ψ= − ,                                                                             (28) 

�	
 k ∈� . 
� ��
��� ���
� e kψ =  � /k b a=  ������
�, ��� /e b aψ = .  
"��������� ���
��%�� ������ 
�� /e b aψ = . 

&����# 1. *��� 0
b
a

> , �� ln
b
a

ψ = . � ��
��� (20) � (28) �������: 

( ) ( ) ( )0

2 ln
l dt b

i b a i k
a b t a

π
α λ

− ⋅ = −
+ −� , 

( )0

1
2 ln

lb a b dt
i k

i b a a t
b a

π λα

+ � �⋅ ⋅ − =� �− � � −
+

� .                      (29) 

(�������� 
b a

λµ =
+

, � 2 ln
b a b

i k
b a a

ϕ π+ � �= − ⋅ −� �− � �
; ���	� ���
����� (29) ����
� ��	: 

( )0

l dt
i

t
ϕ

α µ
=

−� . 

&����# 2. *��� 0
b
a

< , �� i b
e e e

a
ψψ π= = , � ���	� ln

b
i

a
ψ π= − . � ��
��� (20) � (28) ��

�: 

( ) ( ) ( )0

2 ln
l dt b

i b a i k i
a b t a

π π
α λ

− ⋅ = − +
+ −� , ( )

( )0

1
2 1 ln

lb a b dt
k i

i b a a t
b a

π λα

+ � �⋅ ⋅ + − =� �− � � −
+

� .            (30) 

(�������� 
b a

λµ =
+

, � ( )2 1 ln
b a b

k i
b a a

ϕ π+ � �= − ⋅ + −� �− � �
, ���	� ���
����� (30) ������� ��	: 

( )0

l dt
i

t
ϕ

α µ
=

−� . 

������� 3. '�	$���	��� ����������������	#  ������ (24) ( )S λ∆  	!��
������� ��(������ 

/( )b aµ λ= +  ���
����� 

( )0

l dt
i

t
ϕ

α µ
=

−� , 

�
� ( ) ( )a b tλ α= +  !�� [ ]0;t l∈ , a  

( )

2 ln ,  ���  0;

2 1 ln ,  ��� 0.

b a b b
i k

b a a a

b a b b
k i

b a a a

π
ϕ

π

� + � �− ⋅ − >� �� − � ��=
� + � �− ⋅ + − <� � �− � �


 

 
���������� ���������. #������� ���������� tZ , ���
���!�� ��
������ B  (1). 
"��������� ����������  

( ) ( )iBt
tZ f x e f x= ,                                                                        (31) 

�����	�
��� ��
������� B  (1), � �����  
( ) ( ), tf x t Z f x= .                                                                         (32) 

���	�  
�
�����
� (32) �� t  � ������� 
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( ) ( )( ), ,tf x t iB f x t′ = .                                                                     (33) 

*��� � ( , )f x t  ��	������� 0t = , �� �������  ������, ������!�� ������ �� x : 

( ) ( ),0f x f x= .                                                                         (34) 
"��
����� (33) ������
�, ��� 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

, , , ,
x l

t
x

f x t i a b x f x t a f x d b f x dα ξ ξ ξ ξ′ = + − −� � .                                 (35) 

���	�  
�
�����
� (35) �� x : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,xt x
f x t i a b x f x t b a f x tα ′′′ = + + −� 	
 � , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,t x

f x t i a b x f x t b a f x tα ′′ − + = −� 	
 � .  (36) 

+��
���, ���  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

, , , ; 0, 0 0, , .
l l

t tf l t i a b l f l t ai f t d f t i a b f t bi f t dα ξ ξ α ξ ξ
�
 ′ ′= + − = + −�

�

� �  

,������ �
���
 ���
����� �� b , � �����
 �� a− , � ������, �������: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 0, , 0, 0t tbf l t af t i a b bf l t l af tα α′ ′− = + ⋅ −� 	
 �.                                  (37) 

(�-
	���� ������� (36), (37) � (34), ������
� ����
�� ��
��� )��$�-*����: 

[ ] [ ]{ ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ); ( , ) (0, ) ( ) ( , ) ( ) (0, ) (0) ; ( ,0) ( ).xt t tx
f x t i a b x f x t b a f x t bf l t af t i a b bf l t l af t f x f xα α α′′′ ′ ′= + + − − = + ⋅ − =

 

(��������: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,tg x t f x t i a b x f x tα′= − + .                                                 (38) 

���	�  
�
�����
� (38) �� x  � �������: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,x xt x
g x t f x t i a b x f x t b a f x tα ′′ ′′= − + = −� 	
 � .                                  (39) 

���	�  
�
�����
� (39) �� t : 
( ) ( ) ( ), ,xt tg x t b a f x t′′ ′= − .                                                                 (40) 

#������ ( ),tf x t′  �� (38): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,tf x t g x t i a b x f x tα′ = + + .                                                     (41) 
��	������ (41) � (40) � �������: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,xtg x t b a g x t i a b x f x tα′′ = − + +� 	
 �,                                            (42) 

#������ ( ),f x t  �� (39); ��

�: 

( ) ( ),
, tg x t

f x t
b a

′
=

−
.                                                                          (43) 

��	������ (43) � (42) � �������, ��� 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , 0xt tg x t b a g x t i a b x g x tα′′ ′− − − + = .                                          (44) 

$��

 ��	������ (43) � (41) � (37): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

,
, 0, , 0,

0, , 0,
0 0

, 0, , 0 0, .

x
t t

x x x

g l t
bf l t af t bg l t ag t ib a b l

b a
g t g l t g t

ia a b ib a b l ia a b
b a b a b a

bg l t ag t i a b b t f l t a f t

α

α α α

α α

′
′ ′− = − + + −

−
′ ′ ′

− + = + − + +
− − −

+ − = + −� 	
 �

 

# ����
 ������
�, ��� 
( ) ( ), 0, 0bg l t ag t− = .                                                                     (45) 

�������� ��
	��!�� ��
��� +	(� � ���������� ��������� 	��  ������ ( , )g x t : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ , , , 0; , 0, 0.xt tg x t b a g x t i a b x g x t bg l t ag tα′′ ′− − − + = − =  

"
��� 	�  
�
��������
 �����
��
 (44) �
��	�� ���	
�
��� �
�
�
���
. ��
	������ ( , )g x t  � ��	
: 

( ) ( ) ( ),g x t X x T t= .                                                                       (46) 
%��	� �����
��
 (44) ��	
� �����: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )X x T t b a X x i a b x X t T tα′ ′ ′= − + +� 	
 � . 
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(�������� 
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )
( )

X t T t

b a X x i a b x X x T t
λ

α
′

= =
′ ′− + +

 

� ������� �����
��� 	��  ������ ( )X x  � ( )T t : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )X x b a X x i a b x X xλ α′ ′= − + +� 	
 �,                                                  (47) 

( ) ( )T t T tλ ′= .                                                                          (48) 
� ��
��� (45) � (46) ������
� 	�  
�
��������
 �����
��
 	�� ( )X x  � ��	������ ���������� �������-

��: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ ; 0 0.X x b a X x i a b x X x bX l aXλ α′ ′= − + + − =� 	
 �  

'� (47) ��
	�
�, ���  

( ) ( )
( ) ( )0

exp
1

x b a
X x C ds

i a b s

λ
λ α

� �−
 
= � �− +
 
� �
� .                                                          (49) 

��	������ � (49) ��������
 ������
 ( ) (0) 0bX l aX− =  � ������� ���
����� 	�� λ : 

( )
( ) ( )0

exp 0
1

l b a
b ds a

i a b s

λ
λ α

� �−
 
− =� �− +
 
� �
� , 

( )
( ) ( )0

ln 2
1

l

n

b a a
ds nib

i a b s b

λ
π

λ α
−

= +
− +� ,                      (50) 

�	
 n ∈� . 
'���, �� �������� ���
����� 	�� ( )nX x : 

( ) ( )
( ) ( )0

exp
1

x
n

n n
n

b a
X x & ds

i a b s

λ
λ α

� �−
 
= � �− +
 
� �
� , 

�	
 nλ  �	���
������� �����
��� (50). 

����
��  ������ ( )nX x  ��	
� ����� � [ ]
2
0;lL  � ���� ���
����� ��	���" +��
"(� [9]. ����
	�

 ��
	�
� 

�� ����, ��� 

( ) ( )
( ) ( )

exp
1

n
n n

n

x b a
X x C

i a b

λ
λ α ξ

� �−
 
= � �− +
 
� �
, 

�	
 (0; )xξ ∈ , ��� ���� 	���� � �������
�
 ������
��� �������
��. 
(�������� 

ln 2
a

ni
bB
b a

π+
=

−
, ����.� 

ln
a
bBR b a

=
−

, 
2 n

BI b a
π=
−

, ���	� (50) ��	
� ��
�� ��	: 

( ) ( )0

;
1

l
n

R I
n

ds B iB
i a b s

λ
λ α

= +
− +�  

( ) ( )0
1

l
n

R I

n

ds B iB
i a b s

λ

α
λ

= +
− +

� .                               (51) 

(�������� 
1

n

iµ
λ

= , ( ) ( ) ( )s a b sβ α= + , ���	� (51) ��	
� �����	
�� ���: 

( )0

1l

I Rds B iB
sβ µ

= −
−� .                                                                    (52) 

/�� �������
��
 �
�
��	�� +�  � +� , 
��� ( )sβ  – �
!
���
����  ������. ��������� ( )sα  – �
������-

!��  ������, �� � ( )sβ  ���
 �
�����
�. +��
��� ( )sβ ξ= , ���	� 1( ) ( )s β ξ σ ξ−= = . ��� ���� ( ) 0σ ξ > . 
��	������ � (52) �����
���
 ���
��: 

( )b

I R
a

d
B iB

σ ξ
ξ µ

= −
−� , 

�	
 (0)a β= , ( )b lβ= . 

����� 
( )b

I R
a

d
F B iB Bµ

σ ξ
ξ µ

′= = − =
−� . $�� ����, ����� Fµ +∈� , �����, ����� B +′∈� , �� 
��� 

ln
0

a
b

b a
<

−
 ��� 

�������, ��� , 0a b > . 
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"��������� ��
	��!�
 	�� ������ 	�� µ : 

1) µ −∈� , ���	� Fµ −∈� , B +′∈� , � F Bµ ′= , ��� �����	�� � ��������
���; 

2) µ +∈� , ���	� Fµ +∈� , B +′∈� , F Bµ ′= , ����� ������� �������
���. 

���
�	�� � ����	�, ��� µ +∈� , � 
( )

:  
b

a

d
Fµ

σ ξ
ξ µ + += →

−� � � . 

"��������� ��������
 ������ 
��  ������ ( ) ( ) ( )s a b sβ α= + . 

&����# 1. *��� ( )sβ  – ���������� ���������!��  ������, �� 
��� ( )tξ β=  ��������� ��������
�, �� 

( )b

I R
a

d
F B iBµ

σ ξ
ξ µ

= = −
−� . 

(�������� 
( )b

a

d
z

σ ξ
ξ µ

=
−� . &��	
� ������ � �
!
���
���� ����� z : Re  z

2
z z+= , Im z

2
z z

i
−= , 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

21 1
Re  z

2 2 2

b b b b

a a a a

d d d dσ ξ σ ξ ξ σ ξ σ ξµ µ
ξ µ ξ µ ξ µ ξ µ

� 	 += + = +� �
− − − −� �
 �

� � � � ,                                   (53) 

( ) ( ) ( )
2

1
Im  z

2 2

b b b

a a a

d d d

i i

σ ξ σ ξ σ ξµ µ
ξ µ ξ µ ξ µ

� 	 −= + =� �
− − −� �
 �

� � � .                                             (54) 

'� (54) ��
	�
�, ���: 

( )
2

2 Imb

a

d i zσ ξ
µ µξ µ

=
−−� .                                                                         (55) 

��	������ (55) � (53): 

( )
2

Re  z Im
b

a

d
i z

ξ σ ξ µ µ
µ µξ µ

+= +
−−� .                                                             (56) 

0 ���������, � 	����� �������, Re Iz B= , Im Rz B= − , �� �� (56) ������
� 
�����
������
���
 �����
��
 
	�� ��
����: 

( )
2

b

I R
a

d
B i B

ξ σ ξ µ µ
µ µξ µ

+= +
−−� , 

�	
 
ln

R

a
bB

b a
=

−
, 

2
I

n
B

b a
π=
−

, 
1
i

µ
λ

= . 

&����# 2. *��� ( )sβ  – �������-���������� ���������!��  ������, ��  

( )

kI

d
Fµ

σ ξ
ξ µ∪

=
−� , 

�	
 kI  – �����
��
 [ ];a b , 1,k n= , � ���	�  

( )
1

n

kk

F
tµ
σ ξ

µ=
=

−� , 

�	
 k kt I∈ . 

&��	
� �
�
�� ( )nT t  �� �����
��� (48): ( )
1

n
t

n nT t C eλ= . 

������� ��
	��!�� ��	: 

( )
1 1

, n

t

n n n n n
n n

g x t C X T C e Xλ
∞ ∞

= =
= =� � , ( ) ( )

( ) ( )0

exp
1

x
n

n n
n

b a
X x C ds

i a b s

λ
λ α

� �−
 
= � �− +
 
� �
� ,                    (57) 

�	
 nλ  �	���
������� �����
��� (51). 
� ��
��� (46) ������
� ��������
 ������
: 

( ) ( ),0g x g x= .                                                                       (58) 

'� ���
����� (57) � ������� (58) ��
	�
�, ���: 
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( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )0 0

1 1

1 1

0

x x
n n

n n

b a b a
ds ds

i a b s i a b s
n n n

n n

C e T C e g x

λ λ
λ α λ α

− −
∞ ∞− + − +

= =

� �
= =� � , 

( )
( ) ( ) ( )

1 0

exp
1

x
n

n
nn

b a
C ds g x

i a b s

λ
λ α

∞

=

� �−
 
 =� �− +
 
� �
� � .      (59) 

%
�
�� ���
� �������� ������
��
  ������ ( , )g x t  � ��
��� ���
����� (57): 

( ) ( )
( ) ( )1 1 0

, exp
1

x
n

n n n n
n nn n

b at
g x t C X T C ds

i a b s

λ
λ λ α

∞ ∞

= =

� �−
 
= = +� �− +
 
� �
� � � , 

�	
 nλ  �� (50), nC  �� (59). 
� ��
��� (43) ��

�: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )1 0

, 1 1
, exp

1

x
t k

k
k k kk

g x t b at
f x t C ds

b a b a i a b s

λ
λ λ λ α

∞

=

� �′ −
 
= = +� �− − − +
 
� �
� � . 

������� 4. �	�����!!� ( ) ( )iBt
tZ f x e f x=  (31), �
� B  ����� 
�
 (1), ��
����� 
"��,�����: 

( ) ( )
( ) ( )1 0

1 1
exp

1

x
k

t k
k k kk

b at
Z f x C ds

b a i a b s

λ
λ λ λ α

∞

=

� �−
 
= +� �− − +
 
� �
� � , 

�
� kC  	!��
������� �� (59) !	  ������ ( )g x , � kλ  �
	
���
	���� ���
����� (50). 
 
����
�. %���� �������, � 	����� �����
 ����
� ��
����� ��	� 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

x l

x

Bf a b x f x ai f t dt bi f t dtα= + + +� � , 

������� 	
�����
� � �����������
 

[ ]
2
0;lL , ( a ∈� , b ∈� , ( )xα  – �
!
���
���� �
������!��, �������
����  ������) 

� ����
��� ���
���� ���������
� ��	
������ ��
������ ���
���������� � 
�� ������
�����. (��!
����
�� 
�����
��
 	������ ��
������ � ��
�, ������
�� 
�����
������
����  ������ ���� � ����
	����� 

 ����
���-
���. �����
�� �����
������!�� ����������, ������� �����	�
� �����
��� ��
�����. 

"
�������� ������ ����� ������� ������� 	�� �����
��� ����
 ��	
����
 ��
	�����
��� ��
�������, � 
����
 	�� ������
��� ��
��������
 ������
��� �
������
 ������� �
�����������
 ��������
  ������ � ��-
���
��� ��	
����
 ��
	�����
��� 	�� ����
��������
  ������ �
�����������
 ��������
 ����
����, ����-
��
 ����� ������������ 	�� ��������� ���������
���
 	����
. 
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������ ��!"�# R-$%"&'�( �  !)!"�� �"$�*
!'�� � �+*��+#��",� 
&�"�+*%&'�-� )�- *#!�� !'�� 3D �#.!+� 

����
	
� ����� �� ������� �� ������������� ����������
� 3D  �
���� � ���	���� ������
����
 ��-
����. # �����
 �����, ��������� �
-
��	� �
���� R −  ������, �������� ���
�����
���� � �������
���� ��	
�� ����
	����� 	��� � �
��� �
�������� 
�� 3D  �
����. ���-
�
	
�� ��������
 ������
��
 �����
��� �������������
  ��
�
���� 	���. +�����
����
 �������
 �	
�
�� ������
��� �����
���
 �����-
������ 	���. $�� �	������ ������ �
��������� �
������� ��������� ������
��� ����� 	���. 

&�/����� �����: R −  ������, ������������ 3D  ��-
����, ������
����
 �����������, 3D  �
����, �������������
 ��
�
���. 

���
����. # ������!

 ��
�� 	�� ���	���� ��.
�
���
  ����
���
 ��-
���� �
���� �
���
������� ����-

��� ������������
 3D  �����
���. # �����
 �

������� 3D  �
���� �
��� ������� ���������� ���	���� ��
�-
	�� ��	
��. ��
���!
������ ��	����
 ��������� �
�
	 �������� ��������� ���	���� ��	
�
� �������� ��-
����� ��������, �������� � ������ ���������. �
��	�� ������ �������, ��� �
���� 	�	������ ����������� ��-
�
������ �� 3D  �����
�
 ����� 	��, �� ��
 �
���� �������, ��� � �
	��
��� ��	�!
� �

������� ��

�
���� 
�
���� ����
� �
��-
��
��� ������ ������
������ 	
��. # �����
 	��
�������
 ��	�� ����� �
������� �
����-
����
 	��� �� 	���� ����� ��
��
 ������ ����
	������ � ������� ����
�
��� �

������� 3D  �
���� � �����-
�
�����
. 

 
!����	 �����
��0 �����
�����1. 2����
 ���
�
��� ����������� ,���
����
�� 5� ����, �������!�
 

��	 ������	����� 
	��	�� &���
� -���, �	����� ���	��� ���������� �
�
����� ������, ��������!�� �
��-
���� ��	
��� ����
  ���: �������
, ���
�������
, ��������
, �����
���
. ,���
��
����������� �
�
����� 
 ������ ����	���
��� �
��	�� ������	��������, ��� �������
� ������
���� ��������� ������
����
 ������, 
��������� �������
��� �
��
�	������ � �������
. 2�����
 �
�����
  ����� �
��� ��		����� ����
�������
 � 
��	
������ �������. /���
���
��� ���������
 ���
�
��� �
 ������ �
���
	��. '
 �	
� ������� ����� ��-
�
�
� ��
��
 �� :���-7��� ���������� ����
����
��. (�� ��
	������ ������������ �������
 ������ 	�� 
3D  �
���� �
����
	���
��� �� ������
����
 ���!�	��
. 

# ���
����
 ���� �; 0 ��� �������
� ���
�� ��	 �������
� Contour Crafting, �� �����
 �������� �����-
��
��� ������� �������� �����
�, ������� ����
� �
������ 	��� � ����
: �
 ������ �
��!�
 ��
��, �� � ���-
��	�� ��
��
 � ����

�����. 

# 0���
�	��
 �����	� ��
��
������ ������
� ��	 ���
����, ���������� ������� �	�� �� ����
 �����
 
�������
��� �������� 3D  �
���� – ������
������ �	����. "�����	��
��  ���� ���
�
�� ����
��� �	���
 � �
-
�
���� ����� 0���
�	��� �� �����
 Buiksloter, � ��� ��	
�  �������������� � ���
���
 ������� � ����
	���-
�
������� �
���� 	�� �

������� 3D �
���� [1, 2]. 

# ���
������ �������� Shanghai WinSun Decoration Design Engineering Co �
 ����� 	���	�����, ���� ��
-
��������
 ������������ ���
���  ���������
���� ������. #�
��� ����� ��
	���������
 ���
�
�� ������� 
������
���� 3D  �����
� WinSun, ���������� ������� ��!
���
������ � �
���� ��
�
	� ������ ����
����. 
0������ 150 �
���� 	����� � 10 �
���� ������� ������
� ��
�� �� �
������� ����� ���
������ �	���
 ������� 
	� 6 �
����. 3D  ������
����� �����
� WinSun � ���
���
 «�
����» ��������
� �
�
��, ����
���� ��
�����-
������ (���. 1). 

7������� ��
 ����
���� ���
 �����
�
��
 �� �������
. ���� �
�� �	
� ��� �
	�����
, �
������
 �	��-
������
 ����
, �	���� � Shanghai WinSun �
�
����
�� �����������. %
�����
 ������� �������� ��
	������� 
�� 50% 	
�
��
, �
� ��� ������������� �������
���
 �
��	�� ������
������. %

������� ��
�� ������� � 	
-
�
���. �����
� ���� �� ���
� ������� �������. ��
�� ���������� ����
��� 30 �� � ������. &� ����
 ������
 
– ��������. #�
�� �� 24 ���� ����� ��������� �
��� 	��, � �� �
	
�� ������� �������� ���!�	�� 1400 2ì . 
1����� ���
� �������� ������
 ����� ���� �� �
�
, �
� �����	��
��. /������� �
 ������ �� �����
� ���
, ��  
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