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  ��	��, ����
����	�� �����	� ��������		� 	�����	� ���	���		� � �
������
���	� ��
�
��
� ����-
�������� ��� ��� ����		� ������	����, � 
��
� ���	�	� ����	���� ���
����	��� �
����� ���	���		� ��� ��
�
��
��, ���	�	� ��������� � ��	�
���	� 
�
�	�� 
��������, ���� ���������� 

�
�	��� ��
���� � �
����� ��
���� �
������
���	� ��������	�
� ������
�
�
� � �
�#���
�. (�����	� ��	� ��
�	��
���� ������	���� ��-
�������		� 
���
����	��� ���
��� ����-
�������� �� ��
�
���	�� #����	�� ������	, �� ��	��� 	���	��	�� ����� 	� 
���	��	� ��
����
��-
���� ��’���� ��������		�. %�
�
�	� 
���������� � 
���
����	�� ���
�� �
����	� ��� ���������		� ����-
��������, ��� ��
���		� ������ 
��
����
���! �
��
��	�� ��	�� ����-����� ��	�����. 

"�5���� �����: ������� ��
�
���		�, �
��
��	�� 
�������, 	�

���	�� 
�������, ����-
�������, 
�������� "�
��	�, ��
����
����. 

���
�.   ����	�	��: ��	�� ������ �� �������� ���
��������� ����  �	!"	
���
, ���
�
�, ��
����
���� 	� ��-
	��� ����  �	!"	
���
 ����	�� (#���-�	!"	
���), ���� ������� ��
���� ���� ����	�� 
��������, 	� �������� �� 
�	������	�	, � ���� ��
��	������ ��
�����	���� � �	������� ��
���		� ������ ��
����
���!, ��� �� 	� ���	���� 
��������	�� � 	� 	���� ��
����� ����
����		�.   ����
��	�� �����	�� ��������		� ���������	� ������� ����	 

�������� (	�

���	��) �� 	���
�������� ���
�	�� ������� 
���	 – ���� ����		� ���������� ������	��� – �� 
�� �
���
�
	��� ��’���� 	���
������! ���
��
��	��� #�

� �� ������	�, �� ����
����		� ��� ��
����
���! 
	�

���	��� �� �	��� ������� 
��������� 	� ������ � �
��	��	�
, ��� �	������		� ��
���	���� ��� ���������  
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�� ����� �����	 [1], � 
���� ���
����� �������� ���
��� ������ ������� �� ��
���
����� ���� ��
�-��������	, 
���������
� ���
��	����� 	������������ ��
�-��������	 �� ��’��
	 �����������, � 
���� �������������� �����
-
���
� ����������� �����	 ��������	 �� �������� ���������
�� �����
��� 
� ������	, ����
����� � ���
������� 
�����
�� ����������� ���������� [2]. 

 
������ ����	��
	��� 
��	��. ��� ���������� ����������� �������������� 32 ��	����� ������� �������-

���, �����
 ������� ���� ������ 	 �����
 ���
��� ������ ����������� [1].   
��	 � ������� �������� ����, 
	�’���,  !�
��� � ������� "�
�� 
	���
#����.   ����
 ���
��� ����������� �	�� �������� �����	 ���������� 
������
��� ��
�-��������	 ��� ��’��
	 �����������. 

 
���������� ��	����	�� ����-	����
��
. !�� 	������������ ��
�-��������	 ��
���
���� ����	����� 

1( , )m p q , ��������� ( , )D p q , ���������
� �����
��� Sk  
 ������	 Ex  ��"
� ������: 

( ) min max
1 ,

J q J p
m p q

p q
Ρ Ρ+

=
+

,  ( ) ( )
( ) ( )

2
max min

2
,

1

J J pq
D p q

p q p q
Ρ Ρ−

=
+ + +

,                                           (1) 

( )2 1
2

q p p q
Sk

p q pq

− + +=
+ +

,                                                                           (2) 

( ) ( ) ( )( )
( )( )

26 1 2

2 3

p q p q pq p q
Ex

pq p q p q

− + + − + +
=

+ + + +
.                                                                 (3) 

#����""�� 1( , )m p q  � ( , )D p q  �� ���������� ��������� ������ 1m�  � 2S�  (��������� �� ����	���� � 
���. 1.1 

� 1.2 	 [1]), ������
	����� ���������������� ��� ���������� ������
��� ��������	 ( , )p q : 

( )( )1 min max 11 min
2

max min

1
m J J mm J

p
J J S

Ρ ΡΡ

Ρ Ρ

� �− −−
= ⋅ −� �− � �

� ��

�
,                                                         (4) 

( ) ( )1 min max 1max 1
2

max min

1
m J J mJ m

q
J J S

Ρ ΡΡ

Ρ Ρ

� �− −−
= ⋅ −� �− � �

� ��

�
.                                                         (5) 

$� ������ ������	"
� �����
� 1-�� 
� 2-�� ��������, %� � ������ ���������, ��� ����� �������
� ������-

�� ( , )p q  �� 	��� ����	 1-�� 
� 3-�� ��� 4-�� ����
����� �����
��. & ����
� [3] ��������� ������ ��������
� 
����	 ��
�-���������� 
��	 ' %������
� ���������
� �����
	� ����	����, ��� ����	"
��� !	" 	
��	� $���� ��� 
�	������	�����	 ����������	 ������� �����
������, 
� ����������� �����
	� �� �����
������" �� ��
���� ��-
���� ������ ��� ��������	�����	 �������. ��� ����	 �� ��������� �	�� 	���� ������
� �����
�� 1-�� 
� ����-
�� � ��%�� ��������. 

(�������, ��� ��������� �������
�
� ��� ���	�	 ( , )p q , � ������
����, 
��	 ������� ���
��� ������
��� 
������� ����� �
����
� ����������� � �����" 
�����
" [4, 5]. !�� ��������� ��	����""
� ���
��	, ��� ����-
���
��� � ���� �������, ���� � ���� �������� �������� 1-�� ����
������ �����
	, � ��	�� �������� �����
	 
����� �������� n − �� ������	. #�������
 ����� ���� ���
���, � ���
 ����	
�� �����
� (8) 	 [1] 
� ��������� ���-
��� �����
�� 1m� , nm� , ��� ���
	���
 ������: 

( ) ( )1 1 1, , 0F p q m p q m= − =� ; ( ) ( ), , 0n n nF p q m p q m= − =� .                                       (6) 

����
����� ����������� ������� ���� ���
��� � �������� ( , )p q , ��� ��������� �� ����	���� (5) – (6) 	 
[1], %� ����� ����
������ � (6) ��� ��� �������� 1( , )F p q  � ( , )nF p q . 

!��� �������
��� ���!��� %�	�� ( , )W p q , � ���
 ������
��� � ���
���� ������� �� �������� ( , )p q , %� ��� 
���
	���
 ���: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1, / , /
,

, / , /n n

F p q p F p q q
W p q

F p q p F p q q

� ∂ ∂ ∂ ∂ �
= 	 
∂ ∂ ∂ ∂� �

.                                                      (7) 

# 	���	������ �����	 (6) �
���	���  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( )max min) min2
0

, n kp pn k n k
n

k

p p q p p qF p q p k
C J J J

p p q kp

−
Ρ Ρ Ρ

=

′ ′Γ Γ + − Γ Γ +∂ Γ +
= × − +

∂ Γ + +Γ� �� �

  

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
max min) min 2

0

n k p pk n k
n

k

p k p q k p q k p kp q
C J J J

p p q k

−
Ρ Ρ Ρ

=

′ ′Γ + Γ + + − Γ + + Γ +Γ +
+ − ×

Γ Γ + +� �� �

 ,                 (8) 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )max min) min
0

, n kqn k n k
n

k

p qF p q p k
C J J J

q p p q k
−

Ρ Ρ Ρ
=

′Γ +∂ Γ +
= − −

∂ Γ Γ + +
  

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
max min) min 2

0

n k qk n k
n

k

p q k p kp q
C J J J

p p q k

−
Ρ Ρ Ρ

=

′Γ + + Γ +Γ +
− −

Γ Γ + +� �� �

 .                                      (9) 



   
����������� �	
���
���� 
 ������� �� ����	�	���� ISSN 2222-0631 (print) 

18 ������ ��� «���». 2015. � 41 (1150) 

!��� ��������
��� ��
�������
 ��
���� �� ���
	���" ����	��": 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1det , , / , / , / , /n nW p q F p q p F p q q F p q q F p q p∆ = = ∂ ∂ ⋅∂ ∂ − ∂ ∂ ⋅∂ ∂ ,                        (10) 


��� ��������
� �	�" ������
��� �����������
� ���� ��
����, � ����� �������
��� �����
�� �� ��� ��
���� 
1( , )W p q− , ������
��� ���� 	 ������	 ��
���� �������� ( 2 2× ) �: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

22 121

21 11

, / , /
,

, / , /
W p q W p q

W p q
W p q W p q

− � ∆ − ∆ �
= 	 
− ∆ ∆� �

.                                                 (11) 

)��� ��������� �������� �� ������	 �
�����
���	 ����� ���������� ( , )p q∗ ∗  � ���������� �� ����	��" 
(12). 

*��������� �������
��� �������� ����������, ��� ������	"
��� ����� ��������� ������� 
�����
� ��� ����-
���. #� ����������
� ����� �����
� ���
��	 ������� � 	���	������ ������� ����
����� �����
�� %� ������� 
��������, ��� ���������
� ����� � ����
 ����
� �� ���������
���. 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

1 1

1

, / , / ,1
, / , / ,

n

n n

F p q q F p q q F p qp p
F p q p F p q p F p qqq

∗

∗

� � � ∂ ∂ −∂ ∂ � � �� �
= − ⋅	 
 	 
 	 
	 
	 
 −∂ ∂ ∂ ∂∆� � � � � �� �

.                                  (12) 

 
+������ 1 – #������
� �
�����
���� ������	 

 

'
�����
-
��
 
���� 

3000, 1,59dN m= =  ��, 

0,11130dσ =  �� 
(���� 1-�� 
� 2-�� ����
����� �����
��) 

3000, 1,59dN m= =  ��, 

0,11130dσ =  �� 
(���� 1-�� 
� 3-�� ����
����� �����
��) 

3000, 1,59dN m= =  ��, 

0,11130dσ =  �� 
(���� 1-�� 
� 4-�� ����
����� �����
��) 

0 3,83067531p = , 7,73589558q =  3,83067531p = , 7,73589558q =  3,83067531p = , 7,73589558q =  

1 
12

1( , ) 1,81899 10F p q −= ⋅  
5

2( , ) 1,08530 10F p q −= ⋅  

12
1( , ) 1,81899 10F p q −= ⋅  

2( , ) 0,00155647F p q = −  

12
1( , ) 1,81899 10F p q −= ⋅  

2( , ) 0,00507299F p q = −  

 3,83206259p = , 7,73869715q =  3,73425370p = , 7,54117593q =  3,61465942p = , 7,29965997q =  

2 
11

1( , ) 4,4565 10F p q −= − ⋅  
9

2( , ) 3,57200 10F p q −= ⋅  

9
1( , ) 2,99775 10F p q −= ⋅  

5
2( , ) 3,79792 10F p q −= ⋅  

9
1( , ) 6,93854 10F p q −= ⋅  

2( , ) 0,000299854F p q =  

 3,83206306p = , 7,73869809q =  3,73649545p = , 7,54570314q =  3,62604224p = , 7,32264729q =  

3 
12

1( , ) 2,72848 10F p q −= ⋅  
12

2( , ) 1,8194 10F p q −= ⋅  

11
1( , ) 8,0945 10F p q −= − ⋅  

8
2( , ) 2,14618 10F p q −= ⋅  

10
1( , ) 5,2751 10F p q −= − ⋅  

7
2( , ) 9,29593 10F p q −= ⋅  

 3,83206306p = , 7,73869809q =  3,73649673p = , 7,54570571q =  3,62607778p = , 7,32271906q =  

4 
1( , ) 0,0F p q =  

13
2( , ) 4,5475 10F p q −= ⋅  

1( , ) 0,0F p q =  
8

2( , ) 2,14618 10F p q −= ⋅  

12
1( , ) 1,8190 10F p q −= − ⋅  

12
2( , ) 8,1855 10F p q −= ⋅  

 3,83206306p = , 7,73869809q =  3,73649673p = , 7,54570571q =  3,62607778p = , 7,32271906q =  

5 
1( , ) 0,0F p q =  

2( , ) 0,0F p q =  

1( , ) 0,0F p q =  
13

2( , ) 4,547 10F p q −= − ⋅  

12
1( , ) 1,8190 10F p q −= − ⋅  

12
2( , ) 1,364 10F p q −= − ⋅  

 3,83206306p = , 7,73869809q =  3,73649673p = , 7,54570571q =  3,62607778p = , 7,32271906q =  

6 – – 
12

1( , ) 1,8190 10F p q −= ⋅  
12

2( , ) 1,3642 10F p q −= ⋅  

 – – 3,62607778p = , 7,32271906q =  
 

����	
���
� 	 ������� (10), (12) ���
����� �������� ��� �����-�	����� �� �������� p  � q  �������
� �� 
����������
� �
������� �����
������ �����	 ��� �����-&�����' ( )zΓ , �� z p q i= + +  ( i  ���
��� �������� 0, 1, 
2, 3 ...). ,�����
������ &	!���	� (��!����� (10) 	 [1], ����� (�� �������� ��
���� ��� ������� � �	����) 

( ) ( )
1 1
2 2

2 3 4

1 1 139 571
2 1 ...

12 288 51840 2488320

zzz e z
z z z z

π
−− �� �′Γ ≈ + + − − + ×	 
�

� ��
 

2 3 4 5

1 1 1 139 571
ln ...

2 12 144 17280 622080
z

z z z z z

�� � � �× − − + − − +	 
 	 
�
� � � ��

.                                           (13) 

& 
�
 �� ��� ����� ������
�
��� ������� [6 – 9] ��������������� 
( ) ( ) ( )z z z′Γ = Ψ Γ ,                                                                            (14) 

�� ( )zΨ  –  ��-&������, ��� 
������ &������ ( ) [ln( )] /z d z dzΨ = , �����
�
���� ����	�� ��� ���� ��� ������ 

( ) 2 4 6

1 1 1 1
ln

2 12 120 252
z z

z z z z
Ψ ≈ − − + − .                                                          (15) 
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!�� ��������� 
�����
� �������������� ����	� �	�� ��������� ���������� � ������� ��������� 
(1) 0,57721566490...CΨ = − = −  (����� )*��!�). #� ����	��" (14) (1) (1) 0,57896825′Γ = Ψ ≈ −  (� 	���	������ 
(1) 1Γ = ), � �� ����	��" (13) (1) 0,579128335′Γ ≈ − . & ���������	 �� ����������
� ���������� �������� ��� ���-

��-�	����� � ����
� �������
��	�
��� ����	�� (14). 
 
�	����
 	��	��
��
. & 
���. 6 	 [1] ����������� ��� ������� 3000N =  � ������
���� 1,59dm =  ��, 
0,11130dσ =  �� �
�����
�� ����� %��� ��������� ���
��� (6) �� 	��� ����	 ������ ����
����� �����
��. !�� 

���� ������	���� ����
����� ����������� � 3,83067531p = , 7,73589558q = , ��� �
������ � (4) � (5). )������-
�� 
�����
� � ������	���� �� ����������. *����� ����� � 
���. 1 �����	�, %� �� 	��� ������� ����
������ �����-
����� ������� ( , )p q  �
�����
��
 ������ ��" �����	 �������
�. !�� ������� � ������� N  � dσ  �	�� ��������� 
������� ������	��� � ������	���� ������
��� ��
�-��������	. & 
���. 3 � 4 ��� ������� 3000N = , 1,59dm =  ��, 

0,07 0,1113d dmσ = ⋅ =  �� ��������� �������� ����
����� � ���
������� �����
�� ����������� ���������� (��-
���
 1 0µ =  ��� 	��� ����������). -����� ����
�� �������� 
� �����
�, ������
� ���� ��������� ��� ������	�-
��� 	
�������� �������� ������
��� ��
�-��������	. 

 
+������ 2 – ����
���� � ���
������ �����
� ��������	 

 

3000, 1,59dN m= = ��, 0,07 0,1113d dmσ = ⋅ =  �� 

.����
� 
��������	 

/��������
 
�������� 

(���
������) 

+����
����
 �������� 
( )g JΡ  

0�
� �������� 
( )f JΡ  

3,8306753p =  
7,7358956q =  

0�
� �������� 
( )f JΡ  

3,8320631p∗ =  

7,7386981q∗ =  

1m  0,64436396 0,64438131 0,64436396 0,64436396 

2m  0,44775301 0,44783132 0,44776386 0,44775301 

3m  0,33424155 0,33432263 0,33268507 0,33266268 

�
�
�
�

�
�
�
� 

4m  0,26720866 0,26714242 0,26213568 0,26210310 

2µ  0,03254810 0,03260404 0,03255895 0,03254810 

3µ  0,00378001 0,00372963 0,00220255 0,00220114 

$
��

�

. 

4µ  0,00398597 0,00388699 0,00295176 0,00294986 
 1��������
� �����
��� 
� ������	 
 Sk  0,64373057 0,63351739 0,37490468 0,37485140 
 Ex  0,76255408 0,65653920 −0,21554531 −0,21547850 

 
+������ 3 – ����
���� � ���
������ �����
� ��������	 

 

3000, 1,59dN m= = ��, 0,07 0,1113d dmσ = ⋅ =  �� 

.����
� 
��������	 

/��������
 
�������� 

(���
������) 

+����
����
 �������� 
( )g JΡ  

0�
� �������� 
( )f JΡ  

3,8306753p =  
7,7358956q =  

0�
� �������� 
( )f JΡ  

3,6260778p∗ =  

7,3227191q∗ =  

1m  0,64436396 0,64438131 0,64436396 0,64436396 

2m  0,44775301 0,44783132 0,44776386 0,44944721 

3m  0,33424155 0,33432263 0,33268507 0,33616354 

�
�
�
�

�
�
�
� 

4m  0,26720866 0,26714242 0,26213568 0,26720866 

2µ  0,03254810 0,03260404 0,03255895 0,03424231 

3µ  0,00378001 0,00372963 0,00220255 0,00242694 

$
��

�

. 

4µ  0,00398597 0,00388699 0,00295176 0,00325277 
 1��������
� �����
��� 
� ������	 
 Sk  0,64373057 0,63351739 0,37490468 0,38301451 
 Ex  0,76255408 0,65653920 −0,21554531 -0,22587001 

 
2� ������, ��������� 	
������� ( , )p q∗ ∗  �� 	��� ������
� �����
�� 1-�� 
� 2-�� �������� ����
���� �� ���-

������
��� ��� �������� ��������, � 
�
 �� ���, ��� ���������� � �����
��� ����� ������� �������� ���������
� 
( , )p q∗ ∗  ��� ����
����� ( , )p q  ����� �	

���. 
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#� ���	��
�
��� ���������� ���������� ��� ������ ����� ������� N  � dσ  �	�� ���	������ ����� � ��
�-
���� ���	����, �� ���� �����
������ ������� ����������� ��������	 (���
������) 	 ���������� ���������� � ���-
�������, 
����
����� � ��
� �����������, � 
���� �������
 �	�����
 ������ ��
����� 
���� ����������. 

)� ��� ���	���� ������� ���������: 1 – ���������
 �������� (�	��
���� �����), 2 – 
����
����
 �������� 
(�
���-�	��
���� �����), 3 – ��
�-�������� (�	������ �����). 2� �������, ��� ����� 3000N = , 1,59dm =  ��, 

0,07 0,1113d dmσ = ⋅ =  �� �� ���. 1 �������� ���
������ � ���������
 �����, � �� ���. 2 �������� ��� ���������. 
 

 
(��. 1 – #��� ����
����� �����
�� 1-�� 
� 2-�� ������	 ��� 3000, 1,59dN m= = ��, 0,07 0,1113d dmσ = ⋅ =  ��: 

���
������ – ���������
 ��������; �	������ ����� – ���������
 ��������. 
 

 
(��. 2 – #��� ����
����� �����
�� 1-�� 
� 2-�� ������	 ��� 3000, 1,59dN m= = ��, 0,07 0,1113d dmσ = ⋅ =  ��:  

����� 1 – ���������
 ��������; ����� 2 – 
����
����
 ��������; ����� 3 – ��
�-�������� 
 
��������. +���� �����, � ����
� �������	
� ������ ������������ ���������� ����� �	��-����� �������	, 

��� �����
������ 	 ������� ������� 
� �� �� ������ ���	������ ���
������, �� ��������" ��
�-��������	. 
  ����
, �����������
 ���
��� ����������� �������� ���������	 ��
����	 
� ������� � �������� ���	��
�
� 

���
��	����� ��
���
������ �����
	 ��
�-��������	 �� ��’��
	 �����������, ��� 
�� ������� �����������, � ��-
�� ������� �������
� �
�����
���� ������	 ���������� ��� ������
���, ������� ����
���� 
� ���
������ �����
� 
��������	, ���� ����
����� �����
�� ������� � ��	���� ������	 �����"�
������ ������������ ���
�������� � 
���������. )������� ���� ������
�	"
� ���������
� ���
��	����� ��
���
������ �����
	 ��
�-��������	 �� ��-
���"����� �������� �������, %� ����
� ������
��
 ����� �� ��������� �����
����
��� ��’��
	 �����������. 

#� ���� ������ ����� �����
� �������� ��� 
�, %� ��
� ����������� ������	
�, � ������ ����������� ��-
������ 	 ������	 ������. 

&����� �������� �������� ���
��	����� ��
�-��������	 ��� ������������ ����������� �����	 ��������	 
�	��-���� ����� �����"���� �� �������� �����
������ �����
����
�� 
�� ������� �����������. 

3
������ ��
�������� � ��
���
����
 �����
 ��� ���
��	����� ��
�-��������	 �����
�� ��� ��������� ��-
���� ������������ ���������� ����� �	��-����� �������	. 
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