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������	
��� ����������� �������� ������� ���� ���	, ������� ������������ ������������� ���	���. ������� ���	 �����-
��
��� ��������� ���������� �������� 	��������. ��������
��� ����������� �������� ���, ������
 �� ����	 ���	�-
��, � ��������� ������ ���	��������� !. ". #������ � �������	��� $���	�. %������ ������ �������� �������, � ������� ���	��-
� ����������� �������� ��� � ������ ��� ������ �� ���	. 

�������� ���� : ������� ���	, ����������� ���	���, ������� 	������, ����� ���	���������, �������&�� 	������ '��&-
�����. 

!��"�#$�. (�������� �� ����� ����� ����������& ��� ���������. ) ������ ������������� ���	��-
�� *������ �����	���� ���������, � ������� �����&�	
��� ����� (������������� � ��������������), � 
�� � ������� �������	
��� ���	���. +����� ���	 ��� �� ���� �����&�����& ��� ������� ����������� 
���	��� � ����� *�������������. ��� �������, � ���� �������
��� � ���, � �����&�� ���	, ��������� 
������� ����
��� ����� ��,���� ��� ������ ������, �������� ���& ��������	��, �������� ������&�� ���-
����� � ��� �����. ' ��	��� ����������� ���	��� ������ ���	 ��������� 	�������& ������� �������� 
�� ���	���� ��� ��������. ���� ������ ����� �� ��������
 �������������� ������ ��� ������� ���� 
���	 ��� ��������� ������������ ���	����, ���������� � ���� �� ���	. %������������� 	����& 
������ �������������� ������
 ���� ���	 ��������� ���������&�� ���, ���� �������� ��������, 
��������� � ���	��. ( �����&������� ����������� � ����&� ������� ���� �����������& ��������� 
��� ������ ���	 ��� �� ���	�&��� ���	����. 

 
�# �$% &'(�$) *$+. -����� �� ����������
 �������� ���� ���	� ���� ���� � ����.� ��	��� � � 

� �	��� ������������ �������������� $�����. ' ������ [1] ������� ������ ����� 	������ �������� ���	-
�, �� ���& ��������� �������� 	������, � ������ ��� ��.���. ' ���� [2] ������� ��.��� ���� ����� 
������������ ��$���������� *������� �����	���� � ���� �������, ������, �����, ������, �������� 
� ��� ����� � �������� �������� �������� �� ��.���, � � ��������� �������������� ���������, ��-
���&������	 � *��� ������. '���� ������� �� ����������� ��������� ���������� � [3], ������� ������-
�� 	����� ����	����� ��� ��.��� ������ ������ ��$$�������&�� 	������. ' *��� ������ ����-
��� ������ � ������� ������������� /������, ��������� ������� ������� � ���� ����&� ��������& � 
	������� ���� '��&����� 1-�� ����. ' ����� �� ����� ���� ��������& ������, ����� ��� ������� 
������� ���	 [4]; ������, � ������� ��	������ ������ � �������� ���	 ���������&�� ���� � �����	�-
�	���� ������� [5, 6]. �����&� 	������ �����	 [7], � ������� ����������� �����$������ ������� ���-
�	 �
 �� ����, ������	
 �� � ���	�	
 ���		. ' �� ��.����� ������� ������ � ����� ������ �����-
���� ��� ���� ���	�, � � ����� �� ������ ��� 	��� ��� ��������� ��� ������� ���	 � �����&�����-
�� ����� �����.��� �������������� �������� (���	�������	
 �� ��������). 

 
���, $ &��- #��)  % " �$. 0�������������� ������� �� ���� ���������� ���	 ������ ���, ��� �� 

������� ��������&�, � ����&� ���������� ��, ��� ������� � ���. 1. '����� ������
 ���� ���	 ������� 
��������� ���������&�� ���, ����� �������� ��������. 1��&
 ���� ������ �������� ���������� ��� 
��������� �������������� ����	 ���	��� � *��� ������ �������. -��� *��� ��� ��������� ���������& 
������ ��� � ����� ������ ������ �� ���	. � ���� �� ���	 �������� ������������� ���	��� 

0 0( , ) ( ) ( )F x t P t x xδ= − , ( )xδ  – ���&�� $	���� ������, 0x  – ����� ��������� ���	���, 
������� �������� ����������� �������� ������	���� �������. 

 

 
 

0��. 1 – ������	���� ������� ���	. 
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'����� ���������� ����� ������� ��	���, ����� � ��	 ���		 ������	�� ������������� ���	��� 
( , )F x t . ' *��� ��	���, �������� ���� ���	� ���	� ���& ������ �������� ������� 	������� [1]: 

2 2
2

2 2

1
( , )

u u
a F x t

x t ρ
∂ ∂= −
∂ ∂

,                                                                         (1) 

��� u  – ������� ������ ���, �; ρ  – ������ �������& ���	�, �/��; ( , )F x t  – �������& ������������ 

��.�� ���, "/�; /a T ρ=  – �������& ������������� ���� ( T  – ������� ���	�), �/�; 
' ��	��� ���� ���	 ���� �������& ����	
 	
 ������	 	������: 

2 22 2 2 2
2 2 2 3 31 1 2 2

1 0 13 2 23 3 31 322 2 2 2 2 2
1 1 2 3 3

1 1 1 1 1
( , ) ; ; ,

u uu u u u
a F x t R a R a R R

x t x t x tρ ρ ρ ρ ρ
� ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂� = − + = + = + +�

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂��
       (2) 

��� ijR  – ���� ������� ���	 i  � j . ���� ������� ���������� �������� 	��������, ������� ����������-


� ����� �������� 	�
 ������ ��� � ������ ���������� ���	 (� ����� �������): 

1 1 1 2 2 2 3 3 3(0, ) ( , ) 0; (0, ) ( , ) 0; (0, ) ( , ) 0,u t u l t u t u l t u t u l t= = = = = =                                   (3) 

��� il  – ���� i  ���	�, ��� 	����� ����&�� 	�������: 

31 2
1 2 3

( ,0)( ,0) ( ,0)
( ,0) 0; ( ,0) 0; ( ,0) 0,

du xdu x du x
u x u x u x

dt dt dt
= = = = = =                               (4) 

%�������������, ��� � ����� ������� ��	� ���	 �� ������ ��� �������
�, �� ���& ������
��� ���-
�	
 �� ������������� 	������: 

1 13 2 13 2 23 3 23( , ) ( , ); ( , ) ( , )c c c cu x t u x t u x t u x t= = ,                                                  (5) 
��� 13cx  – ��������� ������� ������ � ����&�� ���	�; 23cx  – ��������� ������� ������ � ����&�� ���	�. 

� ��� �� ������� 	������ ���������������� �������� ��� ij jiR R= − . 
 
��.�#$� % " �$. �����&�	�� ���	
 ��� � ��� ���	���� ��.��� �������� 	������ (1). 0������� ��-

������ � �������� 	������, ���	���� !�
��� " �����-#������ ��� ���������� ��������� ����� � 
��������� $	����. 0�.��� ��������� ������ ��������& � ���� ��������� ������ ��� � ��� �� ��	-
���: 

1

( , ) ( )sink
k

kx
u x t u t

l
π∞

=

� �= � �
	 


� .                                                                      (6) 

%���������� *�� ��������� � (1), ����� *���� �����&�	�� �������� ��������&����: 	������ � 

1sin( / )k x lπ  � �������	�� � �������� �� 0 �� l . 3�������� *���	 ������ �	��� ���	���� �������� �����-
���� ��$$�������&�� 	������ ������� ������� ��������&� ��������� ��*$$������� ( )ku t  ���-
�	
 ��� ����: 

2
2 2 0

2

( ) 2
( ) sin ( )k

k k
d u t kx

a u t P t
l ldt

πλ
ρ

� �+ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅� �
	 


,                                                  (7) 

��� lkk /πλ = ; ( )P t  – ������� ������������� ���	���, 0( , ) ( ) ( )F x t P t x xδ= − . '����� ��������� 

0 02 / sin( / )k$ l kx lρ π= ⋅ . ��� ���������� ��������� $	���� ( )ku t  ���	���� ����	
 	
 !�
��� %	&�: 
2

2 2
02

( ) ( ,0)
( ) ( ); ( ,0) 0.k

k k k
d u t du x

a u t $ P t u x
dtdt

λ+ ⋅ ⋅ = ⋅ = =                                        (8) 

��������� k kaω λ= ⋅ , � ��� ���� � ������� �������&��� ������������� /������ ���	����: 
2 2

0( ) ( ) ( )k k k ks u s u s $ P tω⋅ + ⋅ = ⋅  

���	�� ��������� ���������� ��������� 2 2
0( ) ( ) /( )k k ku s $ P s s ω= ⋅ + . 

'������� ������� ������������� /������, �����&�	� ��������� ������� *���� ������������� � 
��	���� 	 ������ [8]. %������� � ����	
 �� �����������: 

0

0

( ) ( ) sin( ( ))
t

k
k k

k

$
u t P t dτ ω τ τ

ω
= ⋅ −� .                                                              (9) 

%��������� (9) � (6), ���	���� �������� ��� ������ ���: 

0

1 0

( , ) ( ) sin( ( )) sin( ).
t

k
k k

kk

$
u x t P t d xτ ω τ τ λ

ω

∞

=
= ⋅ − ⋅ ⋅� �                                                (10) 

!������� ��.��
 ��� ���� ���	� (10), ���� ���	��� 	������ ��� ���� ���	, ������� ��������-
��� ����������� � ���� 4	�&� ����� ��������� �������� ���� ijR  � ���	 ( )P t : 
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( )1 01, 13 1 0 1 1
1 0 0

( , ) ( ) sin( ( )) ( )sin( ( )) sin
t t

k k k k k
k

u x t $ R t d d P t d xτ ω τ τ τ ω τ τ λ
∞

=

� �
= ⋅ − + ⋅ − ⋅ ⋅� �

� �
	 


� � � ; 

( )2 02, 23 2 2
1 0

( , ) ( ) sin( ( )) sin
t

k k k
k

u x t $ R t d xτ ω τ τ λ
∞

=

� �
= ⋅ − ⋅ ⋅� �

� �
	 


� � ; 

( ) ( )3 03, 31 32 3 3
1 0

( , ) ( ) ( ) sin( ( )) sin ,
t

k k k
k

u x t $ R R t d xτ τ ω τ τ λ
∞

=

� �
= ⋅ + − ⋅ ⋅� �

� �
	 


� �                                (11) 

��� ���� ������ ����	
 �� ���������: 

( ) ( )01, 1 13 0 1 0 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1

2 2
sin , sin , , ;k k c k k k k k

k k

k
$ x d x a

l l l
πλ λ λ ω λ

ρ ω ρ ω
−= ⋅ ⋅ = ⋅ = = ⋅  

( )02, 2 23 2 2 2 2
2 2 2 2

2
sin , , ;k k c k k k

k

k
$ x a

l l
πλ λ ω λ

ρ ω
−= ⋅ ⋅ = = ⋅  

( ) ( )( )03, 1 13 2 23 3 3 3 3
3 3 3 3

2
sin sin , , .k k c k c k k k

k

k
$ x x a

l l
πλ λ λ ω λ

ρ ω
−= ⋅ ⋅ + ⋅ = = ⋅  

"��������� �������� ���� �����������& �� ������������� 	������ (5) � 	������ �������������-
��� �������� ���, ������� ������������& � (11). #���� �������, ���	���� ����	
 	
 ������	 ��	� ���-
����&�� 	������: 

( )01, 13 1 0 1 1 13
1 0 0

( ) sin( ( )) ( )sin( ( )) sin
t t

k k k k k c
k

$ R t d d P t d xτ ω τ τ τ ω τ τ λ
∞

=

� �
⋅ − + ⋅ − ⋅ ⋅ =� �

� �
	 


� � �  

( )02, 23 2 2 13
1 0

( ) sin( ( )) sin ;
t

k k k c
k

$ R t d xτ ω τ τ λ
∞

=

� �
= ⋅ − ⋅ ⋅� �

� �
	 


� �  

( )02, 23 2 2 23
1 0

( ) sin( ( )) sin
t

k k k c
k

$ R t d xτ ω τ τ λ
∞

=

� �
⋅ − ⋅ ⋅ =� �

� �
	 


� �  

( ) ( )03, 13 23 3 3 23
1 0

( ) ( ) sin( ( )) sin .
t

k k k c
k

$ R R t d xτ τ ω τ τ λ
∞

=

� �
= − ⋅ + − ⋅ ⋅� �

� �
	 


� �                                      (12) 

'����� ����	
 �� ���������: 

( )( )31 01, 1 1 13
1

( ) sin( ) sin ;k k k c
k

K t $ t xω λ
∞

=
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅�  ( ) ( )13 02, 2 3 13

1

( ) sin( ) sin ;k k k c
k

K t $ t xω λ
∞

=
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅�  

( ) ( )23 02, 2 2 23
1

( ) sin( ) sin ;k k k c
k

K t $ t xω λ
∞

=
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅�  ( ) ( )32 03, 3 3 23

1

( ) sin( ) sin ;k k k c
k

K t $ t xω λ
∞

=
= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅�  

( ) ( )01 0 1 1 13 01 01
1 0

( ) sin( ) sin , ( ) ( ) ( ) .
t

k k k c
k

K t d t x u t P K t dω λ τ τ τ
∞

=
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = − −� �  

%���� 	��� ��� � 	����� ��.� ������� �����.��� ������� (12) ������& � ��	� ��������� �	� -
����� 1-�� ���� (13) ��������&� ��������� $	���� ( )ijR t : 

( )13 31 23 13 01 13 32 23 32 23
0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ); ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,
t t t t

R K t d R K t d u t R K t d R K t K t dτ τ τ τ τ τ τ τ τ τ τ τ τ
�� − − − = − + − − − =�
��
� � � �  (13) 

��� ( )ijK t τ−  – ������������ ����, ��������
 �� �������� i − �� ���	� � j − 	
; 01( )u t  – ������ ��� 

������ ���	� ��� ��������� ��������� ���	���. 
-���.�� ������	 (13) � �������� $����: 

⋅ =A R u                                                                                     (14) 
��� � ������	��� ����: 

( )

31 13
0 013 1311 12 01

23 2321 22
32 32 23

0 0

( ) ( )
( ) ( )
( ) 0

( ) ( ) ( )

t t

t t

K t d K t d
t

K t d K t K t d

τ τ τ τ
τ
τ

τ τ τ τ τ

� �
− − −� �

� �� � � �� � � �⋅ = ⋅ =� � � � � �� � � �
	 
	 
 	 
 	 
� �− − − −� �

	 


� �

� �

R RA A u
R RA A

. 

'����� �����&�	�� ��������	
 ������������
 *������� ������� A , �� ���&, ������� �������� 
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����������	
 ��� �������&��� �	����. 0�.��� ���� ������� ���� ���� � ���� &
 	'	'(���	�	 
���	
� %������ 1

i iR −= ∆ ⋅ ∆ , � �� � �	��� 	��������� � ���	 ������������ ������. ��� ���	���� 	�-
��������� ��.��� �������&�� 	������ '��&���� �����&�	
� �������� ���	�������	
 �� ���������, 
�������� � ������ [8]. ���� �� ������� *$$������� ������������ �������, �����&������ � ���� 
����&�, �������� ���	
 ��������!���� ���
����� ).�. ���	�	� [9]. #���� �������, ��� ��.��� ������ ���-
������ �������� ���� � ����	
 �� $����:  

( ) ( )1 1
13 22 01 23 21 01; ,T T T Tα α

− −
= ∆ ⋅ ∆ + ⋅ ⋅∆ ⋅ ⋅ = − ∆ ⋅ ∆ + ⋅ ⋅ ∆ ⋅ ⋅R A A C A A u R A A C A A u ,                      (15) 

��� ∆A  – �����������& ������ ������� A ; α  – �������� ���	���������; C  – ����������� �����������&-
�� �������, ��� ������� ������� � [2]. 

 

 
 

0��. 2 – -����� ���	��� �������� ���. 
 
�$���##�+ /)�&�0$1�#-. 0����� ��� ��������� �������������� ���������� �� ����	
 ��� �������-

����: 1 0.8l =  �; 2 0.85l =  �; 3 0.9l =  �; �������� ��������� ���������& ���������� ��� ���� ���	, �� ���& 
36.126 10iρ −= ⋅  ��/�; 180ia =  �/�. (��� ( )P t , �����	
 ��������� � ������ ���	�, ��������� �� ������ ��� 

*������ �����+
�: 0( ) ( )P t q H t= ⋅ , ��� 0 100q =  " – ���������& ���	���. ������	���� ������	��� �����-
� 0.08t =  c. '����� ��������� �	�� � �������� (15) ������& ������ ����� 50=K  ����� ����. 0��. 2 
���
�����	�� ������� �������� ��� �� ������. 

%� �������� �������� ����� ��� ���� � (11) ���� ���������& ������ ��� � ��������&�� ������ 
���	. "� ���. 3 ��������� ������ ��� ������ ���	� ��� �� ������ �����. 
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0��. 3 – %����� ��� ���	 ��� ��������� ������������� ���	���:  – ���	� 5 3. 
 
!���"�. ' ���� ����&� ���� ��.�� ������ ��� ����������� �������� ������� ���� ���	 ��� ���-

������ ������������� ���	���. %�� ���� � ������ ���	��������� !. ". #������ ���	��� 	��������� 
��.���, ������� ���������� ���� ��������� �������������� ����	 ���	��� � ����������� �� ������. 
%������ ������� ������ *��� ���, � ��� �� �� �������� �������� ����� �������� ������ ��� ���-
��� ���	� � �����, ������
 �� ������� ������ ���	�. 

%��������� ������ ����� ���& �����&���� ��� ������������� �������� ����������� ������, ��-
����� �������	
��� ���	��� (������ ����, �������� ���� � ��� �����), � �������� ��� ������������ 
����������� ���	���. 
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