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ной постановки задачи, пластина является подпирающим элементом (возму-
щающая нагрузка воздействует на балку). 
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ОДИН МЕТОД КОМПЛЕКСНОГО АНАЛІЗУ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ 
ЗАДАЧ ФІЛЬТРАЦІЇ У НЕОДНОРІДНИХ ПРОСТОРОВО 
ВИКРИВЛЕНИХ НАФТОГАЗОВИХ ПЛАСТАХ 
 

Розроблено метод розв’язання задач фільтрації у неоднорідних просторово викривлених нафто-
газових пластах, що ґрунтується на ідеях заміни реальної течії в пласті деякою близькою до неї 
кінематично схожою схемою руху та використанні методів комплексного аналізу, зокрема, роз-
робленого числового методу квазіконформного відображення. Для випадку сферичного пласта 
побудовано систему ортогональних криволінійних координат ( ξ , η , ζ ), відносно якої отрима-
но усереднені по координаті ζ  рівняння для визначення квазіпотенціалу швидкості фільтрації за 
відповідних граничних умов. 
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Вступ. У роботах [1 – 3] запропоновано методику розв’язання задач не-
стаціонарної багатофазної фільтрації, що базується на ідеях методу квазіко-
нформного відображення та поетапної фіксації характеристик середовища та 
процесу у випадку, коли фільтрація є плоскопаралельною (пласти є досить 
тонкими і мають постійну товщину). Проте у природних умовах досить часто 
доводиться мати справу з просторово викривленими пластами змінної поту-
жності, де окрім складності, пов’язаної з проектуванням розстановки сверд-
ловин та дослідженням їх взаємодії, виникає також необхідність врахування 
перетоків між пропластками і величин відбору з кожного із них. 

У цій роботі розширено розроблену методику дослідження фільтрацій-
них процесів та побудовано підхід до розв’язання задач фільтрації у неодно-
рідних просторово викривлених нафтогазових пластах, що ґрунтується на 
ідеях заміни реальної течії в пласті деякою близькою до неї кінематично 
схожою схемою руху та використанні методів комплексного аналізу, зокре-
ма, розробленого числового методу квазіконформного відображення [1 – 3]. 
Для випадку сферичного пласта побудовано систему ортогональних криволі-
нійних координат (ξ , η , ζ ), відносно якої отримано усереднені по коорди-
наті ζ  рівняння для визначення квазіпотенціалу швидкості фільтрації за від-
повідних граничних умов. 

 

Загальна постановка задачі. Розглядається задача математичного мо-
делювання процесу фільтрації (витіснення нафти підошвенною водою), по-
родженого перепадом тиску *

*P P PΔ = −  на досконалих по ступеню і харак-
теру розкриття пласта * * * *

* * * *G A B C D A B C Dτ =  експлуатаційних свердлови-

нах *
iL  ( *1,i n= ) та контурі живлення * * * *

* * * * *L A A B B B B C C= ∪ ∪  
* * * *

* * * *C C D D D D A A∪ ∪  (рис. 1, а). Відповідні закон руху та рівняння для 
визначення квазіпотенціалу швидкості фільтрації ( , , ) ( , , )x y z p x y zϕ ϕ= = − +  

p+  ( ( , , )p x y z  – тиск в точці ( , , )x y z , p  – деяке характерне його значення), 
згідно з [4] представимо у вигляді: 

( , , )k x y z i j k
x y z
ϕ ϕ ϕυ

μ
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

= + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
, 

( , , ) ( , , ) ( , , ) 0k x y z k x y z k x y z
x x y y z z

ϕ ϕ ϕ
μ μ μ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
, 

де k  – коефіцієнт проникності ґрунту; υ , μ  – вектор швидкості та коефіці-
єнт в’язкості відповідно. 

При розв’язанні рівняння для визначення квазіпотенціалу швидкості фі-
льтрації за відповідних граничних умов виникають певні труднощі, в першу 
чергу, пов’язані з тривимірністю задачі та складністю геометрії пласта, од-
ним із методів подолання яких є заміна дійсної течії в пласті деякою близь-
кою до неї кінематично схожою схемою руху. До таких схем варто віднести 
запропоновану в роботах [5 – 8] схему апроксимації реальної тривимірної фі-
льтраційної течії течією по стаціонарних поверхнях струму, яка ґрунтується 
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на ідеях переходу до криволінійних (ортогональних) координат ξ , η , ζ , у 
яких підошва * * * *A B C D  та крівля * * * *A B C D  пласта повинні співпадати з ко-
ординатними поверхнями одного із трьох сімейств, наприклад, 

1 constζ ζ= =  і 2 constζ ζ= = , а закон Дарсі та рівняння нерозривності течії 
відносно цих координат мають вигляд: 

( , , ) ( , , )( , ) ,k k
H Hξ η
ξ η

ξ η ζ ϕ ξ η ζ ϕυ υ υ
μ ξ μ η

⎛ ⎞∂ ∂
= = ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

,                            (1) 

2

1

2 3 1 3( ) ( )
0

H H H H
d

ζ
ξ η

ζ

υ υ
ζ

ξ η
∂ ∂⎛ ⎞

+ =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
∫ .                             (2) 
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Рис. 1 – Нафтогазові пласти: а – Gτ ;б – сферичний. 
 

Тут ( , , ) ( ( , , ), ( , , ), ( , , ))k k x y zξ η ζ ξ η ζ ξ η ζ ξ η ζ=  – коефіцієнт проник-

ності ґрунту, 2 2 2H x y zξ ξ ξ ξ= + + , Hη
2 2 2x y zη η η= + + , 2 2 2H x y zζ ζ ζ ζ= + +  – 

параметри Ламе, ( , , )x x ξ η ζ= , ( , , )y y ξ η ζ= , ( , , )z z ξ η ζ=  – задані непе-
рервно-диференційовані функції, що пов’язують фізичні декартові координа-
ти з введеними криволінійними ( , , )ξ η ζ . 

Для спрощення викладок основної методики математичного моделю-
вання фільтраційних процесів в просторово викривлених пластах розгляда-
тимемо випадок сферичного пласта, що розробляється експлуатаційною све-
рдловиною *L , розташованою в його куполі (рис. 1, б), тоді мають місце на-
ступні співвідношення: 

1 sinhH R
Rη
ζ ξ⎛ ⎞= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
, H hζ = , 1 hH R

Rξ
ζ⎛ ⎞= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 

( , , ) 1 sin coshx R
R
ζξ η ζ ξ η⎛ ⎞= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
, ( , , ) 1 sin sinhy R

R
ζξ η ζ ξ η⎛ ⎞= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 

( , , ) 1 coshz R
R
ζξ η ζ ξ⎛ ⎞= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 0 2η π≤ ≤ , 0 ξ π≤ ≤ , 0 1ζ≤ ≤ , 
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де R , h  – відповідно радіус підошви та потужність пласта. 
Підставляючи (1) в (2) і змінюючи порядок інтегрування та диференці-

ювання, отримаємо систему диференціальних рівнянь, яка при відповідних 
крайових умовах описує процес фільтрації (витіснення) у сферичному прос-
торово викривленому пласті: 

( , ) ( , ) 0T Pϕ ϕξ η ξ η
ξ ξ η η
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

+ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
,                           (3) 

* *( , ) 0f ξ ηϕ ϕ= = , *
*

( , ) 0f ξ ηϕ ϕ= = ,                                  (4) 

де ( , ) ( , ) sinT kξ η ξ η ξ= , ( , ) sin / ( , )P kξ η ξ ξ η= , 
2

1

( , ) ( , , )k k d
ζ

ζ

ξ η ξ η ζ ζ= ∫ ; 

*( , ) 0f ξ η = , * ( , ) 0f ξ η =  – рівняння проекцій свердловини та контуру жив-
лення на координатну площину ( , )ξ η  відповідно, що визначають двозв’язну 
область zG . 

Введемо функцію усередненої течії ψ , що задовольняє співвідношення: 

( , )T ϕ ψξ η
ξ η
∂ ∂

=
∂ ∂

, ( , )P ϕ ψξ η
η ξ
∂ ∂

= −
∂ ∂

,                             (5) 

при виконанні яких рівняння (3) перетворюється на тотожність. Система (5) 
визначає деяку функцію ( ) ( , ) i ( , )zω ω ϕ ξ η ψ ξ η= = + , яка при виконанні 
умов: 

*( , ) 0 *f ξ ηϕ ϕ= = , *
*

( , ) 0f ξ η
ϕ ϕ

=
= , 0Lψ

−
= , 

L
Qψ

+
=                 (6) 

здійснює квазіконформне відображення [1] фізичної області зміни координат 
( , )ξ η  zG  на відповідну область комплексного квазіпотенціалу 

*{ :Gω ω ϕ ϕ ϕ∗= < < , }0 Qψ< < , 
де Q  – невідома фільтраційна витрата; L− , L+  – береги умовного розрізу 
області zG  вздовж деякої лінії constη = .  

Відповідну нелінійну обернену задачу до (5) – (6) на квазіконформне ві-
дображення ( )z z ω= = ( ) ( ), ,iξ ϕ ψ η ϕ ψ+  області Gω  на zG  отримаємо у ви-
гляді: 

( , )T ∂η ∂ξξ η
∂ψ ∂ϕ

= , ( , )P ∂ξ ∂ηξ η
∂ψ ∂ϕ

= − , ( ), Gωϕ ψ ∈ ;                  (7) 

* * *
* * *

*
*

( ( , ), ( , )) 0,
0 ,

( ( , ), ( , )) 0,
( ,0) ( , ),

,
( ,0) ( , ),

f
Q

f
Q
Q

ξ ϕ ψ η ϕ ψ
ψ

ξ ϕ ψ η ϕ ψ
ξ ϕ ξ ϕ

ϕ ϕ ϕ
η ϕ η ϕ

=⎧
≤ ≤⎪

=⎪
⎨

=⎪ ≤ ≤⎪ =⎩

                       (8) 

зокрема, як наслідок (7), маємо: 
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( , ) ( , ) 0,T Pη ηξ η ξ η
ψ ψ ϕ ϕ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

+ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

1 1( , ) ( , ) 0P Tξ ξξ η ξ η
ψ ψ ϕ ϕ

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
+ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

,                        (9) 

( , ) ( , ) 0P T∂ξ ∂ξ ∂η ∂ηξ η ξ η
∂ψ ∂ϕ ∂ψ ∂ϕ

+ = , ( ), Gωϕ ψ ∈∂ .                  (10) 

 

Різницевий аналог задачі. Для побудови різницевого аналогу задачі 
введемо в області Gω  рівномірну ортогональну сітку 

{( , ) :l
i jGω ϕ ψ=  *i iϕ ϕ ϕ= + Δ , *

*( ) / nϕ ϕ ϕΔ = −  при 0,i n= ; j jψ ψ= Δ , 

Q
m

ψΔ = , }0,j m= , 

де  ,n m∈Ν  – параметри розбиття цієї області.  
Рівняння (9) у внутрішності сіткової області Gω , крайові умови (8) з до-

датковими умовами для межових та примежових вузлів (умовами ортогона-
льності) (10) апроксимуємо так: 

( )
( )

2
, 0.5 , 1 , 0.5 , 1 0.5, 1, 0.5, 1,

, 2
, 0.5 , 0.5 0.5, 0.5,

i j i j i j i j i j i j i j i j
i j

i j i j i j i j

T T P P

T T P P

γ η η η η
η

γ
+ + − − + + − −

+ − + −

+ + +
=

+ + +
, 1, 1j m= − ; 

( )
( )

2 1 1 1 1
, 0.5 , 1 , 0.5 , 1 0.5, 1, 0.5, 1,

, 2 1 1 1 1
, 0.5 , 0.5 0.5, 0.5,

i j i j i j i j i j i j i j i j
i j

i j i j i j i j

P P T T

P P T T

γ ξ ξ ξ ξ
ξ

γ

− − − −
+ + − − + + − −

− − − −
+ − + −

+ + +
=

+ + +
, 1, 1i n= − ;  (11) 

*
* 0, 0, , ,( , ) 0, ( , ) 0, 0, ,j j n j n jf f j mξ η ξ η= = =  

,0 , ,0 ,, , 0, ,i i m i i m i nξ ξ η η= = = ;                                    (12) 

, , 1, 0, 1 0, 1 , , 1, 0, 1 0, 1( )( ) ( )( ) 0n j n j n j j j n j n j n j j jT Pη η η η ξ ξ ξ ξ− + − − + −− − + − − = ; 

0, 1, 0, 0, 1 0, 1 0, 1, 0, 0, 1 0, 1( )( ) ( )( ) 0j j j j j j j j j jT Pη η η η ξ ξ ξ ξ+ − + −− − + − − = , 1, 1j m= − ; 

, 1, 1, , , 1 , 1, 1, , , 1( )( ) ( )( ) 0i m i m i m i m i m i m i m i m i m i mT Pη η η η ξ ξ ξ ξ+ − − + − −− − + − − = ; 

,0 1,0 1,0 ,1 ,0 ,0 1,0 1,0 ,1 ,0( )( ) ( )( ) 0i i i i i i i i i iT Pη η η η ξ ξ ξ ξ+ − + −− − + − − = , 1, 1i n= − ,   (13) 
де , 0.5 , 1 ,( ) / 2i j i j i jT T T± ±= + , , 0.5 , 1 ,( ) / 2i j i j i jP P P± ±= + , 0.5, 1, ,( ) / 2i j i j i jP P P± ±= + , 

0.5, 1, ,( ) / 2i j i j i jT T T± ±= + , , , ,sini j i j i jT k ξ= , , , ,sin /i j i j i jP kξ= , , , ,( , )i j i j i jk k ξ η= , 

, ( , )i j i jη η ϕ ψ= , , ( , )i j i jξ ξ ϕ ψ= , /γ ϕ ψ= Δ Δ  - квазіконформний інваріант. 
Невідому витрату Q  шукаємо за формулою /Q m ϕ γ= Δ , величину γ  

одержуємо на підставі умови «квазіконформної подібності в малому» відпо-
відних елементарних чотирикутників двох областей: 

1, 1

, , 1 , 1,
, 0

1 ( ) /( )
n m

i j i j i j i j
i jmn

γ α α β β
− −

+ +
=

= + +∑ ,                            (14) 
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де  

( ) ( )2 2
, 1, , 1, ,i j i j i j i j i jα ξ ξ η η+ += − + − , 

( ) ( )2 22 2
, , , 1 , , , 1 ,i j i j i j i j i j i j i jT Pβ η η ξ ξ+ += − + − . 

Алгоритм наближення розв’язку оберненої диференціальної задачі (7) – 
(10) різницевою задачею в загальному випадку побудуємо шляхом поетапної 
параметризації величини γ , граничних та внутрішніх вузлів сітки з викорис-
танням ідей блочної ітерації для аналітичного обґрунтування його збіжності, 
а саме: задавши геометричну конфігурацію сферичного пласта та ввівши 
криволінійні координати (за наведеними вище формулами) переходимо до 
області зміни координат ( , )ξ η  zG . Після цього задаємо кількість вузлів роз-
биття відповідної області комплексного квазіпотенціалу Gω  (параметри n  та 
m ), параметри необхідної точності роботи алгоритму 1ε , 2ε . Задаємо почат-
кові наближення шуканих координат граничних вузлів так, щоб виконували-
ся умови (12), та наближення координат внутрішніх вузлів гідродинамічної 
сітки і, використовуючи (14), знаходимо початкове наближення квазіконфо-
рмного інваріанту (0)γ  та невідому величину витрати 

(0) * (0)
*( ) /( )Q m nϕ ϕ γ= − . Проводимо уточнення координат внутрішніх вузлів 

( ,i jξ , ,i jη ) за формулами (11) (з метою прискорення швидкості збіжності 
всього процесу і економії машинного часу використовуємо лише перший іте-
раційний крок). Підправляємо граничні вузли (координати даного вузла під-
правляємо за умови фіксації навколишніх межових та примежових), викори-
стовуючи різницеві аналоги умов типу Коші-Рімана (13). Використовуючи 
значення квазіконформного інваріанту (14), знаходимо нове наближення ве-
личини Q . Якщо її зміна за останню проведену ітерацію більша за 1ε , то по-
вертаємося до уточнення вузлів. Визначаємо величину 

( ) ( 1) 2 ( ) ( 1) 2
, , , ,,

max ( ) ( )k k k k
i j i j i j i ji j

S ξ ξ η η− −= − + −  

 – зміщення вузлів на границі за проведену k -ту загальну ітерацію. Якщо 
2S ε> , то переходимо до уточнення вузлів. Значення швидкості у вузлах гі-

дродинамічної сітки знаходимо аналогічно [1 – 7]. 
 

Висновки. Розроблено метод розв’язання задач фільтрації у неоднорід-
них просторово викривлених нафтогазових пластах, що ґрунтується на ідеях 
заміни реальної течії в пласті деякою близькою до неї кінематично схожою 
схемою руху та використанні методів комплексного аналізу, зокрема, розро-
бленого числового методу квазіконформного відображення. Варто відзначи-
ти, що розроблена методика дозволяє встановити час прориву підошвенних 
вод до експлуатаційних свердловин та час повного обводнення пласта. 

У перспективі дослідження – узагальнення запропонованої методології 
на випадки просторових пластів, які розробляються серією експлуатаційних 
та нагнітальних свердловин, розташованих певним регулярним чином, за 
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умов існування в присвердловинних ділянках тріщин гідророзриву. 
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