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УДК 519.6 

О. М. ЛИТВИН, О. П. НЕЧУЙВІТЕР, Г. В. КАРГАПОЛЬЦЕВА 

ОЦІНКА ПОВНОЇ ПОХИБКИ КУБАТУРНОЇ ФОРМУЛИ НАБЛИЖЕНОГО ОБЧИСЛЕННЯ 
ІНТЕГРАЛА ВІД ШВИДКООСЦИЛЮЮЧОЇ ФУНКЦІЇ ТРЬОХ ЗМІННИХ 

Отримано оцінку повної абсолютної похибки кубатурної формули наближеного обчислення інтегралу від швидкоосцилюючих функцій 
трьох змінних у випадку, коли інформація про функцію задавалась її слідами на взаємноперпендикулярних площинах наближено з заданою 
максимальною похибкою. Кубатурна формула будується з використанням оператора інтерфлетації, функція належить класу Ліпшиця з дода-
тковими умовами. На конкретному прикладі продемонстрована справедливість теореми про оцінку похибки методу заокруглення розв’язків. 

Ключові слова: інтеграли від швидкоосцилюючих функцій трьох змінних, кубатурні формули, інтерфлетація, похибка методу, неусу-
вна похибка, похибка заокруглення. 

Вступ. Широке коло прикладних задач використовує засоби цифрової обробки багатовимірних сигналів. 
Це томографія, рентгенографія, телебачення, радіолокація, екологічний моніторинг та інші. Сфери застосування 
багатовимірних зображень обумовлюють необхідність використання при побудові та дослідженні математичних 
моделей різних типів задання інформації. Наприклад, інформація про функцію декількох змінних може задава-
тися не тільки значеннями функції в точках, а й її слідами на лініях, площинах, проекціями.  

В сучасних моделях цифрової обробки сигналів та зображень все частіше розглядаються кубатурні форму-
ли наближеного обчислення інтегралів від швидкоосцилюючих функцій, які саме і використовують нові інфор-
маційні оператори. Однак не так багато досліджень, які присвячені отриманню оцінки повної похибки для таких 
кубатурних формул.  

В даній роботі досліджується повна похибка кубатурної формули наближеного обчислення інтегралів від 
швидкоосцилюючих функцій трьох змінних, яка в своїй побудові використовує сліди функції на площинах. 

 
Аналіз останніх досліджень. В роботах [1 – 6] викладена теорія наближеного обчислення інтегралів від 

швидкоосцилюючих функцій двох змінних з використанням операторів інтерлінації у випадку, коли інформа-
ція про функцію задана слідами функції на взаємноперпендикулярних лініях та значеннями функції в точках. 
Для наближеного обчислення інтегралів від функцій, зокрема і від швидкоосцилюючих функцій, двох змінних в 
[7, 8] викладений алгоритм побудови та досліджена якість кубатурної формули, яка в своїй побудові використо-
вує сліди функції на оптимально обраних лініях. Теорія наближеного обчислення інтегралів від швидкоосци-
люючих функцій трьох змінних з використанням операторів інтерфлетації у випадку, коли інформація про фу-
нкцію задана слідами функції на взаємноперпендикулярних  площинах,  лініях  та  значеннями  функції  в  точках, 
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висвітлена в роботах [9 – 15]. В [16] дисертантом доведена оптимальність за порядком точності кубатурної фор-
мули наближеного обчислення інтегралів від швидкоосцилюючих функцій трьох змінних з використанням лаг-
ранжевої поліноміальної інтерфлетації та оптимальним вибором взаємноперпендикулярних площин. 

В усіх наведених роботах розглядаються квадратурні та кубатурні формули наближеного обчислення інте-
гралів від швидкоосцилюючих функцій двох та трьох змінних і досліджується тільки один вид похибки – похи-
бка методу. Як правило, на практиці важлива не лише похибка методу, але і неусувна похибка, і похибка заокру-
глення. Тому дослідження повної похибки кубатурної формули наближеного обчислення інтегралів від швидко-
осцилюючих функцій трьох змінних, зокрема яка в своїй побудові використовує сліди функції на площинах, є 
актуальною задачею. 

 

Постановка задачі. Нехай функція трьох змінних 2
3, ,( , , ) L Lf x y z C∈ ɶ , тобто визначена на [ ]30,1G = , задово-

льняє наступним умовам Ліпшиця:  

( ) ( )1 2 1 2, , , , ,f x y z f x y z L x x− ≤ −  ( ) ( )1 2 1 2, , , , ,f x y z f x y z L y y− ≤ −  

( ) ( )1 2 1 2, , , ,f x y z f x y z L z z− ≤ − , 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2, , , , , , , ,f x y z f x y z f x y z f x y z− − − +  

( ) ( ) ( ) ( )2 2 1 2 1 2 1 2 2 2 2 2 1 2 1 2 1 2, , , , , , , ,f x y z f x y z f x y z f x y z L x x y y z z+ + + − ≤ − − −ɶ , 

у випадку, коли інформація про функцію задана її 3N = ℓ  слідами на системі взаємноперпендикулярних прямих 

/ 2,kx k= ∆ − ∆  / 2,jy j= ∆ − ∆  / 2,sz s= ∆ − ∆  , , 1,k j s = ℓ , 1/∆ = ℓ . 

Для кубатурної формули  
1 1 1

3
1

0 0 0

( , ) ( , , )sin sin sinФ f О f x y z x y zdxdydzω ω ω ω= ∫ ∫ ∫  

наближеного обчислення  
1 1 1

3
1

0 0 0

( , ) ( , , )sin sin sinI f f x y z x y zdxdydzω ω ω ω= ∫ ∫ ∫  

необхідно знайти оцінку повної абсолютної похибки. В якості оператора ( , , )Оf x y z  розглядається інтерфлетант 

з допоміжними функціями у вигляді кусково-сталих сплайнів. 
 
Повна похибка кубатурної формули наближеного обчислення інтеграла від швидкоосцилюючої фун-

кції трьох змінних. В роботі [15] отримана оцінка похибки наближення для кубатурної формули  
1

2

1

2

1 1
3
1

10 0

( , ) ( , , ) sin sin sin

k

k

x

k
k x

Ф f f x y z xdx ydy zdzω ω ω ω
+

−
=

= +∑∫ ∫ ∫
ℓ

 

1

2

1

2

1 1

10 0

( , , ) sin sin sin

j

j

y

j
j y

f x y z ydy xdx zdzω ω ω
+

−
=

+ +∑∫ ∫ ∫
ℓ

 

1

2

1

2

1 1

10 0

( , , ) sin sin sin

s

s

z

s
s z

f x y z zdz xdx ydyω ω ω
+

−
=

+ −∑∫ ∫ ∫
ℓ

 

1 1

2 2

1 1

2 2

1

1 10

( , , ) sin sin sin

k j

k j

x y

k j
k j x y

f x y z dx ydy zdzω ω ω
+ +

− −
= =

− −∑∑∫ ∫ ∫
ℓ ℓ

 

1 1

2 2

1 1

2 2

1

1 10

( , , ) sin sin sin

k s

k s

x z

k s
k s x z

f x y z xdx zdz ydyω ω ω
+ +

− −
= =

− −∑∑∫ ∫ ∫
ℓ ℓ
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1 1

2 2

1 1

2 2

1

1 10

( , , ) sin sin sin

j s

j s

y z

j s
j s y z

f x y z ydy zdz xdxω ω ω
+ +

− −
= =

− +∑∑∫ ∫ ∫
ℓ ℓ

 

1 1 1

2 2 2

1 1 1

2 2 2

1 1 1

( , , ) sin sin sin

k j s

k j s

x y z

k j s
k j s x y z

f x y z xdx ydy zdzω ω ω
+ + +

− − −
= = =

+∑∑∑ ∫ ∫ ∫
ℓ ℓ ℓ

. 

Теорема 1. [15] Нехай 2
3, ,( , , ) L Lf x y z C∈ ɶ  та функція задана 3N = ℓ  слідами 

( , , ), 0 1, 0 1kf x y z y z≤ ≤ ≤ ≤ , ( , , ), 0 1,jf x y z x≤ ≤  0 1,z≤ ≤  ( , , ), 0 1,sf x y z x≤ ≤  0 1y≤ ≤  

на системі взаємноперпендикулярних площин 

/ 2,kx k= ∆ − ∆  / 2,jy j= ∆ − ∆  / 2,sz s= ∆ − ∆  , , 1,k j s = ℓ , 1/∆ = ℓ  

в області [ ]30,1G = . Для кубатурної формули 3
1 ( , )Ф f ω  обчислення 3

1 ( , )I f ω  справедлива наступна оцінка по-

хибки наближення: 

3 3
1 1 3

1
( , ) ( , )

64

L
I f Ф fω ω− ≤

ɶ

ℓ

. 

Теорема 2. Нехай 2
3, ,( , , ) L Lf x y z C∈ ɶ  та функція задана 3N = ℓ  слідами 

( , , ), 0 1, 0 1kf x y z y z≤ ≤ ≤ ≤ , ( , , ), 0 1,jf x y z x≤ ≤  0 1,z≤ ≤  ( , , ), 0 1,sf x y z x≤ ≤  0 1y≤ ≤  

на системі взаємноперпендикулярних площин 

/ 2,kx k= ∆ − ∆  / 2,jy j= ∆ − ∆  / 2,sz s= ∆ − ∆  , , 1,k j s = ℓ , 1/∆ = ℓ  

в області [ ]30,1G = . Для кубатурної формули 3
1 ( , )Ф f ω  обчислення 3

1 ( , )I f ω  справедлива наступна оцінка для 

неусувної похибки: 

1 x y z xy xz yz xyzE δ δ δ δ δ δ δ≤ + + + + + + . 

Доведення. Оцінимо абсолютну неусувну похибку 1E  в припущені, що ( , , )f x y z  на площинах 

, 1, , , 1, , , 1,k j sx x k y y j z z s= = = = = =ℓ ℓ ℓ  

задана наближено з максимальною похибкою xδ , yδ  та zδ  відповідно: 

( , , ) ( , , ) ,k k xf x y z f x y z δ− ≤ɶ   1,k = ℓ ,  ( , , ) ( , , ) ,j j yf x y z f x y z δ− ≤ɶ  1,j = ℓ , 

( , , ) ( , , ) ,s s zf x y z f x y z δ− ≤ɶ  1,s = ℓ , 

а також  

( , , ) ( , , )k j k j xyf x y z f x y z δ− ≤ɶ ,  , 1,k j = ℓ , ( , , ) ( , , )k s k s xzf x y z f x y z δ− ≤ɶ ,  , 1,k s= ℓ , 

( , , ) ( , , )j s j s yzf x y z f x y z δ− ≤ɶ , , 1,j s = ℓ ,  ( , , ) ( , , )k j s k j s xyzf x y z f x y z δ− ≤ɶ , , , 1,k j s = ℓ . 

Тоді  

( ) ( )
1 1

1
1 0 0

2 12
sin sin ( , , ) ( , , ) sin sin

2 2 k k
k

k
E f x y z f x y z ydy zdz

ωω ω ω
ω =

∆ −∆= − +∑ ∫∫
ℓ

ɶ  

( ) ( )
1 1

1 0 0

2 12
sin sin ( , , ) ( , , ) sin sin

2 2 j j
j

j
f x y z f x y z xdx zdz

ωω ω ω
ω =

∆ −∆+ − +∑ ∫ ∫
ℓ

ɶ  

( ) ( )
1 1

1 0 0

2 12
sin sin ( , , ) ( , , ) sin sin

2 2 s s
s

s
f x y z f x y z xdx ydy

ωω ω ω
ω =

∆ −∆+ − −∑ ∫∫
ℓ

ɶ  

( ) ( ) ( )
1

1 1 0

2 1 2 12 2
sin sin sin sin ( , , ) ( , , ) sin

2 2 2 2 k j k j
k j

k j
f x y z f x y z zdz

ω ωω ω ω
ω ω = =

∆ − ∆ −∆ ∆− − −∑∑ ∫
ℓ ℓ

ɶ  

( ) ( ) ( )
1

1 1 0

2 1 2 12 2
sin sin sin sin ( , , ) ( , , ) sin

2 2 2 2 k s k s
k s

k s
f x y z f x y z ydy

ω ωω ω ω
ω ω = =

∆ − ∆ −∆ ∆− − −∑∑ ∫
ℓ ℓ

ɶ  
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( ) ( ) ( )
1

1 1 0

2 1 2 12 2
sin sin sin sin ( , , ) ( , , ) sin

2 2 2 2 j s j s
j s

j s
f x y z f x y z ydy

ω ωω ω ω
ω ω = =

∆ − ∆ −∆ ∆− − +∑∑ ∫
ℓ ℓ

ɶ  

( ) ( ) ( ) ( )3
3

1 1 1

2 1 2 1 2 18
sin sin sin sin ( , , ) ( , , ) .

2 2 2 2 k j s k j s
k j s

k j s
f x y z f x y z

ω ω ωω
ω = = =

∆ − ∆ − ∆ −∆+ −∑∑∑
ℓ ℓ ℓ

ɶ  

Якщо n  таке, що sin
2 2

ω ω∆ ∆≤ , то  

1
2 2 2

2 2 2x y yE
ω ω ωδ δ δ

ω ω ω
∆ ∆ ∆≤ + + +ℓ ℓ ℓ  

2 2 2 32 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2xy xz yz xyz
ω ω ω ω ω ω ω ω ωδ δ δ δ

ω ω ω ω ω ω ω ω ω
∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆+ + + + =ℓ ℓ ℓ ℓ  

x y z xy xz yz xyzδ δ δ δ δ δ δ= + + + + + + . 

Теорема 2 доведена. 

Для знаходження оцінки похибки заокруглення для кубатурної формули ( )3
1 ,f ωΦ  можна використати ме-

тод збіжності перших десяткових знаків (ЗПЗ) із різною довжиною мантиси [17]. Такі методи оцінки похибки 
заокруглення розв’язків задач обчислювальної математики в арифметиці з плаваючою комою, що базуються на 
основі порівняння розв’язків із змінною довжиною мантиси машинного числа, з’явилися з розповсюдженням в 
безкоштовному доступі бібліотеки програм GNU GMP [18], що реалізує стандарт IEEE 754 [19]. 

Нехай A  – невідоме точне скінчене або нескінчене число, a  – його відоме наближення з відомою похиб-

кою : A a∆ − ≤ ∆ , 1a  – друге наближення, таке що 1a a α= + , де aα <  та 1A a α− ≤ ∆ + . Припустимо, що 

мантиса числа a  має m  десяткових знаків. Представимо числа 1, ,a a α  у вигляді 

1
1

10 10 10
m

e i e
i

i

a s aµ α−

=

 
= ± ⋅ = ± ⋅ ⋅ = + 

 
∑ , 1

1

10 10
t

i e
i

i

a s −

=

 
= ± ⋅ ⋅ 

 
∑ , 

1

10 10
m

t i e
i

i t

sα α −

= +

 
= = ± ⋅ ⋅ 

 
∑ , 

e  – порядок числа, 1 t m≤ ≤ . Розбиття числа a  на 1a  і α  називається відсіканням числа за мантисою. Число α  

називається похибкою заокруглення числа 1,a α  – помилка відсікання числа a . Спосіб заокруглення числа від-

сіканням за мантисою називають методом відкидання. Значення числа 0t , яке гарантує досягнення точності Aε , 

раціонально визначати з умови 0 mint t= , якщо t
Aα ε∆ + ≤ .  

Розглянемо v  значень функції 

1

( ) 10 10 ,
k

j i e
j i

i

u sϕ −

=

 
= ± ⋅ ⋅ 

 
∑  1, , 2,j v v= ≥  k  – натуральне число або k = ∞ . 

Говорять, що у функції ( )j uϕ  збігаються t  перших знаків, якщо 1 2 ... , 1,t
i i is s s i t= = = = .  

Якщо 

1( )w u R∈ , 
1

( ) 10 10 ( ) ( )i e t t
i

i

w u s w u h u
∞

−

=

 
= ± ⋅ ⋅ = + 

 
∑ , 

1

( ) 10 10
t

t i e
i

i

w u s −

=

 
= ± ⋅ ⋅ 

 
∑ , ( )

1

10 10t i e
i

i t

h u s
∞

−

= +

 
= ± ⋅ ⋅ 

 
∑ , 

де ( )mw u  – це обчислене ( )w u  при довжині мантиси m , ( ) ( )m mw u w u∆ = − , то має місце теорема про оцінки 

похибки метода заокруглення розв’язків по збіжності t  перших десяткових знаків. 
 

Теорема 3. [17] (про оцінку похибки методу заокруглення розв’язків). Нехай ( ) ( ) ( )t t
m mh u w u w u= − , 

( ) 1 10 , 1 10t e t e t
m mh u − −< ⋅ ∆ < ⋅ . Для того, щоб розв’язки ( )w u  та ( )mw u  мали t  ЗПЗ, необхідно та достатньо, 

щоб ( )0 1 10t e t
m mh u −≤ − ∆ < ⋅ , причому якщо ( ) ,t

m mh u ∆  мають різні знаки, то повинна виконуватися нерів-

ність ( ) 1 10t e t
m mh u −− ∆ < ⋅ , якщо однакові, – то нерівність ( )t

m mh u ≥ ∆ . Похибка розв’язків ( )tw u  задоволь-

няє умові ( ) ( ) 1 10t e tw u w u −− < ⋅ . 

 
Чисельний експеримент. Покажемо справедливість теореми 3 і для більш широкого класу 

2
3, , , , 0 1L LC α α< ≤ɶ . Розглянемо клас дійсних функцій трьох змінних, визначених на [ ]30,1G =  і таких, що задо-

вольняють умові Гельдера по кожній змінній: 
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( ) ( )1 2 1 2, , , , ,f x y z f x y z L x x
α− ≤ −   ( ) ( )1 2 1 2, , , , ,f x y z f x y z L y y

α− ≤ −  

( ) ( )1 2 1 2, , , ,f x y z f x y z L z z
α− ≤ − , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2 2 2 1, , , , , , , , , ,f x y z f x y z f x y z f x y z f x y z− − − + +  

( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 2 2 2 2 1 2 1 2 1 2, , , , , ,f x y z f x y z f x y z L x x y y z z
α α α+ + − ≤ − − −ɶ . 

Вважаємо, що функція задана слідами на системі взаємноперпендикулярних площин ( , , ), 1,kf x y z k= ℓ , 

( , , ), 1,jf x y z j= ℓ , ( , , ), 1,sf x y z s= ℓ .  

Нехай  

( )( )2 2 2 2 2( , , ) arccos 1 1 arccos arccos arccosf x y z xy x y x y z= + − − − − , 

3
1 ( ,4 )w I f π= , 3

1 ( , 4 )m mw Ф f π= , 3
1 ( ,4 )t tw І f π= , t t

m mh w w= − , m mw w∆ = − . Будемо вважати, що w =  
3 2
1 ( , 4 ) 0.2335925334219 10I f π −= = − ⋅ . 

 

Таблиця 1 – Обчислення 3
1 ( ,4 )I f π  за формулою 3

1 ( ,4 )Ф f π  при різних m  
 

ℓ  m   3
1 ( ,4 )m mw Ф f π=  t t

m mh w w= −  m mw w∆ = −  

16 10 -0.23359254 210−⋅  90.4 10−⋅  90.06 10−⋅  

16 13 -0.23359253546 210−⋅  100.5 10−⋅  100.2 10−⋅  

25 15 -0.2335925337107 210−⋅  110.7 10−⋅  110.2 10−⋅  

 
В даному обчислювальному експерименті w  – точне значення інтеграла, однак в якості w  можна розгля-

дати і наближено обчислені значення інтегралу при іншій довжині мантиси. 

Як видно з табл. 1, числа it  ЗПЗ для розв’язку 3
1 ( ,4 )

i im mw Ф f π=  рівні: 1 2 37, 8, 9t t t= = = . Значення it  

ЗПЗ виділені жирним шрифтом. Для похибки розв’язку і похибки заокруглення справедливі оцінки:  

( )3 3
1 1( ,4 ) ,4 1 10i it e t

i I f I fπ π −∆ = − ≤ ⋅ ,  

( ) ( )3 3
1 1, 4 ,4 1 10i i i

ii

t t e t
mmh Ф f І fπ π −= − ≤ ⋅ . 

 
Перспективи подальших досліджень. Наведений алгоритм дослідження повної похибки наближеного об-

числення інтегралів від швидкоосцилюючих функцій трьох змінних у випадку, коли інформація про функцію 
задавалась її слідами на системі взаємоперпендикулярних площин, може бути використаний не тільки для фун-
кцій з класу Ліпшиця, а й для диференційованих функцій. Крім того, аналогічні результати можна отримати для 
наближеного обчислення інтегралів від швидкоосцилюючих функцій трьох змінних у випадку, коли інформація 
про функцію задається її слідами на системі взаємоперпендикулярних ліній на різних класах функцій. 

 

Висновки. На класі �

2
3, ,L L

C  отримано оцінку повної абсолютної похибки наближеного обчислення інтегра-

лів від швидкоосцилюючих функцій трьох змінних у випадку, коли інформація про ( , , )f x y z  задавалась сліда-

ми функції на системі взаємоперпендикулярних площин. Кубатурна формула використовувала в своїй побудові 
оператор інтерфлетант з допоміжними функціями у вигляді кусково-сталих сплайнів. Особлива увага приділена 
дослідженню неусувної похибки. Оцінка для неусувної похибки знаходилася в припущенні, що значення функ-
ції задані її слідами на площинах наближено з максимальною точністю. Для знаходження оцінки похибки заок-
руглення використовувався метод збіжності перших десяткових знаків із різною довжиною мантиси. 
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УДК 539.3 

Е. С. МАЛАХОВ, А. В. ВОРОПАЙ 

ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ НЕСТАЦИОНАРНЫХ КОЛЕБАНИЙ СИСТЕМЫ СТРУН 

Рассматривается система из трех струн, контактирующих между собой в некоторых точках так, что перемещения в этих точках совпадают. 
Моделирование нестационарных колебаний струн осуществляется на основе волновых уравнений. Обратная задача сводится к решению 
системы трех интегральных уравнений Вольтера I-го рода, для которой осуществляется дискретизация. Блочная система линейных алгеб-
раических уравнений решается с использованием обобщенного алгоритма Крамера и регуляризирующего алгоритма Тихонова. 

Ключевые слова: система струн, нестационарная нагрузка, волновое уравнение, регуляризирующий алгоритм, интегральное уравне-
ние Вольтерра, идентификация сил. 

Введение и постановка задачи. В работе [1] изложена постановка прямой задачи для нестационарных ко-
лебаний системы трех струн, и подробно описана методика её решения. В указанной работе на основе одномер-
ных волновых уравнений определяются зависимости контактных сил, возникающих между струнами, с приме-
нением метода регуляризации А. Н. Тихонова и квадратурных формул. Данная работа будет посвящена реше-
нию обратной задачи для исследуемой механической системы. В качестве примера при вычислениях исследу-
ются нестационарные поперечные колебания системы канатов, моделируемых струнами, с параметрами, кото-
рые выбирались согласно [2]. Отметим, что в настоящей работе, как и в [1] предполагалось, что длины струн не 
меняются во времени, в случае моделирования продольных колебаний канатов и их систем можно использовать 
подход, аналогичный изложенному в монографии [3]. Рассматривается система из трех закрепленных струн, 
имеющих конечную длину. Как показано на рис. 1, несущую струну большей длины подкрепляют две другие 
струны, параллельные между собой, и меньшей длины для того, чтобы снизить нагрузку, которая приходится на 
несущую струну. К несущей струне приложена сосредоточенная нагрузка 3( , ) ( ) ( )F x t P t x xδ= − , которая вызы-

вает нестационарные колебания исследуемой системы, где ( )xδ  – дельта функция Дирака, 3x  – точка приложе-

ния нагрузки. Точки пересечения третьей и первой струны обозначим 1x , третьей и второй – 2x , точки наблю-

дения – 1S , 2S  и 3S  соответственно. Отметим, что могут прикладываться несколько различных нагрузок в про-

извольных точках исследуемой системы. В этом случае метод решения задачи требует небольших изменений. 
 

При решении прямой задачи причины, вызывающие колебания – внешние возмущающие нагрузки ( )iP t , из-

вестны, а необходимо найти следствия (их косвенное проявление), а именно изменение ( )u t  линейных переме-

щений точек струн во времени. 
В случае обратной задачи известными являются перемещения одной из струн во времени ( )Su t  в одной из 

ее точек, а необходимо по этим перемещениям найти изменение внешних возмущающих нагрузок (определить 
неизвестные силы по их косвенным проявлениям). При решении обратной задачи для системы струн кроме 
внешней возмущающей нагрузки необходимо также определить неизвестные силы контактного взаимодействия. 
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