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УДК 519.6 

О. М. ЛИТВИН 

ПІДВИЩЕННЯ ТОЧНОСТІ РОЗКЛАДАННЯ В РЯД ФУР’Є РОЗРИВНИХ ФУНКЦІЙ ОДНІЄЇ ТА 
ДВОХ ЗМІННИХ 

Пропонується для чисельної реалізації метода А.Н.Крилова підвищення точності розкладання в ряд Фур’є розривних функцій однієї змінної 
використовувати розривні сплайни. Обговорюється також можливість його узагальнення на функції двох змінних для покращення діагнозу в 
комп’ютерній томографії з використанням проекцій, що надходять з компʼютерного томографа. Пропонується в методі А.Н.Крилова підви-
щення точності наближення сумами Фур’є розривних функцій однієї та двох змінних використовувати розривні сплайни. 

Ключові слова: розривні функції, ряди Фур’є, покращення збіжності, метод виділення особливостей. 

Вступ. Як відомо [1, п. 15, гл. 6], ряди Фур’є погано збігаються, деякі з них не є абсолютно та рівномірно 
збіжними. Зокрема, суми Фур’є не збігаються до функції в точках її розриву. В [2, стор. 516] описаний метод 
академіка А. Н. Крилова для покращення збіжності тригонометричних сум Фур’є розривних функцій для випад-
ку, якщо її точки розриву першого роду відомі. 

 
Наближення сумами Фур’є розривних функцій однієї змінної з використанням розривних сплайнів. 
Вважаємо, що функція ( ), [0,1]f x x∈  має розриви разом із своїми похідними до порядку 1 r N≤ ∈  в точках 

, 1, 1kx k m= −  0 1 10 ... 1m mx x x x−= < < < < = : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 , 1, 1, 0,s ss s
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ℓ  – поліноми степеня 2 1r −  з властивостями  

( ) ( ) ( ) ( )
1 , 1 ,, , 1, 1, , 1, , , 1, 1, , 1,0 ( ) , 0 ( ) 0, 0 , ; 1 ( ) 0, 1 ( ) , 0 , .p p p p

k p s k k k p sk k k s k k k s k k k s k k k sh x h x p s r h x h x p s rδ δ+ ++ + + + + += = ≤ ≤ = = ≤ ≤  
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Теорема 1. Сплайн ( )Sp x  на кожному інтервалі 1[ , ], 0, 1k kx x k m+ = −  є оператором ермітової інтерполя-

ції з властивостями 
( ) ( ) ( ) ( )

1 1( 0) ( 0), ( 0) ( 0), 0, .q q q q
k k k kSp x f x Sp x f x q r+ ++ = + − = − =  

Доведення. Ці властивості можна встановити безпосередньою перевіркою. 
Теорема 1 доведена. 

Теорема 2. Функція ( ) ( ) ( )R x f x Sp x= −  має властивості ( ) [0,1]rR x C∈ , ( ) ( ) 0, 0, , 1, 1s
kR x s r k m= = = − . 

Доведення. Розривний сплайн ( )Sp x  на кожному інтервалі 1[ , ]k kx x +  є поліномом степені 2 1r − , який задо-

вольняє властивості  
( ) ( )( ) ( 0)q q

k kSp x f x= + , ( ) ( )
1 1( ) ( 0)q q

k kSp x f x+ += − , 0, , 0, 1q r k m= = −  

оскільки він є поліномом двоточкової інтерполяції Ерміта на цьому інтервалі. Тобто, сам сплайн на всьому ін-

тервалі належить до класу [0,1]rC  і, таким чином, різниця між наближуваною функцією ( )f x  і цим сплайном 

( ) ( ) ( )R x f x Sp x= −  буде задовольняти умові 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

0 0 0 0 0 0;
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 1, 1, 0,k m q r= − = . 

Тобто теорема 2 доведена. 
Пропонується розкладати функцію ( )R x  у вигляді суми Фур’є: 

2( )
N

i px
N p

p N

F x c e π

=−
= ∑ , ( )

1
2

0

,i px
pc R x e dxπ−= ∫  ,p n n= − , 

і наближувану функцію ( )f x  представляти у вигляді суми ( ) ( ) ( )Nf x Sp x F x= + . 

Теорема 3. Для похибки наближення функції ( )R x  сумою Фур’є ( )NF x  справедлива нерівність 

( ) ( ) ( )1R
NR x F x O N− −− = . 

Доведення. Враховуючи, що [ ]( ) 0,1rR x C∈ , то при такому наближенні ми всі точки розриву включаємо в 

перший доданок ( )Sp x , а для сум Фур’є ( )NF x  порядок збіжності, як відомо [2], буде дорівнювати 
1

1
r

O
N +

 
 
 

. 

Теорема 3 доведена. 
 
Наближення сумами Фур’є розривних функцій двох змінних з використанням розривних сплайнів 

від двох змінних. Описана вище чисельна реалізація методу академіка А. Н. Крилова може бути узагальнена та-
кож на випадок наближення розривних функцій двох та більше змінних. Вважаємо, що функція ( , ),f x y  

, [0,1]x y∈  має розриви першого роду разом із своїми похідними ( ,0)( , ) ( , ) /s s sf x y f x y x= ∂ ∂  0 s r≤ ≤  до поряд-

ку r  на системі вертикальних прямих 

, 1, 1ix x i m= = −  0 1 10 ... 1m mx x x x−= < < < < = : ( ) ( ) ( ),0 ( ,0) ( ,0) ( ,0)
0 0 00, ( ) 0, ,s s s s
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1, 1, 0,k m s r= − =  

та розриви похідних (0, )( , ) ( , ) /p p pf x y f x y y= ∂ ∂  0 p r≤ ≤  до порядку r  на системі горизонтальних прямих 

, 1, 1jy y j n= = − : 0 1 10 ... 1n ny y y y−= < < < < = , тобто  
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Введемо до розгляду розривні сплайни ( ) ( ) ( )1 , , 2 , , 12 ,S x y S x y S x y:  
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де 
,, , 1, 1,, , 1,1 ( ), 0 ( ), 0, 1

i i i s i i i sh x h x i m
+ + + = −  – поліноми степеня 2 1r −  з властивостями  

( ) ( )( ) ( )
, , 1, ,, , 1, 1, , 1,1 , , 1; , 0, , 0 , , 1; , 0, .p p

k i k p s k i k p si i i s i i i sh x k i i p s r h x k i i p s rδ δ δ δ++ + += = + = = = + = . 

Аналогічно визначаються також базисні поліноми двоточкової ермітової інтерполяції за змінною y  

( ) ( ), , 1, 1, , 1,1 , 0 , 0, 1, 0,j j j q j j j qh y h y j n q r+ + + = − = . 

Введемо до розгляду оператор 
( , ) 1 ( , ) 2 ( , ) 12 ( , )Spf x y S f x y S f x y S f x y= + −  

Теорема 4. Функція ( , )Sp x y  на кожному прямокутнику 1 1[ , ] [ , ] [0,1] [0,1]k k l lx x y y+ +× ∈ ×  має властивості 

( ) ( ) ( ) ( ),0 ,0( ,0) ( ,0)
10 1 0( ) 0, ; ( ) 0, ( ), 1, 1, 0,s ss s

k kk kSpf x y f Spf x y f y k m s r++ + −+ = − = = − = , 

( ) ( ) ( ) ( )0, 0,(0, ) (0, )
1 10 1 0( ) , 0 ( ); ( ) , 0 ( , 0), 1, 1, 0,q qq q

j j jj jSpf x y f x Spf x y f x y j n q r+ +− + −+ = − = − = − = . 

Доведення цієї теореми випливає з того, що оператори ( , ) ( 1 2 12) ( , )Spf x y S S S f x y= + − , за побудовою [5], є 

операторами поліноміальної інтерлінації ермітового типу з використанням даних на сторонах цього чотирикут-
ника. 

Теорема 4 доведена. 

Теорема 5. Функція ( ), ( , ) ( , )R x y f x y Sp x y= −  має властивості  

, 2( , ) [0,1]r rR x y C∈ , ( ,0) (0, )( , ) 0, 0, , 1, 1, ( , ) 0, 0, , 1, 1s q
t jR x y s r i m R x y q r j n= = = − = = = − . 

Доведення. 
( ,0) ( ,0) ( ,0) ( ,0) ( ,0)( , ) ( , ) ( , ) ( 0, ) ( 0, ),

t

s s s s s
t t t t tR x y f x y sp x y f x y sp x y= − = ± − ±  0, , 1, 1,s r i m= = −  

(0, ) (0, ) (0, ) (0, ) (0, )( , ) ( , ) ( , ) ( , 0) ( , 0),q q q q q
j j j j jR x y f x y sp x y f x y sp x y= − = ± − ±  0, , 1, 1q r j n= = − . 

Теорема 5 доведена. 

Пропонується розкладати в суму Фур’є функцію ( ), ( , )R x y Rf x y= : 

2 ( )
, ,( , )

N N
i px qy

N N p q
p N q N

F f x y c e π +

=− =−
= ∑ ∑ , ( )

1 1
2 ( )

,
0 0

, i px qy
p qc Rf x y e dxdyπ− += ∫ ∫ , , ,p q N N= −  

і функцію ( , )f x y  наближувати у вигляді суми ,( , ) ( , ) ( , )N Nf x y Sp x y F x y= + . 

Враховуючи, що , 2( , ) [0,1]r rR x y C∈ , то при такому наближенні ми всі точки розриву включаємо в перший 

доданок ( , )Sp x y , а для сум Фур’є , ( , )N NF f x y  порядок збіжності буде, як відомо [2], 1(1/ )rO N + . 

 
Висновки. Таким чином, запропонований підхід може розглядатися як автоматичне забезпечення збіжності 

ряду Фур’є до функції ( , )f x y  з відомими точками розриву. Для їх наближеного знаходження можна скориста-

тися твердженнями робіт [3, 4]. Твердження цієї статті [5] планується покласти в основу нового методу 
розв’язання плоскої задачі комп’ютерної томографії у вигляді розривного сплайну від двох змінних та суми 
Фур’є від функції, яка є різницею між наближуваною функцією та сплайном і належить до , 1r r ≥  разів непере-
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рвно диференційованих за кожною змінною функцій. При цьому коефіцієнти Фур’є обчислюються за допомо-
гою проекцій, що надходять з комп’ютерного томографа. 
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УДК 519.6 

О. М. ЛИТВИН, О. О. ЛИТВИН, Ф. Ф. КОВАЛЬ, О. С. ЧОРНА 

МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ ПРОСТОРОВОГО РОЗПОДІЛУ ВМІСТУ ДЕЯКОЇ СУКУПНОСТІ 
КОРИСНИХ КОПАЛИН В КОРІ ЗА ДАНИМИ З КЕРНІВ СВЕРДЛОВИН МЕТОДОМ 
ІНТЕРЛІНАЦІЇ ФУНКЦІЙ 

Розглянуто задачу про відновлення в кожній точці між заданою системою свердловин (взагалі кажучи, похилих) скінченої множини елемен-
тів періодичної таблиці або їх сполук лінійної щільності на заданій глибині. Тобто, ми обмежуємося не всіма елементами періодичної таб-
лиці, а лише n− вибраними елементами або їх сполуками. Запропоновано метод побудови інтерлінаційного оператора матричних функцій, 
кожна компонента якої залежить від трьох змінних на системі кривих, тобто співпадає з наближуваною матричною функцією у всіх сверд-
ловинах на заданій глибині, та дозволяє обчислювати значення цієї матричної функції в кожній точці між свердловинами по заданій глибині. 
Наведений метод побудови математичних моделей просторового розподілу корисних копалин між похилими свердловинами дозволяє буду-
вати математичні моделі структури кори Землі з використанням всіх сполук кернів похилих свердловин, які призведуть до створення ефек-
тивних методів розвідки корисних копалин та розробки родовищ. Також розглянуто перспективи подальших досліджень. 

Ключові слова: математична модель, інтерлінація функцій, просторовий розподіл, керни свердловин. 

Вступ. Математичне моделювання займає провідне місце в гірничо-економічному аналізі. Цей метод дає 
можливість вибирати оптимальні режими роботи гірничотехнічного устаткування, визначати найкращі парамет-
ри реконструкції тих, що діють, і будівництва нових гірничодобувних підприємств, вирішувати завдання ком-
плексного розвитку гірничодобувних регіонів. Застосування теорії інтерлінації функцій 3-х змінних до 
розв’язання технічних задач таких, як відновлення в кожній точці ( , , )x y z  між заданою системою свердловин 

(прямих або похилих) 

{ }( ) ( , , ) : ( ), ( ), 0k k kz x y z x X z y Y z H zΓ = = = − ≤ ≤
скінченої множини елементів періодичної таблиці або їх сполук за даними матриці-функції за змінною z , де z

– глибини свердловин, , ( ), 1, , 1,k i z k M i nγ = = , та знаходження оцінки запасів корисних копалин на основі ре-

зультатів свердловинного буріння має велике практичне значення на сьогоднішній день. 
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