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УДК 621.43 

А. М. ЛЕВТЕРОВ, О. А. ЛЕВТЕРОВ, Л. И. ЛЕВТЕРОВА 

ФОРМИРОВАНИЕ БАЗЫ ДАННЫХ ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИХ СВОЙСТВ СЛОЖНЫХ ЭФИРОВ 
ЖИРНЫХ КИСЛОТ БИОДИЗЕЛЬНЫХ ТОПЛИВ В ГАЗОВОЙ ФАЗЕ (ЧАСТЬ 2) 

В результате аппроксимации дискретных табличных данных о термодинамических и термохимических свойствах двадцати двух метиловых 
и этиловых эфиров высших жирных кислот получены коэффициенты полиномов, описывающих основные термодинамические характери-
стики этих веществ в функции температуры на интервале 300 – 3000 К. Таким образом восполняется отсутствие сведений о термодинамиче-
ских свойствах целого ряда биодизельных топлив, получаемых из различных растительных масел, которое затрудняет численное моделиро-
вание рабочих процессов поршневых двигателей с самовоспламенением. 

Ключевые слова: биотоплива, эфиры жирных кислот, растительные масла, математическое моделирование, рабочий процесс, термо-
динамические свойства, термохимические свойства, полином. 

Введение. Необходимым условием для расчета состава и свойств высокотемпературных смесей является 
наличие информации о термодинамических и термохимических свойствах индивидуальных веществ, входящих 
в состав топлива и продуктов сгорания. Реализация численных исследований рабочих процессов поршневых 
двигателей, работающих на альтернативных биодизельных топливах, в настоящее время затруднена в связи с 
отсутствием такой информации. Чтобы восполнить этот пробел, первая часть публикации (часть 1, см. статью в 
этом сборнике) была посвящена анализу информации о термодинамических и термохимических свойствах эфи-
ров высших жирных кислот, химически связанных в биодизельных топливах, как то – стандартной энтальпии 

образования ( 0
fTH∆ ), энтропии при стандартной температуре ( fTS ), энтропии ( ( )S T ) и изобарной теплоемко-

сти ( ( )pC T ) в функции температуры. 

Для большинства неорганических и некоторого ряда органических химических соединений созданы термо-
динамические базы данных в разных научных центрах (Термоцентр им. В.П. Глушко, THERMO (NASA), 
THERMODATA, JANAF, CHEMKIN и другие [1, 2, 3, 4, 5, 6]), которые все время пополняются. Данные по биоди-
зельным топливам отсутствуют, во всяком случае, в открытой печати. В результате обработанной информации, 
изложенной во многих публикациях (часть 1), собраны сведения о свойствах сложных метиловых и этиловых 
эфиров 11 высших жирных кислот: лауриновой, тетрадекановой, пальмитиновой, пальмитолеиновой, маргари-
новой,  маргаринолеиновой  (margaroleic acid),  стеариновой,  олеиновой,  линолевой,  линоленовой,  арахиновой. 
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Этого вполне достаточно, чтобы в дальнейших исследованиях рабочих процессов поршневых двигателей с са-
мовоспламенением руководствоваться свойствами биодизельных топлив (БДТ), представляющих собой химиче-
ски связанные соединения сложных метиловых (или этиловых) эфиров именно этих жирных кислот. 

Количество масел, которые могут служить сырьем для БДТ, наиболее полно представлено в [7]. Свойства 
практически любого БДТ можно описать с помощью приобретенных сведений. Так, БДТ рапсового масла со-
стоит на 5 % (весовых долей) из сложного метилового эфира пальмитиновой кислоты; 2,5% сложного метилово-
го эфира стеариновой кислоты; 59 % сложного метилового эфира олеиновой кислоты; 21 % сложного метилово-
го эфира линолевой кислоты; 9 % сложного метилового эфира линоленовой кислоты; 1 % сложного метилового 
эфира арахиновой кислоты и 1,5 % сложных метиловых эфиров других кислот, а БДТ из соевого масла – это 
смесь сложных эфиров тех же самых жирных кислот, но в других пропорциях [8]. Таким образом, биодизельное 
топливо ( kB ), полученное из растительного масла k , можно представить как смесь сложных эфиров соответст-

вующих жирных кислот n , выделенных из имеющихся данных об j сложных метиловых и этиловых эфирах iE  
n

k i i
i

B γ= ⋅Ε∑ , 1...i n=  из j , 22j = , 

где iγ – весовая доля сложного эфира i − той жирной кислоты в рассматриваемом биодизельном топливе. 
 
Цель и постановка задачи. Выражения температурной зависимости реальных значений термодинамиче-

ских функций имеют очень сложный вид и для реализации расчетов требуют большого количества справочных 
данных. Текущая задача состоит в том, чтобы выборку данных из таблиц 6 и 7 из [9] о свойствах сложных эфи-
ров, полученных специалистами-термохимиками расчетными методами квантовой химии, наряду со специально 
разработанными приложениями для этих высокомолекулярных соединений в диапазоне температур от 300 до 
5000 К, представить в виде приближенной аналитической зависимости. При этом в [9] отмечается , что погреш-
ность получения результатов для энтальпии формирования меньше 1 Ккал/моль, а при определении теплоемко-
сти наблюдается недооценка результата в диапазонах температур 300 – 500 К, а затем переоценка при 1000 К и 
2000 К. Есть важное замечание, что для моделирования процессов сгорания отклонения в ±3 Ккал/моль допус-
тимы, но их влияние не может быть продемонстрировано, потому что на момент написания, как утверждается в 
[9], не существовало химической кинетической модели, способной описать процесс сгорания этих составов. 

При моделировании процессов сгорания используются три фундаментальные термохимические функции 

TH , ( )pC T , TS . Если данные о них предлагаются в виде дискретных, табличных значений, их необходимо 

представить как непрерывную, аппроксимирующую функцию. Теория математической аппроксимации включа-
ет в себя методы получения приближенной зависимости полиномами, сплайнами, отрезками ряда Фурье, поли-
номами по ортогональным многочленам, собственными функциями краевых задач. Как правило, термодинами-
ческие функции представляются полиномами различного вида. Важно, насколько точно полином в целом опи-
сывает зависимость термодинамической величины от температуры. Экстраполяция полинома за пределы темпе-
ратурной области, в которой проводится аппроксимация, связана с увеличением погрешности и с возможным 
изменением характера зависимости. Величина погрешности и вид полинома зависят от методов подгонки поли-
номов под табличные данные. Это могут быть «сшитые» по интервалам температур полиномы, когда конец од-
ного является началом второго с точным значением аппроксимируемой в этой точке величины, или взаимно пе-
рекрывающиеся опять же по характерным температурным точкам, или полиномы одновременной подгонки по 
всем аппроксимируемым термодинамическим величинам. К последним относятся термодинамические полино-
мы NASA [4] для интервала температур 300 – 5000 К. Широко распространены термохимические таблицы 
JANAF [5] с подгонкой на интервале 300 – 5000 К. Базы данных имеют свою структуру информации, единицы 
измерения, набор индивидуальных веществ, методы построения полиномов. Для сравнения ниже представлены 
некоторые приближенные выражения температурной зависимости энтальпии и изобарной теплоемкости: 

2 3 4
1 2 3 4 5( ) /pC T R a a T a T a T a T= + + + + + ; 

7

0
1

q
q

q

H a a x
=

= + ⋅∑ , где 0,001x T= ; 

2 3 43 5 62 4
1/

2 3 4 5

a a aa a
H RT a T T T T

T
= + + + + + ; 

4 1 2 3 4
2 1 2 1 2 310 2 2 3iH A a x a a x a x a x a x− −

− − = + − + + + + +  , где 410x T−= ⋅ . 

 
Расчет коэффициентов аппроксимирующих полиномов. Методы аппроксимации обычно основаны на 

минимизации суммы квадратов отклонений или минимизации суммы модулей отклонений фактического и при-
ближенного значений. Если число заданных точек превышает число определяемых коэффициентов аппроксима-
ции, чаще всего для аппроксимации используется метод наименьших квадратов (МНК), при котором средне-
квадратичная ошибка минимальна [10].  

Для приближенного представления дискретных значений термодинамических свойств сложных эфиров 
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жирных кислот введем непрерывную функцию ( )f x  в виде линейной комбинации m  базисных функций, выбор 

которых зависит от свойств той реальной функции ( )f x , к которой принадлежат дискретные значения: 

0 0 1 1 2 2
0

( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )
m

m m k k
k

f x A f x A f x A f x A f x A f x
=

= + + + + = ⋅∑ .                                      (1) 

Каждому сложному эфиру в исходной таблице поставлено в соответствие n  значений температуры (пере-
менная x ), n  фактических значений некой функции ( )if x , которое обозначим как if , и вычисляемое прибли-

женное значение непрерывной функции ( )if x  

0 0 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ... ( )i i i i m m if x A f x A f x A f x A f x= + + + + . 

Отклонение заданного и вычисляемого значений ( )i i is f f x= − , а затем сумму квадратов этих отклонений 

по всем значениям переменной получим в виде 
2

2 2

1 1 1 0

( ( )) ( )
n n n m

i i i i k k i
i i i k

S s f f x f A f x
= = = =

 
= = − = − ⋅ 

 
∑ ∑ ∑ ∑ .                                              (2) 

Отклонения заданных значений от аппроксимирующей функции будут минимальны при minS → . В роли 
независимых переменных функционала S  выступают коэффициенты 0A , 1A , 2A , …, mA , а необходимым усло-

вием минимума является равенство нулю его частных производных первого порядка по независимым перемен-
ным kA , то есть  

0 0 1 1 2 2 0
0 1

2 ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) 0
n

m m i i
i

S
A f x A f x A f x A f x f f x

A =

∂
 = + + + + − ⋅ = ∂ ∑ ; 

0 0 1 1 2 2 1
1 1

2 ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) 0
n

m m i i
i

S
A f x A f x A f x A f x f f x

A =

∂
 = + + + + − ⋅ = ∂ ∑ ; 

0 0 1 1 2 2 2
2 1

2 ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) 0
n

m m i i
i

S
A f x A f x A f x A f x f f x

A =

∂
 = + + + + − ⋅ = ∂ ∑ ; 

0 0 1 1 2 2
1

2 ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) 0
n

m m i m i
m i

S
A f x A f x A f x A f x f f x

A =

∂
 = + + + + − ⋅ = ∂ ∑ .                                 (3) 

Приведем запись полученной системы линейных алгебраических уравнений к одной из традиционных 
форм – скалярной 

00 0 10 1 20 2 0 0m mΦ A Φ A Φ A Φ A B+ + + ⋅⋅⋅+ = ; 

01 0 11 1 21 2 1 1m mΦ A Φ A Φ A Φ A B+ + + ⋅⋅⋅ + = ; 

02 0 12 1 22 2 2 0 2m mΦ A Φ A Φ A Φ A B+ + + ⋅⋅⋅ + = ; 

0 0 1 1 2 2m m m mm m mΦ A Φ A Φ A Φ A B+ + + ⋅⋅⋅ + = ,                                                       (4) 

где jkФ  – скалярное произведение базисных функций 
1

( ) ( )
n

j i k ii
f x f x= ⋅∑ , jB  – скалярное произведение 

1
( )

n
k i ii

f x f= ⋅∑ , i  изменяется от 1 до n , j  от 0 до m , k  от 0 до m  и фиксировано для каждого из ( 1)m+ − го 
уравнения. 

Матрица системы Ф  при неизвестных коэффициентах имеет размерность ( 1) ( 1)m m+ × + , симметрична и 

положительно определена, вектор – столбец искомых коэффициентов A  размерности ( 1)m+ , вектор – столбец 

свободных членов B  размерности ( 1)m+ . В матричной форме запись системы уравнений (4) примет вид 

⋅ =Ф A B . 
Решение системы уравнений (4), доставляющей минимум функционалу S  (2), может быть осуществлено 

любым из известных методов: Гаусса, Гаусса-Жордана, Крамера. Полученные в результате решения неизвест-
ные коэффициенты 0 1 2, , , ..., mA A A A  подставляются в уравнение (1), что конкретизирует приближенную функ-

цию ( )f x . 

Главная задача при построении полиномов – добиться необходимой (или заданной) точности воспроизве-
дения термодинамической величины. Качество приближения может быть оценено величиной среднеквадратич-
ного отклонения 

1/ 2
2

1

1
( ( ) ) .

n

i i
i

f x f
n

δ
=

 
= ⋅ − 
 
∑                                                                  (5) 

Алгоритм решения системы линейных алгебраических уравнений (4) оформлен в виде программного моду-
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ля, позволяющего изменять как вид базисных функций, так и размерность системы и, кроме того, получать в 
графическом виде приближенную (аппроксимирующую) функцию. 

Обратимся к конкретному осуществлению формирования таблицы неизвестных коэффициентов при базис-
ных функциях для всех 22 сложных эфиров жирных кислот в соответствии с выборкой по изобарной теплоемко-
сти ( )pC T . В случае необходимости возможно решение системы уравнений (4) и для дискретных значений эн-

тропии. Выбор вида базисных функций сделан в пользу интерполяционных полиномов, согласуемых с [1], базо-
вой моделью [11] и математической моделью рабочего процесса дизельного двигателя [12]. 

Представим приближенное выражение для изобарной теплоемкости ( )pC T  в виде полинома шестой степе-

ни с введением масштабного коэффициента 310x T −= ⋅ , тогда 
6

0

( ) ( ) k
p k

k

C T f x A x
=

= = ⋅∑ . 

Решение системы уравнений (4) было осуществлено для всех 22 представленных выборок изобарной теп-
лоемкости сложных метиловых и этиловых эфиров жирных кислот на интервале температур 300 – 3000 К, чи-
словые значения коэффициентов обобщенных многочленов сведены в табл. 1. Среднеквадратичная погреш-
ность, вычисленная по формуле (5), находится в пределах ( 0,18 ... 0,28). 

 
Таблица 1 – Значения изобарной теплоемкости лауриновой кислоты [9] 

 

Температура, К 
Эфиры лауриновой кислоты 

300 400 500 600 800 1000 1500 2000 2500 3000 
метиловый эфир 72,6 93,7 113,2 129,8 155,7 174,6 202,9 217,0 224,6 229,1 ( )pC T , кал/(моль·К) 
этиловый эфир 77,8 100,6 121,5 139,4 167,3 187,5 218,0 233,1 241,3 246,1 

 
Простые соотношения, связывающие основные термодинамические функции, позволяют при наличии при-

ближенной зависимости для одной термодинамической функции получить другие необходимые величины про-
стым интегрированием. Если в качестве исходного полинома использован полином для изобарной теплоемкости 

( )pTC f T= , то энтропия и энтальпия будут вычисляться по формулам 

0
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 – аппроксимирующая зависимость;   – фактическое значение функции. 
 

Рис. 1 – Аппроксимирующая зависимость изобарной теплоемкости сложного метилового эфира лауриновой кислоты 
в функции температуры. 

 
Если в качестве исходного полинома использовать полином для энтропии ( )TS F T= , то энтальпия и 

удельная теплоемкость будут вычислены, соответственно, так: 

0

0

( )T

T T
T

dF T
H H T dT

dT
= + ⋅∫ ;  p

H
C

T

∂=
∂

. 
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В качестве постоянных интегрирования принимаются стандартная энтальпия образования вещества 
(

0

0
T fTH H= ∆ ) и энтропия при стандартной температуре (

0T fTS S= ). Значения этих величин дополняют табл. 2 с 

символами iA  и sA . При отсутствии значений энтропии при стандартной температуре для некоторых сложных 

эфиров жирных кислот коэффициент sA  можно рассчитать по формуле 

3 3 1
1 1 1 1

2

10 ln 10 10
1

n
i

s T i
i

i
A S A x A x

i
− − −

=
= − − −

−∑
. 

При этом в качестве 
1T

S  и, соответственно, температуры 1T  можно использовать любую табличную вели-

чину [1]. Очевидно, можно использовать и табличное значение энтропии при температуре 300 К (вместо 
298,15 К). В этом случае отклонения не превысят допустимой погрешности аппроксимации, которая оговарива-
ется в [9]. 

В статье приводится только часть исходной таблицы со значениями ( )pC T  сложного метилового и сложно-

го этилового эфиров лауриновой жирной кислоты, а график приближенной зависимости изобарной теплоемко-
сти сложного метилового эфира лауриновой кислоты в функции температуры представлен на рис. 1 

Реализация полученных результатов в математической модели [12] расчета рабочего процесса дизельного 
двигателя потребует изменений в программном модуле расчета теплофизических свойств топлива (биодизель-
ного) и продуктов сгорания. 

 
Выводы. Полученные коэффициенты приближенных функциональных зависимостей позволяют решить 

проблему отсутствия базы данных по термодинамическим свойствам значительного ряда альтернативных био-
дизельных топлив, производимых из различных растительных масел. При решении поставленной задачи ап-
проксимации выполнено обобщение накопленных данных об исследуемых веществах и о форме приближенной 
функции, которое опирается на существующую теоретическую базу и опыт использования аппроксимирующих 
зависимостей. Коэффициенты уравнения, приближенно описывающего зависимость изобарной теплоемкости от 
температуры на интервале 300 – 3000 К, теперь могут использоваться для реализации численных исследований 
рабочих процессов, протекающих в поршневых двигателях с самовоспламенением, работающих на биодизель-
ном топливе и на бионефтяных композициях. Создан универсальный программный модуль, позволяющий вно-
сить изменения в алгоритм при выборе базовых функций, исходного полинома и размерности исходных пара-
метров. 
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УДК 519.6 

О. М. ЛИТВИН 

ПІДВИЩЕННЯ ТОЧНОСТІ РОЗКЛАДАННЯ В РЯД ФУР’Є РОЗРИВНИХ ФУНКЦІЙ ОДНІЄЇ ТА 
ДВОХ ЗМІННИХ 

Пропонується для чисельної реалізації метода А.Н.Крилова підвищення точності розкладання в ряд Фур’є розривних функцій однієї змінної 
використовувати розривні сплайни. Обговорюється також можливість його узагальнення на функції двох змінних для покращення діагнозу в 
комп’ютерній томографії з використанням проекцій, що надходять з компʼютерного томографа. Пропонується в методі А.Н.Крилова підви-
щення точності наближення сумами Фур’є розривних функцій однієї та двох змінних використовувати розривні сплайни. 

Ключові слова: розривні функції, ряди Фур’є, покращення збіжності, метод виділення особливостей. 

Вступ. Як відомо [1, п. 15, гл. 6], ряди Фур’є погано збігаються, деякі з них не є абсолютно та рівномірно 
збіжними. Зокрема, суми Фур’є не збігаються до функції в точках її розриву. В [2, стор. 516] описаний метод 
академіка А. Н. Крилова для покращення збіжності тригонометричних сум Фур’є розривних функцій для випад-
ку, якщо її точки розриву першого роду відомі. 

 
Наближення сумами Фур’є розривних функцій однієї змінної з використанням розривних сплайнів. 
Вважаємо, що функція ( ), [0,1]f x x∈  має розриви разом із своїми похідними до порядку 1 r N≤ ∈  в точках 

, 1, 1kx k m= −  0 1 10 ... 1m mx x x x−= < < < < = : 
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ℓ  – поліноми степеня 2 1r −  з властивостями  
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