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ИЗНОСОСТОЙКОСТЬ НЕСУЩИХ ПОВЕРХНОСТЕЙ 
ЗУБЧАТЫХ ПЕРЕДАЧ 

 
Розглянуто зносостійкicть поверхневого шару зубців та кінетику їх руйнування, виходячи із тео-
рії пластичності та фізики твердого тіла. Встановлено зв’язок між параметрами зносостійкості та 
напружено-деформованим станом контактуючих поверхонь під навантаженням. Отримано гра-
ничне значення деформацій в процесі зношування і, тим самим, визначено умову Гріффітса для 
контактних задач. 
 
The endurance of teeth surface stratum and kinetics of their destruction is considered, going out from the 
theory of plasticity and physics of solid. Connection is set between the endurance parameters and stress-
strain state of contacting surfaces on-loading. The maximum value of deformations is got in the process 
of wear and, the same, certainly Griffits condition for contact tasks. 
 

Введение. Износ поверхностного слоя (ПС) несущих поверхностей зуб-
чатых передач является результатом сложного движения вещества ПС вслед-
ствие протекания процессов пластического течения и разрушения, развиваю-
щихся одновременно на разных масштабных уровнях. 

Сложная структура ПС определяет эффекты запаздывания с практически 
непрерывным спектром времен запаздывания. С ростом контактного давле-
ния скорость перемещения вещества вдоль ПС и скорость выноса уменьша-
ются. Однако, в результате возрастания толщины ПС количество переме-
щающегося вещества может увеличиться.  

Основные процессы изнашивания и диспергирования происходят имен-
но в ПС, как это показано в работах [1, 2, 3]. 

Анализ научных публикаций показывает, что износостойкость несущих 
поверхностей зубчатых передач с позиций теории пластичности и кинетика 
их разрушения исследуются впервые. 

Цель статьи – исследование износостойкости ПС зубьев и кинетики их 
разрушения, исходя из теории пластичности и физики твердого тела. 

Износостойкость несущих поверхностей зубьев с позиций теории 
пластичности. Рассмотрим ПС как некоторую среду, структурные особенно-
сти которой определяются: 

• формой, размерами и статистическим размещением пор, образован-
ных пустотами между контактирующими микронеровностями; 

• границами раздела между контактирующими телами в пределах пя-
тен контакта; 
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• зернами, включениями, субмикропорами и их границами в объемах ма-
териала, вовлеченных в пластическую деформацию при трении несущих по-
верхностей зубчатых передач. 

Перечисленные дефекты имеют разные масштабы. Такая иерархия мас-
штабов дефектов, в основе которой лежат явления разной природы, требует 
рассмотрения процессов пластичного течения на разных масштабных уров-
нях, причем при переходе с низшего уровня на высший необходимо стати-
стическое усреднение предыдущего уровня. Усреднение явлений низшего 
иерархического уровня по отношению к высшему эквивалентно системе 
уравновешенных полей микронапряжений, возникающих в усредненных об-
ластях. Развитие этих дефектов в процессе пластического течения происходит 
в условиях локального перераспределения макроскопических величин, кото-
рое должно учитываться введением в расчетные модели соответствующих 
структурных параметров. 

При относительном сдвиге тел трения в пределах их контакта возникает 
пластическое течение, охватывающее определенный объем V. Будем считать, 
что это течение может быть описано тензорами напряжений )(rTσ  и скоро-

стей деформации )(rTξ , являющимися функциями координаты r. Тогда мак-
роскопические (средние) напряжения и скорости деформации могут быть вы-
ражены через микроскопические (структурные) уравнениями [3, 4]: 

 ∫
υ

σσ υ
υ

= ;1 dTT    ∫
υ

ξξ υ
υ

= ,1 dTT  (1) 

где υ  – пористость, то есть отношение объема пустот к объему V. 

С другой стороны 
 ;0

σσσ ′+= TTT    ,00
ξξξξ µ=′+= TTTT  (2) 

где 00 , ξσ TT  – макроскопические тензоры напряжений и скоростей дефор-
мации; −′′ ξσ TT , средние значения тензоров микронапряжений и скоростей 
микродеформации; −µ параметр распределения микродеформации. 

Считая, что в пределах объема V значения 00 и ξσ TT  постоянны, усредним 
эти значения по ансамблю их реализации. Если  

 ∑ σσ ′=〉′〈
N

T
N

T 1 ;   ∑µ=〉µ〈
N

N
1 , (3) 

то 

 ;0 〉′〈+=〉〈 σσσ TTT    ,0
µξ 〉µ〈=〉〈 TT  (4) 

где 〉〈 σT , 〉〈 ξT  – эффективные значения напряжений и скоростей деформации. 
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Согласно [3, 5] условие пластичности для пористых тел имеет вид 

 ,22
12 kJJ =α+′γ    ;

3
1

1 〉σ〈=〉σ〈= iiJ    ( ) ,21
2 〉σ〈〉σ〈=′ iiijJ  (5) 

где −γα, функции пористости [2, 3]; −k константа [2]. 
Рассматривая уравнения (3) и (5) совместно с ассоциированным законом 

пластического течения 

 ,0; ≥λ
σ∂
∂

λ=ξ
ij

ij
f  (6) 

получим кинетическое уравнение изменения пористости в процессе пла-
стического течения: 
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)(39
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σ

συγ
µυα+〉σ′〈

συγ
µυα=υ ddd

SS
 (7) 

где −Ρd прирост интенсивности пластической деформации макроскопи-
ческого поля; −σS предел текучести материала матрицы; −β коэффициент 
уравнения закона трения Амонтона-Кулона [1, 8]. 

Согласно [6, 8] 

 const.≅
σ

Ρ〉µ〈〉Π〈
=

σ
〉σ′〈

SS
 (8) 

Из (8) следует, что на стадии разрыхления const≅β  и независимо от 
знака приложенного напряжения в пластической области структурно-
неоднородной среды на более прочных элементах этой среды действуют рас-
тягивающие микронапряжения. Это обуславливает зарождение трещин и по-
явление неустойчивости течения при больших пластических деформациях. 
Следовательно, пластический сдвиг в структурно-неоднороднй среде сопро-
вождается ее разрыхлением и увеличением объема. 

Напряжения течения пластической среды согласно [7, 8] описываются 
уравнениями 

   ;0βσ+τ=τ      (9)  

   ( ) .0 Ρσβ′′+β′=Ρβ=υ ddd     (10) 

Сравнивая уравнения (10) и (7), замечаем, что β в (9) можно рассматри-
вать как обобщенный параметр структурной неоднородности пластичноде-
формируемого твердого тела. 

Уравнение (9) является формой записи закона трения Амонтона-Кулона 
и характеризует связь между напряжением течения в ПС и сжимающим его 
давлением. Как следствие, относительный сдвиг контактирующих твердых 
тел сопровождается изменением объема вещества ПС, пропорциональным 
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коэффициенту β. Последний зависит от гидростатического сжатия, с ростом 
которого значения β уменьшаются, соответственно, уменьшается скорость 
разрыхления и разрушения вещества ПС. 

Примем, что некоторый параметр ε характеризует увеличение толщины 
ПС Н в результате разрыхления вещества ПС. Вынос вещества за его пределы 
описывается некоторой функцией, которая превращается в нуль при Н=0 и 
монотонно следует к ∞  вместе с Н. Положив ,)( HHF θ=  получим 
дифференциальное уравнение 

 ( ) ,HH
dt

dH
θ−ε=  (11) 

где )];(,,[ σβυσε=ε  )];(,[ σβυθ=θ  t – время. 
Решением этого уравнения является известная „логистическая кривая” 

[9]: 
 ( ).e)( tktH ε−−θε=  (12) 
В результате конкуренции этих двух процессов толщина ПС при ∞→t  

стремится к предельному значению независимо от начальной толщины. 
Состояние ПС наиболее полно отображает интегродифференциальное 

уравнение 

 ,)()(sin
0

HdtfHatmH
dt

dH t













ττ−τ−+ν+θ−ε= ∫  (13) 

где tm νsin  – отображает периодическое разрушение вторичных струк-
тур; интеграл – эффекты запаздывания, а – эмиграционный член, который 
учитывает попадание внешних частиц. 

Можно и далее усложнять модель, однако, с практической точки зрения 
это нецелесообразно. 

Изменение размеров фрикционного контакта в результате изнашивания 
можно оценить так: 

 

,)(* tH
dt
dy ′υ+ε−=                (14) 

где *υ – критическое значение разрых-
ления. 

Графическая интерпретация решения 
уравнения (14) представлена на рисунке, 
причем кривая I показывает кинетику износа 
в фрикционном контакте жесткого твердого 
тела, а кривая II – упругопластичного тела.  

Подведем некоторые итоги: 
1. Фрикционный контакт является диссипативной структурой, в резуль-

тате взаимодействия элементов которой его масса уменьшается. Его состоя-

Рисунок. Решение уравнения (14)  
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ние зависит от внешних воздействий, времени и предыстории нагружения, то 
есть представляет собой марковский процесс. Массовый и линейный износы 
не является величинами, значение которых равны с точностью до постоянно-
го коэффициента; массовый инос всегда отрицательный, линейный же может 
быть положительном. 

2. Анализ движения вещества в ПС показывает, что при монотонном 
уменьшении масштаба усреднения в указаных пределах параметры уравне-
ний (11), (13) изменяют свои значения скачкообразно, а при определенных 
значениях могут даже поменять знаки. 

3. Положительный износ, подобно термоупругим эффектам, перерас-
пределяет давление между элементами контактирующих поверхностей, что 
порождает неустойчивость изнашивания поверхностей зубьев в передачах 
зацеплением. 

Кинетика разрушения ПС с позиций физики твердого тела. Схему 
разрушения поверхностей трения можно представить следующим образом. 
Под действием касательных напряжений в кристаллах твердого тела проис-
ходит движение дислокаций, их генерация, а при достаточно высокой плот-
ности – аннигиляция. Эти два процесса определяют скорость накопления 
дислокаций и других дефектов кристаллической структуры. При накоплении 
дислокаций возникают субмикротрещины, длина которых зависит от количе-
ства соединенных дислокаций. По мере увеличения касательных напряжений 
микротрещины „подрастают” до тех пор, пока не реализуется условие Гриф-
фитса [5, 8], и не начнет происходить катастрофическое распространение 
микротрещин под действием нормальных напряжений. Отделение частиц 
износа может происходить за счет пересечения деформационных микротре-
щин.  

Рассмотрим кинетику разрушения однофазных поликристаллических 
твердых тел при одноосном ростяжении с образованием микротрещин на гра-
ницах зерен, что характерно для конструкционных материалов.  

Накопление дислокаций на границе зерна при деформации поликристал-
ла описывается уравнением [5, 8] 

 ( ),1 ρ−=
ε∂
ρ∂ A

Гdb
F  (15) 

где ρ – плотность дислокаций; ε – степень деформации, Г – коэффициент 
формы зерна; b – вектор Бюргерса; А – величина, обратно пропорциональная 
максимально возможной плотности дислокаций в кристалле; F – коэффици-
ент, учитывающий форму дислокационных петель. 

Проинтегровав выражение (15) и определив значения постоянных интег-
рирования при начальных условиях ε=0; ρ=ρ0, получаем уравнение, связы-
вающее степень деформации ε с плотностью дислокаций в кристалле: 

 .
1

1ln 0

ρ−
ρ−

=ε
A

A
FA
Гdb  (16) 
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Разложив в ряд )]1/()1ln[( 0 ρ−ρ− AA  и ограничиваясь лишь первыми 
членами, приведем (16) к виду 

 ( ).0ρ−ρ=ε
F
Гdb  (17) 

Плотность дислокаций ρ в формуле (17) связана с величиной касатель-
ных напряжений в плоскости скольжения выражением [2, 4]: 

 ,ρα=τ−τ ν Gb  (18) 

где α – фактор междислокационного взаимодействия, зависящий от типа 
решетки; G – модуль сдвига; ντ  – напряжения от трения в решетке недисло-
кационной природы. 

Подставляя (18) в (17), получаем зависимость уровня деформации от ве-
личины касательных напряжений в однофазном поликристаллическом мате-
риале: 

 .0

2












ρ−








α

τ−τ
=ε ν

GbF
Гdb  (19) 

Выполним оценку относительного удлинения при разрыве поликристал-
лической структуры, содержащей вторую фазу. Интенсивность накопления 
дислокаций на границах зерен и частицах второй фазы с учетом аннигиляции 
описывается уравнением [2, 4] 

 ( ),11
2 ρ−








λ
πδ

+=
ε∂
ρ∂ A

Гd
F

b
 (20) 

где d – размер зоны сдвига; δ – размер частиц второй фазы; λ – расстоя-
ние между частицами. 

Составляющая 2λπδ  учитывает образование дислокационных призма-
тических петель вокруг частиц второй фазы. Интегрируя уравнение (20) и 
подставляя значение постоянной интегрирования, получаем уровень дефор-
мации ε: 

 
( )

.2
0

λπδ+

ρ−ρ
=ε

ГdF
b

 (21) 

Представив концентрацию частиц второй фазы 22 λπδ=yA и приняв 
ρ=ρкр, приведем (21) к виду 

 
( )

,0кр
0 δ+

ρ−ρ
=ε

ydAГF
db

 (22) 

где ε0 – относительное удлинение при разрыве. 
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Уравнение (22) позволяет оценить предельное значение деформации 
двухфазного поликристаллического твердого тела. Сравнивая (22) и (17), за-
мечаем, что они отличаются дополнением в знаменателе, который учитывает 
наличие частиц второй фазы. 

Учитывая, что отделение частиц износа обуславливается процессами 
структурной повреждаемости, интенсивность поверхностного разрушения в 
зависимости от физико-механических свойств материала может быть пред-
ставлена комилексом [5, 8] 

 ,~
1

0
1
1 −

−
+














ε⋅ tRt

Rt

HBI  (23) 

где R – параметр шероховатости; t – показатель фрикционной усталости 
в классическом уравнении Велера; HB – твердость по Брюнелю. 

Подставляя (19) в (23) и учитывая const=fГ , получим для однофаз-
ных поликристаллических твердых тел (конструкционные стали) 

 

 ( )[ ] .~
12

0кр
2275,1 −

ρ−ρbdHBI  (24) 

Вводя физико-математический комилекс П, получаем 
 

 ( )[ ] .~ 2
0кр

75,1

2

П
dbHB

dAy
Г
F

I =
ρ−ρ









δ
+

 (25) 

 
Согласно работе [5] регрессионное уравнение, описывающее связь ко-

милекса П с интенсивностью изнашивания I, принимает вид:  
 .1052,11051,0 209 ПI −− ⋅+⋅=  ( 26) 
Адекватность уравнения (26) там же проверена по F-критерию. 
Зависимости, связывающие интенсивность поверхностного разрушения 

твердых тел с параметрами микроструктуры и фазового состава, являются 
инвариантными и показывают, что основные процессы изнашивания с пози-
ций физики твердого тела происходят в поверхностном слое. 

Выводы. 
1. Впервые получено граничное значение деформаций в процессе изна-

шивания и, тем самым, определенно условие Гриффитса для герцевских кон-
тактных задач. 

2. Износостойкость несущих поверхностей зубьев должна учитываться 
при определении допускаемых напряжений зубчатых пар и при выборе мате-
риалов этих пар. 
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3. Установлена связь между параметрами износостойкости и напряженно-
деформированным состоянием контактирующих поверхностей под нагрузкой 
с позиций теории пластичности и физики твердого тела. 
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К ВОПРОСУ  РАСЧЕТНО-ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОГО  
ИССЛЕДОВАНИЯ ЭЛЕМЕНТОВ CЛОЖНЫХ  
МЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМ  
 

Запропоновано нові підходи до проектування і дослідження елементів складних механічних сис-
тем. Основна ідея полягає в застосуванні наскрізної параметризації на всіх етапах проектування. 
У просторі змінних параметрів шукається рішення оптимізаційної задачі за критеріями міцності, 
жорсткості і мінімальної маси.  
 
New approaches to design and research of the complicated mechanical systems elements are offered. 
The main idea lies in application of through parameterization at all design phases. Within the varied 
parameter space we search for optimization problem solution based on strength, rigidity and minimum 
mass criteria. 
 

Введение. При формулировке задачи расчетно-экспериментального ис-
следования напряженно-деформированного состояния (НДС) элементов 


