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К ВОПРОСУ О КОНТАКТНОМ  ВЗАИМОДЕЙСТВИИ  
ПЛОСКОГО ШТАМПА С ПОЛУПРОСТРАНСТВОМ 
 

У статті поставлена та розв’язана задача про взаємодію штампа с пружнім напівпростором. Вра-
ховується скінченна контактна жорсткість поверхні та радіус скруглення краю штампа. Задача 
зведена до інтегрального рівняння. Для його розв’язання застосовано метод дискретних особли-
востей. Проведено параметричний аналіз моделі.  
 
Interaction of a rigid punch with the elastic semispace is considered. Finite contact stiffness and round-
ness of punch edges are taken into account. A singular integral equation derived is solved by the method 
of discrete singularities. A parametric study of the model is performed. 
 

Введение. Задача о взаимодействии плоского штампа с полупространст-
вом (полуплоскостью) является классической задачей теории контактного 
взаимодействия [1-18]. Как известно [1-5, 7-12, 14], для случая прямолиней-
ной формы активной части штампа (так называемый случай контакта тел „со-
гласованной формы” [3]) на границе зон контактного сопряжения возникают 
особенности в распределении контактных давлений. Для случая контакта тел 
„несогласованной формы” [3] при известных ограничениях на геометрию по-
верхностей взаимодействующих тел [1, 4] контактное давление на границе 
области контакта обнуляется.  

Описанные случаи являются модельными, т.к. речь идет о контакте 
гладких (без учета шероховатости поверхностного слоя) тел с номинальной 
(точной или некорректированной) геометрией. В то же время элементы ре-
альных машиностроительных конструкций [5 - 7, 11-18] обладают вполне 
определенными конечными параметрами  жесткости поверхностного слоя и 
радиусами скругления на границе области возможного контакта. Эти два 
фактора, взятые каждый в отдельности, приводят к существенному измене-
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нию характера распределения контактных давлений. Из бесконечных они 
становятся на границе контакта конечными или нулевыми [1, 2, 5, 7, 9, 14, 
15]. В то же время особый интерес представляет вопрос анализа совместно-
го влияния данных факторов на характеристики распределения контактных 
зон и контактных давлений. Более того, для практики большое значение 
имеет решение обратной задачи, т.е. обоснование таких параметров кон-
тактной жесткости и радиуса скругления, которые приводили бы к требуе-
мым (заданным) изменениям контактных зон и контактных давлений. 

Учитывая, что аналитическое решение возникающей задачи затрудни-
тельно [1, 7], а численное решение при необходимости проведения многова-
риантных исследований достаточно ресурсозатратно, то представляет значи-
тельный интерес, актуальность и важность задача разработки и реализации 
оперативных и точных методов моделирования контактного взаимодействия 
плоского штампа с полупространством (полуплоскостью) с учетом конечной  
контактной жесткости и радиуса скругления края (кромки). 

 Постановка задачи. Целью настоящей работы является совершенст-
вование методов численного моделирования взаимодействия плоского 
штампа с полупространством (полуплоскостью). С точки зрения физиче-
ской постановки новыми элементами являются совместный учет конечной 
контактной жесткости в сопряжении  «штамп – полупространство» (фактор 
1 –β ) и конечного радиуса скругления на кромке штампа (фактор 2 –α ). С 

точки зрения математической постановки предлагается применение доста-
точно эффективного метода сведения контактной задачи к интегральному 
уравнению [1]. С точки зрения дискретизации новизну составляет примене-
ние метода дискретных особенностей для решения сингулярных интеграль-

ных уравнений [19]. В до-
полнение к этому вводится 
обезразмеривание геомет-
рических и физико-
механических характери-
стик создаваемой модели, 
а также параметризация 
геометрической и числен-
ной моделей. 

Метод решения. Рас-
смотрим контактное взаи-
модействие штампа с по-
лупространством в дву-
мерной постановке (рис. 1). 
Связь между контактным 

давлением и перемещениями представим в виде: 
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Рис. 1. Схема контактного 
взаимодействия штампа с 

полупространством 
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где 0p  – некоторая константа; с – контактная жесткость; ( )xuz  – перемеще-

ние точек поверхности в зоне контакта; ( )xδ  – профиль штампа (см. рис. 1). 

Как известно [3], в отсутствие трения контактные давления и перемеще-
ния на границе полупространства в зоне контакта [ ]aa,−  связаны сингуляр-

ным интегро-дифференциальным уравнением  
 

( )xu
E

ds
sx

sp
z

a

a

'
)1(2

)(
2∫

− ν−
π−=

−
,                      (2) 

 

которое приводится только к искомому давлению (перемещение исключает-
ся): 
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уравнение (3) приводится к интегрированию на интервале [-1; 1]: 
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 От неизвестных давлений требуем выполнения условия  
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где Р – усилие, приложенное к штампу. 

Вводим параметр 
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E
tg δ′
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Для плоского штампа со скруглениями имеем 
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где w – полуширина штампа; r – радиус скругления. 
Видим, что в скруглении 
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где 
w

r
 – безразмерный параметр, полностью характеризующий степень 

скругленности; 
w

a=ϕ – неизвестное отношение ширины зоны контакта и ши-

рины штампа ( )wa ≤ . 

Приближенное решение системы уравнений (6) с помощью квадратур-
ных формул приводит к выражению 
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Здесь использованы квадратурная формула  для сингулярного интеграла 
([19]) 
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для регулярного. 
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Чтобы однозначно записать систему уравнений относительно n  неиз-

вестных узловых значений { }n

k
n
ktp 1)( = , необходимо выразить через них 

( ) 1,1,0 −=′ njtp n

j . 

Если искать приближенное решение как интерполяционный полином  
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и для нахождения приближенных значений его производных нас интересуют 
коэффициенты  
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В итоге первое )1( −n  уравнение системы (7) можем записать как  
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Таким образом, получаем окончательно 
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что является разрешающей системой линейных алгебраических уравнений, 

состоящей из n  уравнений  с неизвестными узловыми значениями { }n

k
n
ktp 1)( = . 
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Данная система разрешающих уравнений имеет плотно заполненную 
матрицу коэффициентов. Для этой матрицы характерно (в силу особенностей 
дискретизируемых сингулярных уравнений [19]) диагональное преобладание. 
Таким образом, применение прямых и итерационных методов решения сис-
темы линейных алгебраических уравнений (13) не приводит к численной не-
устойчивости, хотя требует больших вычислительных затрат, т.к. получаемые 
матрицы являются матрицами общего вида. 

 

Следует отметить, что получаемое решение будет распределением дав-
лений при заданном ϕ , т.е. при определенной ширине зоны контакта. В це-

лом же эта величина является неизвестной и находится путем интегрирования 
из условий обнуления распределения контактных давлений на краях зоны 
контакта, т.е. ( ) 01 =±p . 

Интерес представляет влияние указанных выше факторов на характер рас-
пределения контактных давлений. С этой целью вводятся безразмерные варьи-

руемые параметры: 22 ;
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пень скругленности; β  – относительную величину контактной жесткости, а γ  

– относительную интегральную нагруженность поверхности штампа. 
Уравнения (13) приводим к виду: 
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Эту систему удобно разрешать относительно )(~ tp : 
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являющегося распределением концентрации контактных давлений. 
Окончательная система  
 

( ) ( )













ϕπ
=

π

ϕδ′
γ
β−=

−π
+′

ϕ
β

∫

∫

−

−

1

1

1

1
0

0
0

,
12

)(~1

;
2)(~1~1

dttp

tdt
tt

tp
tp

  (16) 

 

решается численно описанным выше способом. 
Численные результаты. Численное решение задачи контактного 

взаимодействия  плоского  штампа с полупространством  обеспечивает  воз- 
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можность получения семейства рас-
пределений контактных давлений, в 
качестве параметров которых высту-
пают контактная жесткость (или па-
раметр β ) и радиус скругления (или 

параметр α ).   
На рис. 2, 3 приведены некоторые 

характерные распределения относи-
тельных контактных давлений. Кроме 
того, представляется возможным по-
строение обобщенных зависимостей 
характеристик контактных давлений 
(например, максимальных давлений 

maxp  как функции аргументов βα, ), 

одна из которых приведена на рис. 4. 
 

С учетом того, что для различ-
ных радиусов скругления и различ-
ных интегральных усилий внедрения 
штампа получается различная шири-
на контактной области a2 , то при 
этом изменяется искомый характер 
распределения контактных давлений, 
удовлетворяющих системе уравне-
ний (6). При этом также изменяются 
положения узлов дискретизации в 
формулах (8), (9). Таким образом, в 
ходе итерационного уточнения об-
ласти контакта изменяется также и 
базис дискретизации. Однако для 
задачи с малыми относительными 
радиусами скругления данный эф-
фект миграции узлов дискретизации 
(при достаточно большом их количе-
стве) сказывается несущественно. 

Заключение. Анализ представ-
ленных результатов дает основание 
сделать вывод о том, что каждый из 
варьируемых факторов (и контактная жесткость, и радиус скругления кром-
ки) очень сильно влияет на распределение контактных давлений. Как и ожи-
далось, контактные давления на границе области контакта становятся конеч-
ными (нулевыми). 

При увеличении жесткости контактного слоя и уменьшении радиуса 
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Рис.2. Распределение относительных  
контактных давлений при различной  
контактной жесткости; относительный  

радиус скругления равен 0.05,  
уровень нагрузки – 0.1 

 

x
w

 
 

Рис.3. Распределение относительных  
контактных давлений при различной  

степени скугленности; уровень  
контактной жесткости 0.1,  
уровень нагрузки – 0.05 
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скругления кромки распределения контактных давлений стремятся к распре-
делению в предельном случае. При этом такое стремление наблюдается по 

любому произвольному пути в плос-
кости параметров ( βα, ). В то же вре-

мя существует качественная особен-
ность по параметру α : при любом его 
ненулевом значении контактные на-
пряжения на границе равны нулю, а 
при нулевом возможны 2 случая (ко-
нечность при ∞<< c0  и стремление 
к бесконечности при ∞→c ). 

Таким образом, если принять в 
качестве контролируемого параметра 

ap  значение контактного давления на 

границе области контакта, то для 
функции ap ( βα, ) неприменим пре-

дельный переход по параметру α . 
Упомянутая особенность в рас-

пределении ap  не присуща зависимо-

сти maxp ( βα, ). При этом полученная обобщенная зависимость дает возмож-

ность оперативного решения как прямой, так и обратной задачи (т.е. определе-
ние maxp  по заданным βα, , а также определение сочетаний βα, , соответст-

вующих заданному maxp ). Если существует ограничение ][max pp ≤ , где ][ p  – 

некоторое заданное предельное значение контактных давлений, то оно в плоско-
сти ( βα, ) определяет некоторую область K . В пределах этой области можно 

решать любую оптимизационную процедуру, в которой данное неравенство яв-
ляется ограничением. 

Таким образом, предложенный полуаналитический метод моделирования 
контактного взаимодействия плоского штампа с полупространством (полуплос-
костью) предоставляет в руки исследователя удобный, точный, экономичный 
инструмент анализа влияния факторов жесткости контактного слоя и радиуса 
скругления кромки на контактные давления, а также решение обратной задачи 
синтеза параметров по критерию ограничения  контактного давления.  

Поскольку никаких принципиальных ограничений на количество и при-
роду варьируемых факторов не накладывалось, то предложенный подход ес-
тественным образом может быть обобщен на большее множество параметров. 
Потребуется только модификация выражений в исходном интегральном 
уравнении. При этом необходимо иметь в виду возможность появления осо-
бенностей в распределении контролируемых величин от варьируемых пара-
метров в областях, примыкающих к координатным псевдоплоскостям или 
координатным псевдоосям, а также к „началу координат”. 

 
Рис.4. Зависимость максимальной кон-
центрации контактных давлений от 
степени скругленности и контактной 
жесткости, уровень нагрузки – 0.05 
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В дальнейшем планируется применить предложенный подход к реше-
нию прикладных задач анализа контактного взаимодействия. 
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ДЕЙСТВИЕ ПОДВИЖНОЙ НАГРУЗКИ НА МОСТ  
ПЕРЕГРУЖАТЕЛЯ: ПОДХОДЫ И МОДЕЛИ 
 

Стаття присвячена впровадженню методики врахування проблеми критичних швидкостей при дії 
періодичного циклічного навантаження на великогабаритні машинобудівні конструкції. 
 
Article is devoted working out and the argument of technique for the account about-blemy critical 
speeds at periodic cyclic loading cart-operating on large-sized machine-building designs.  
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Введение. Некоторые современные машины представляют собой протя-
женные в пространстве конструкции, подверженные действию подвижной 
нагрузки. Это мостовые и козловые краны, перегружатели, грузоподъемные 
балки и т.д. В силу того, что массу силовых элементов проектанты стремятся 
уменьшить, а режимы эксплуатации – интенсифицировать, то создаются ус-
ловия для возбуждения колебаний значительной величины, вызываемые 
именно подвижным характером нагрузки.  

Действие подвижной нагрузки на различные конструкции является 
предметом исследований многих авторов [1-13]. К ней применялись различ-
ные подходы, методы составления и решения задач о реакции системы на 
подвижную нагрузку и, в частности, о величине критической скорости. В то 
же время необходимо отметить, что в целом авторы уделяли основное внима-
ние решению задач для случаев, сводимых к модели стержня или арки. Затем 
основное влияние уделялось способу формирования уравнений и получения 
решения. В то же время для рассматриваемых в статье машиностроительных 
конструкций существует несколько факторов, требующих расширения дан-
ной модельной постановки: 

• обычно силовые несущие элементы, воспринимающие подвижную на-
грузку, представляют собой не просто балку, а довольно сложную пустотелую 
пространственную конструкцию, к тому же дополнительно усиленную внешни-
ми элементами (раскосами, подкосами, шпренгельной системой – рис. 1); в силу 
этого нельзя механически перенести модель упругого стержня на этот случай, а 
решение задачи для всей конструкции напрямую чрезвычайно сложно; 

• при исследовании задачи о действии подвижной нагрузки на иссле-
дуемые машины необходимо учесть фактор утонения их элементов: напри-
мер, для  элементов перегружателей, работающих в агрессивных средах, уто-
нение, вызываемое коррозией и механическим износом, в течение срока 
службы (расчетный – 25 лет) может достигать 20% номинальной толщины 
(причем эксплуатация машины по существующим нормам разрешается в 
полном объеме); в результате вместо исходной конструкции с ее жесткост-
ными и инерционными параметрами в начальном состоянии необходимо ис-
следовать ту же конструкцию, но с измененными распределениями этих ха-
рактеристик, что может повлиять на решение поставленной задачи; 

• традиционно машины проектируются по требованию максимальной 
нагрузочной способности, исходя из основных действующих в процессе экс-
плуатации нагрузок (так, для перегружателей – это вертикальные усилия от 
груза и грейферной тележки, см. рис.1); в то же время подвижный груз ока-
зывает влияние и на колебания силовых элементов конструкции в горизон-
тальной плоскости, в которой жесткость может оказаться существенно ниже; 
таким образом, необходимо учесть и фактор неодинаковых свойств элемен-
тов исследуемых конструкций в различных направлениях;  

• при исследовании модельных задач о действии подвижной нагрузки 
на балки и арки задаются  тем или иным видом граничных условий, исходя из 


