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В статье исследуется задача устойчивости трехслойных неоднородных прямолинейных стержней на нелинейно упругом основании под 
действием сжимающих нагрузок. Здесь предполагается, что стержень находится в неравномерном температурном поле и модули упругости 
материала слоев зависят от температуры. Для упругого основания принимается нелинейный модель и предполагается, что гипотеза плоских 
сечений справедлива для всей толщины элемента стержня. В общем виде получено уравнение устойчивости рассматриваемого стержня и 
для конкретного случая найдена формула для определения критической нагрузки. 

Ключевые слова: трехслойный неоднородный стержень, температура, устойчивость, критическая нагрузка. 
 
Введение. Однослойные и многослойные стерж-

ни часто используются в качестве несущих элементов 
во многих сложных конструкциях, работающих в раз-
личных режимах нагружения. Такие конструкции в 
некоторых случаях находятся на нелинейно упругом 
основании и в неравномерном температурном поле. 

В работах [1-4] исследованы устойчивость одно-
слойных и многослойных стержней при нормальной 
температуре и под действием высокой температуры. 

В данной работе исследуется задача устойчиво-
сти двухслойных неоднородных стержней, которые 
находятся в неравномерном температурном поле и на 
нелинейно упругом основании. 

Постановка задачи. Рассмотрим устойчивость 
трехслойного неоднородного стержня на нелинейно 
упругом основании, имеющей две оси симметрии по-
перечного сечения, сжимаемого по концам силами Р 
при неравномерном нагреве. 

Координатная система выбрана следующим об-
разом: оси ОY и OZ находятся в поперечном сече-
нии стержня; ось ОХ – направлена по оси стержня. 

Здесь предполагается, что температура в каж-
дом слое является функцией координаты толщины (т. 
е. ( )zTT ii = ). 

Слои стержня изготовлены из различных неодно-
родных материалов, и модули упругости зависят от 
координат и температуры следующим образом: 
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В возмущенном состоянии стержня связь между 
приращениями напряжений и деформаций будет 
иметь вид: 
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здесь h1, h, h2 –толщины соответствующих слоев. 
Предположим, что гипотеза плоских сечений спра-
ведлива для всей толщины стержня т.е. 

æ0 ze +=∆ε                                                        (3) 
Здесь e0 – дополнительная деформация оси стреж-

ня, æ – кривизна центральной линии. 
В этом случае приращение усилий и момента 

определяются по формулам: 

( ) ( ) ( )
2

1

/2 /2 2
1 2

/2
2 2

,

h h
h h

h h hh

P b z dz b z dz b z dzσ σ σ
+

−

− − −

∆ = ∆ + ∆ + ∆∫ ∫ ∫           (4) 

( ) ( )

( )

1

2

/2 /2
1

2 2

2
2

/2

h h

h hh

h h

h

M zb z dz zb z dz

zb z dz

σ σ

σ

−

− − −

+

∆ = ∆ + ∆ +

+ ∆

∫ ∫

∫

 

де b(z)- ширина поперечного сечения стержня. 
С учетом (1)-(3) из (4) находим:  

 
В этих формулах введены следующие обозначения:
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Получение уравнения устойчивости.Уравнения 
равновесия рассматриваемого стержня имеет вид: 

0P∆ = ,  ( )
2 2

3
0 12 2

w 0d dM P C W C W
dx dx

∆ + + + =       (8) 

Здесь с,с1 – коэффициенты  постели основания,  
u – прогиб  стержня. 
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С учетом (5) из первого уравнения системы (7) по-
лучим: 
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С учетом (8) из (5) для приращения момента полу-

чим следующее выражение: 
( )0     M Kİæ E f x∆ = ⋅ .                                         (10) 

где обозначено: 
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Учитывая, что 
2

2

dæ u
dx

= , из второго уравнения си-

стемы (8) с учетом (10) получим: 
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Таким образом, уравнение устойчивости рассмат-

риваемого стержня получено в виде (12). 
Решение задачи. Для решения конкретных задач 

необходимо задавать вид зависимости модулей упру-
гости от координат.Рассмотрим случай когда модули 
упругости не зависят от координаты длины  (т. е. 
( ) ( ) ( )1 2f x f x f x 1 = = = В этом случае уравнение 

устойчивости (12) получается в виде: 
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Рассмотрим шарнирное закрепление  концов 

стержня. В этом случае для прогиба можем принять 
выражение: 
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e
π

=                                                           (14) 

Подставляя (14)  в (13) и выполняя процедуру 
Бубнова-Галеркина для определения критической 
нагрузки получим формулу: 
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Здесь KI – определяется на основе формулы (11). 
Для получения качественных результатов для 

функций неоднородности и температуры примем сле-
дующие выражения: 

( ) ( ) ( )1 1 2 2
1 2

 1  ,   1 ,  1 ,   z z zz z z
h h h

ϕ µ ϕ µ ϕ µ= + = + = + .  

Подставляя выражения (16) в (7) определяется 
обобщенная жесткость стержня и критическая нагруз-
ка на основе (11) и (15). 

При различных значениях параметров произве-
дены численные расчеты и результаты представлены 
на рис. 1. Здесь пунктирной линией отмечено реше-
ние аналогичной задачи при постоянной температуре.  

 
Рис. 1. Зависимость критического напряжения от гиб-

кости стержня 

Выводы. Дана постановка и получено решения 
задачи об устойчивости неоднородного трехслойного 
стержня   в нелинейно упругой среде.Найдена форму-
ла для определения критической нагрузки. Анализ 
численных расчетов показывает что,не учеть неодно-
родности материала  слоев стержня, можеть привести 
к существенным погрешностям при определении кри-
тических параметров стержня(в некоторых случаях 
может уменшить 8-12 %). 
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УДК 539.3 

Ф. К. ИСАЕВ, В. Г. РАДЖАБОВ 

УСТОЙЧИВОСТЬ НЕОДНОРОДНЫХ  НАНО-МИКРО ЭЛЕМЕНТОВ НА ОСНОВЕ НЕЛОКАЛЬ-
НОЙ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ  

В представленной статье исследуется  устойчивость неоднородных нано-микро элементов на основе не локальной теории упругости. Здесь 
как элемент конструкции принять прямолинейный стержень и для него принята теория стержней Эйлера-Бернулли. Предполагается, что 
модуль упругости материала стержня является непрерывной функцией координаты толщины. При получении уравнений  устойчивости на 
основе теории стержня Эйлера-Бернулли был использован уравнения состояния  нелокальной теории упругости предложенные Эрингеном. 
Для  различных случаев граничных условий получены уравнения устойчивости рассмотренных стержней. После решения полученных 
уравнений найдены аналитические формулы для определения  критической нагрузки и проведены  различные анализы. 

Ключевые слова: нано-микро элемент, неоднородный, теория стержней Эйлера-Бернулли, устойчивость, критическая нагрузка, не-
локальная теория упругости 

 
Введение. Различные вопросы устойчивости и 

прочности одно и многослойных стержневых элемен-
тов конструкций из однородных материалов в науч-
ной литературе исследованы достаточно. В этих рабо-
тах в основном использованы классические соотно-
шения теории упругости [1–3]. 

В последние годы в технике интенсивно исполь-
зуются новые композитно- искусственные материалы. 
Поэтому эти процессы ставить перед конструкторами-
исследователями повышенные требования  к оценке 
прочности ,устойчивости и колебании, так как при 
различных условиях работы и режимах нагружения 
возникает ряд вопросов, которое требует решения но-
вых задач напряженно-деформированного состояния  
и определения критических параметров. Во многих 
случаях слоистые элементы конструкции изготавли-
ваются из различных неоднородно упругих материа-
лов. Причиной появления неоднородности могут быть 
технология  изготовления  конструкций, термическая 
обработка материалов, неоднородность составов и т.д. 
Учет этих факторов при  решении задач  устойчиво-
сти и колебании конструкций является очень суще-
ственным. Поэтому при решении многих задач устой-
чивости и колебании элементов конструкций из неод-

нородных композиционных материалов требуется ис-
пользовать более уточненные гипотезы или теории. 
Одной из таких теорий является теория нелокальной 
теории упругости предложенной А. К. Эрингеном [5, 6]. 

В работе [4] были рассмотрены некоторые зада-
чи изгиба и прочности неоднородных нано-микро 
элементов. В данной работе исследуется задача 
устойчивости неоднородных стержней на  основе  не-
локальной теории Эрингена [5]  

Постановка задачи. Известно, что уравнения 
движения Коши однородно упругих тел на основе не-
локальной теории упругости сочтоит из следующих 
уравнений [5]: 

2

, 2  0i
kl l i

u
f

t
t ρ

 ∂
+ − = ∂ 

,                                       (1) 

здесь физические соотношения имеют следующий вид: 
( ) ( ) ( ) kl klmn mn

v

x x x dv xt ε ε′= − ′∫   ,                        (2) 

где   klt   -компоненты тензора напряжений, ρ  – 
плотность  массы тела, f   - плотность    массового 
сила, u -компоненты вектора перемещения, v − обьем  
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