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ОПТИМИЗАЦИЯ ПО БЫСТРОДЕЙСТВИЮ РЕЖИМА «БОЛЬШОГО ТРЕУГОЛЬНИКА» 
РЕЛЕЙНОЙ СИСТЕМЫ ЧЕТВЁРТОГО ПОРЯДКА МЕТОДОМ N-i ПЕРЕКЛЮЧЕНИЙ

Введение. Релейная система подчинённого регулирования (СПР) скорости, синтезированная методом N-i
переключений [1], способна сформировать оптимальный по быстродействию процесс разгона электропривода с
упругой кинематической цепью. Настройки такой системы определяются уровнями ограничения канонических
координат, которые обусловлены предельно допустимыми значениями промежуточных координат объекта управ-
ления. 

Постановка задачи исследования. Уровень ограничения ускорения двухмассовой электромеханической
системы (ЭМС) диктуется допустимым максимумом упругого момента. Однако данный максимум, рассчитывае-
мый на основании конструктивных характеристик ЭМС, в ряде динамических режимов не может быть достиг-
нут по условиям реализуемости оптимальной по быстродействию переходной траектории. К таким режимам от-
носится, в частности, процесс разгона двухмассовой ЭМС, в котором старшие производные скорости рабочего
органа достигают предустановленных уровней ограничения, а максимум ускорения является функцией заданной
скорости [2]. На основе аналогии с традиционной классификацией режимов позиционирования он может быть
назван режимом «большого треугольника» по форме временной диаграммы ускорения. Самонастройка релейной
системы управления электроприводом на данный режим в реальном времени может эффективно осуществляться
на основе метода N-i переключений благодаря простоте его математического аппарата. Целью настоящей работы
является адаптация настроек релейной СПР четвёртого порядка к оптимальной по быстродействию отработке
режима «большого треугольника».

Материалы исследования. Система дифференциальных уравнений невозмущённого движения двухмассо-
вой электромеханической системы имеет вид
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где φив, φдв, Ω, ωдв, Mу, Mдв М – соответственно угловые положения и скорости исполнительного вала и вала дви-
гателя, упругий момент и момент двигателя, kрφдв - φив = Δφ – угол закручивания упругого элемента, u – напряже-
ние преобразователя; kр, R, L, J, Jдв, Cж, c = kФ – параметры электромеханической системы, p = d / dt.

Канонические координаты невозмущенного движения системы  стабилизации скорости  исполнительного
вала выражаются через координаты системы (1) следующим образом:
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 – коэффициенты прямого канала и обратной связи по упругому моменту соответ-

ственно.

Величины первой и второй производных скорости исполнительного вала Ω линейно связаны с углом и ско-
ростью закручивания упругого элемента соответственно. Аналогичным образом третья и четвертая производные
регулируемой координаты связаны с величинами угловых ускорения и рывка исполнительного вала в системе
координат, привязанной к валу двигателя. Это позволяет использовать для канонических координат буквенные

обозначения: 
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(Ω , pΩ , p
2Ω , p

3 Ω, p
4Ω)=(Ω ,ϕ ,ω ,ε , a ) . (3)

В таких обозначениях математическое описание каскада регуляторов релейной системы подчинённого регу-
лирования имеет вид:

uR 1=uRΩ=ϕ *=−ϕ max⋅sign(Ω−Ω*+K Ωϕ⋅ϕ +KΩω⋅ω +KΩϵ⋅ε );
uR 2=uRϕ=ω *=−ω max⋅sign (ϕ−ϕ *+Kϕ ω⋅ω +Kϕϵ⋅ε );

uR 3=uRω=ε *=−εmax⋅sign (ω−ω *+ Kω ϵ⋅ε ) ;
uR 4=uRϵ=u=−Umax⋅sign(ε−ε * ),

} (4)

где  uRi – сигнал i-го (считая от входа) регулятора; символом «*» отмечены заданные значения координат, как
входное, так и формируемые регуляторами; индексами «max» отмечены уровни ограничений канонических коор-
динат.

Параметрический синтез внутренних контуров данной системы подчинённого регулирования и аналитиче-
ское исследование их устойчивости выполнены в работе [1] в системе обозначений (3), что обеспечивает преем-
ственность результатов синтеза коэффициентов Kφω, Kφε, Kωε при оптимизации по быстродействию систем более
высоких порядков:

Kω ε=
εmax

2⋅amax

, Kϕ ω=
ω max

2⋅ε max

+
ϵ max

2⋅amax

, Kϕ ε=
ω max

4⋅amax

+
εmax

2

12⋅amax

2
. (5)

Для синтеза коэффициентов обратных связей KΩφ,  KΩω,  KΩε регулятора  R1 =  RΩ системы (4) методом N-i
переключений  необходимо  вывести  аналитические  выражения  координат  характерных  точек  X11,  X12,  X13

переключения R1 на прогнозируемой траектории оптимального по быстродействию переходного процесса. Вид
временных диаграмм канонических координат системы для оптимизируемого режима разгона представлен на
рисунке 1, где характерные точки показаны секущими с соответствующими подписями, заключёнными в окруж-
ности, в дополнение к сквозной нумерации точек излома траектории, приведенной на нижней оси времени. Ин-
тервалы стабилизации относительных рывка, ускорения и скорости обозначены на рисунке 1 как Tsα, Tsε, Tsω .

Особенность представленных на рисунке 1 временных диаграмм по сравнению с их наиболее общим ви-
дом, положенным в основу синтеза параметров в работе [1],  состоит в равенстве нулю интервала Tsφ стабилиза-
ции первой производной скорости φ(t), которая начинает снижение в момент достижения своего максимума, а
сам максимум φmax не определён до начала разгона и является функцией задания скорости:

T sϕ=0 , (6)

ϕ max=var . (7)

В отличие от расчетной траектории, принятой за основу в работе [2] и представляющей собой предельный
случай  трапецеидальной диаграммы с  нулевым  интервалом стабилизации угла  закручивания упругого  вала,
представленная на рисунке 1 траектория требует для её реализации минимальное число переключений регулято-
ров, в полной мере соответствуя критерию оптимальности по быстродействию. Специфика формы данной траек-
тории позволяет отступить от принятого в методе N-i переключений правила, привязывающего характерные точ-
ки переключения регуляторов к моментам начала снижения производных регулируемой координаты в очерёдно-
сти их порядка. Благодаря реализации реверса скорости закручивания упругого вала ω(t) в промежутке времени
5 – 7 на едином интервале стабилизации ε(t), первая точка переключения регулятора R1 может быть сдвинута из
точки 6 в более ранний момент времени 4. На рисунке 1 перенос X11 показан большой стрелкой. Подобная мера,
апробированная на системах третьего порядка [3], способствует снижению колебательности синтезируемого ре-
гулятора в скользящем режиме.

С учётом симметрии оптимальной траектории относительно секущей в точке 6, координаты реальных ха-
рактерных точек конечного участка траектории можно получить [1] из координат симметричных им точек на-
чального участка траектории с помощью преобразования 

Xk

i , j=(−1 )( k+i+1)⋅X̂ k

i, j
, (8)

где i - номер регулятора, считая от входа, j - номер характерной точки по порядку переключений во времени, k -
индекс канонической координаты, знак «^» отмечает расчетные точки, отображаемые в реальные.

В итоге при синтезе R1 прогнозированию подлежат вместо точек 4,9,12 точки 1,3,8, что позволяет заметно
сократить объём расчётов. 

Также следует заметить, что в методе N-i переключений [1, 2] принимается допущение о постоянстве N-й
производной выходной координаты на интервалах постоянства управляющего воздействия. Благодаря этому до-
пущению приращения координат на всех промежутках между соседними точками излома траектории рассчиты-
ваются как суммы ряда Тейлора с конечным числом членов.
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При нулевых начальных условиях выполним интегрирование по времени системы (2) на участке 0-1 с по-
стоянным рывком α0-1 = αmax , в результате получим координаты состояния в точке 1 оптимальной траектории:

ε1=amax⋅T sa=ϵ max ; ω 1=amax⋅
T sa

2

2
; ϕ1=amax⋅

T sa

3

6
; Ω1=amax⋅

T sa

4

24
. (9)

Значения вектора состояния в точке 2 получим путем интегрирования по времени системы (2) на участке
1-2 при начальных условиях, соответствующих состоянию в точке 1, и нулевом рывке α0-1 = 0. В связи с громозд-
костью аналитических выкладок опустим промежуточные результаты и координаты точек, непосредственно не
задействованных в процедуре синтеза регулятора, приведя лишь координаты необходимых для синтеза точек.
К ним относятся расчётные характерные точки переключения 1,3,8 и точка 6 максимума φ(t).

Значения вектора состояния в точке 3 получим путем интегрирования системы (2) на участке 2-3 при на-
чальных условиях, соответствующих состоянию в точке 2, и постоянном отрицательном рывке α2-3 = -αmax :

ε 3=amax⋅T sa ; ω 3=amax (T sa

2 +T sa⋅T sε )=ω max ; ϕ3=amax(T sa

3 +
3

2
T sа

2 ⋅T sε+
1
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2 );
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12
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4 + 7

6
T sа

3 ⋅T sε+
3
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2 + 1

6
T sa⋅T sε

3 ).

(10)

Выполнив интегрирование системы (2) до точки 12, можно получить величину воспроизводимого скачка
Ω* = Ω12 , однако с учетом симметрии расчетной траектории допустимо при установлении связи заданной скоро-
сти с максимумами промежуточных координат ограничиться равенством 

Ω*=2⋅Ω6 . (11)

Для достижения точки 6 необходимо выполнить интегрирование на интервалах 3-4, 4-5 и 5-6, длительности
которых равны Tsω, Tsa и Tsε1 соответственно. Для оптимизируемого динамического режима максимумы координат
ω,  ε,  a являются предустановленными, что делает известными также длительности интервалов  Tsa и Tsε .  Дли-

тельность Tsε1 можно определить, подставив в равенство ω 6=ω 3−amax

T sa

2

2
−ε max T se 1=0  выражения ω3 и εmax со-

гласно (9), (10):

amax (T sa
2 +T sa⋅T sε )−amax

T sa

2

2
−amax T sa T se 1=0 . (12)

Рис. 1. Временные диаграммы режима «большого треугольника»
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Решив уравнение (12) относительно T s%iepsilon1 , получим 

T se 1=T sϵ +
1

2
T sa . (13)

Установленная взаимосвязь  Tsε1 с известными интервалами Tsa и Tsε  актуальна для всего диапазона скоро-
стей, воспроизводимых с разгоном по рассматриваемой траектории. Соотношение (13) позволяет избежать вве-
дения в расчёт новых переменных, что способствует повышению компактности выводимых далее аналитиче-
ских выражений.

Для определения Tsω и φmax продолжим расчёт до точки 6, для которой получим выражения координат состо-
яния:

ε6=−amax⋅T sa ; ω 6=0 ; ϕ6=amax(47

24
T sa

3 +3T sа

2 ⋅T sε+T sa⋅T sε
2 +T sa

2 ⋅T sω+T sa⋅T sε⋅T sω)=ϕ max ;

Ω6=amax(3⋅T sa

4 +
13

2
T sа

3 ⋅T sε+
9

2
T sа

2 ⋅T sε
2 +T sa⋅T sε

3 +T sω⋅(5

2
T sа

3 + 4⋅T sа

2 ⋅T sε+
3

2
T sa⋅T sε

2 )+ 1

2
T sω

2 ⋅(T sa

2 +T sa⋅T sϵ )).

(14)

Специфика режима «большого треугольника», отражаемая равенствами (6), (7), обусловливает вариатив-
ность расчётного интервала стабилизации второй производной скорости Tsω , взаимосвязь которого с φmax имеет
вид

T sω=
ϕ max−ϕ рт

ω max
, (15)

где φpm = φ3 – φ3 + φ6 – φ4 – суммарный угол закручивания интервалов разгона 0-3 и торможения 4-6.

Приведём формулу φpm, опустив вывод:

ϕ рт=amax(47

24
T sa

3 +3T sа

2 ⋅T sε+T sa⋅T sε
2 ) . (16)

Заметим, что φpm не зависит от искомой длительности Tsω , поскольку в разност φ6 – φ4 все приращения угла,
приобретаемые на интервале Tsω , взаимно уничтожаются, то есть для рассматриваемой формы траектории ве-
личина φpm является известной константой.

Подставив формулу (15) в выражение Ω6 из (14), а результат этой подстановки - в равенство(11), получим
квадратное уравнение относительно уровня ограничения ϕ max  первой производной скорости,  неотрицательный

корень которого связывает ϕ max  с заданным значением скорости Ω* : 

ϕ max=√( ω max
2

2⋅εmax
)

2

+Ω*⋅ω max+ϕ рт−ω max(3⋅ω max

2⋅εmax

+
εmax

amax
) . (17)

Формула (17) позволяет выполнить настройку уровня ограничения регулятора  R1 каскада (4) на текущий
максимум φ(t), соответствующий заданному значению Ω(t). Подстановка формулы (17) в выражение (15) делает
определёнными координаты всех точек излома оптимальной по быстродействию траектории, выражения кото-
рых зависят от Tsω , а именно с 4-й по 12-ю. Продолжив построение траектории до точки 8, получим координаты
последней расчётной характерной точки переключения R1:

ε 8=0 ; ω 8=−amax (T sa

2 +T sa⋅T sε )=−ω max ;

ϕ 8=amax(T sa

3 +
3

2
T sа

2 ⋅T sε +
1

2
T sa⋅T sε

2 +T sa

2 ⋅T sω +T sa⋅T sε⋅T sω);

Ω8=amax(65

12
T sa

4 +
71

6
T sа

3 ⋅T sε+
33

4
T sа

2 ⋅T sε
2 +

11

6
T sa⋅T sε

3 +T sω(4 T sа

3 +
13

2
T sа

2 ⋅T sε+
5

2
T sa⋅T sε

2 )+ 1

2
T sω

2 (T sa

2 +T sa⋅T sε )).

 (18)

Подставив определяемые выражениями (9), (10), (18) координаты состояния системы (2) в точках 1,3,8, со-

ответствующих расчётным точкам переключения X̂13
, X̂12

, X̂11
, после выполнения преобразования (8) в уравне-

ние переключения R1 вида
ΔΩ+K Ωϕ⋅ϕ +KΩω⋅ω +KΩε⋅ε=0

составим систему уравнений 

−Ω8+ KΩϕ ϕ 8−KΩω⋅ω 8+KΩε⋅ε 8=0

−Ω3+ KΩϕ ϕ 3−KΩω⋅ω 3+KΩε⋅ε3=0

−Ω1+ KΩϕ ϕ 1−KΩω⋅ω 1+ KΩε⋅ε1=0} . (19)

Решение системы (19) позволяет получить формулы коэффициентов обратных связей регулятора R1 из со-
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става каскада регуляторов (4) релейной СПР четвёртого порядка, настроенного на выполнение переключений в
трёх (N-i = 4-1 = 3) точках переходной траектории, соответствующих точкам 4, 9, 12 (рисунок 1):

KΩϕ=3T sa+2T sε+
1

2
T sω ;

KΩω=29

12
T

sa

2 + 35

12
T

sa
⋅T

sε+
5

6
T

sε
2 + 1

2
T

sa
⋅T

sω+ 1

4
T

sε⋅T
sω ;

KΩε=
3

4
T

sa

3 + 9

8
T

sа

2 ⋅T
sε+

5

12
T

sa
⋅T

sε
2 + 1

6
T

sa

2 ⋅T
sω+ 1

8
T

sa
⋅T

sε⋅T
sω .

(20)

Выражения (20) наряду с (17), (15), (5) обеспечивают настройку каскада регуляторов (4) на формирование
оптимального по быстродействию переходного процесса отработки Ω* в режиме «большого треугольника». Вме-
сте с тем,  алгоритм адаптации системы к воспроизведению представленных на рисунке 1 диаграмм должен
включать  проверку текущей величины задающего воздействия на  принадлежность диапазону реализуемости

данной формы траектории [Ωmin Δ
*

,ΩmaxΔ
* ) .

Верхняя граница диапазона Ωmax Δ
*

 может быть найдена подстановкой предустановленного максимума пер-

вой производной ϕ max

*
, рассчитанного по конструктивным ограничениям ЭМС (1), в формулу (15) с последую-

щей подстановкой полученного Tsω в формулу (11), в которой Ω6 определена согласно (14). Нижняя граница вы-
числяется из условия существования ненулевого интервала стабилизации второй производной Ω(t)

T sω≥0 .

Подставив предельное условие Tsω = 0 в выражение Ω6 з системы (14), а результат – в формулу (11), найдём

Ωmin Δ
*

. Заметим, что вычисление границ диапазонов реализуемости различных форм переходной траектории вы-

полняется при инициализации контроллера, а в цикл управления наряду с расчётом параметров каскада (4)  вхо-
дит только проверка условий 

Ω*≥Ωmin Δ
*

, Ω*<Ωmax Δ
*

(21)

при ступенчатом изменении Ω*.

Выводы. Установленная в настоящей работе взаимосвязь между величиной задающего воздействия и пара-
метрами каскада релейных регуляторов позволяет использовать метод N-i переключений для настройки системы
управления на отработку оптимальной по быстродействию траектории режима «большого треугольника». Благо-
даря своей простоте процедура параметрического синтеза СПР, сводящаяся к проверке условий (21) и последо-
вательности расчетов по формулам (17), (15), (20), (5), может служить элементом алгоритма управления адап-
тивных цифровых систем, осуществляющих самонастройку в режиме реального времени. Полученные аналити-
ческие выражения коэффициентов относятся к каноническим координатам системы, что позволяет распростра-
нить результаты данной работы на все системы четвертого порядка, замкнутые по старшим производным выход-
ной величины.
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