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Выводы: 
1. В связи со статистической природой возмущающих факторов, оказы-

вающих существенное влияние на несущую способность элементов пакетного 
редуктора, значение основных его конструктивных параметров не являются 
однозначно определенными. 

2. Представлена методика системного вероятностного расчета трехсту-
пенчатых пакетных редукторов и формулы для их расчета на прочность по 
основным критериям их работоспособности с учетом флуктуации возму-
щающих факторов, влияющих на их несущую способность. 
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КОНТАКТНА ВЗАЄМОДІЯ ДЕТАЛЕЙ МАШИН З 

ВИТЯГНУТИМИ КОНТАКТНИМИ ОБЛАСТЯМИ 
 
Для випадку контакту тіл з близькими радіусами кривизни вздовж одного з головних напрямів запро-
поновано загальну постановку контактної задачі. Здійснено параметризацію задачі відносно геомет-
ричних розмірів контактуючих тіл та радіусів їх кривизни. Проілюстрована поведінка розмірів кон-
тактних зон і розподілу контактного тиску при контактній взаємодії тіл з близькими радіусами. 
 
Для случая контакта тел с близкими радиусами кривизны вдоль одного из главных направлений 
предложено общую постановку контактной задачи. Осуществлено параметризацию задачи отно-
сительно геометрических размеров контактирующих тел и радиусов их кривизны. Проиллюстри-
ровано поведение размеров контактных зон и распределение контактного давления при контакт-
ном взаимодействии тел с близкими радиусами. 
 
General formulation of contact problem was proposed for the bodies with the close radius of curvature 
along one of the main directions. Geometric dimensions of the contacting bodies and the curvature ra-
dius were parameterized. Behavior of contact zones and the distribution of contact pressure during the 
contact interaction of the bodies with close radius was illustrated. 
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Вступ. Аналіз контактної взаємодії є дуже розвиненою областю механіки 
деформованого твердого тіла [1, 2]. Для визначення контактних зон та розподі-
лу контактного тиску застосовуються різні методи: модель Герца [3], метод 
граничних елементів (МГЕ) [4], метод скінченних елементів (МСЕ) [5]. Вони 
мають свої переваги та недоліки [1], які проявляються у тому числі за різних гео-
метричних форм поверхонь, уздовж яких здійснюється контакт деталей машин.  

 

Постановка задачі. Ставиться задача аналізу контактної взаємодії дета-
лей машин з різними кривизнами поверхонь, які перебувають у контакті.  

Контактна взаємодія елементів машинобудівних конструкцій здійсню-
ється через поверхні різної геометричної форми. При цьому гладкі поверхні 
забезпечують або початковий (у ненавантаженому стані) контакт через пло-
щадки ненульової площі (тобто через частини поверхонь узгодженої, конгру-
ентної форми), або точковий. За деяких додаткових припущень останній варі-
ант локально досить точно описується моделлю Герца. Крім того, можливий 
також варіант лінійчастого початкового контакту тіл. Його можна розглядати, 
наприклад, як перехідний випадок при дослідженні контакту параболоїду 2П  

з напівпростором 1П  (див. рисунок 1). Якщо збільшувати головні радіуси 

кривизни 21, RR  у точці первинного контакту параболоїду з напівпростором, 

одночасно спрямовуючи їх до нескінченності, то у граничному випадку ма-
тимемо контакт поверхонь узгодженої форми (два напівпростори). Якщо ж 
при цьому зафіксувати, наприклад, 1R , збільшуючи 2R , то у граничному ви-

падку отримаємо контакт циліндричного тіла з напівпростором, який реалізу-
ється у ненавантаженому випадку через лінію.  

 

 

 

Рисунок 1 – Контактна взаємодія напівпростору 1П  (границя площина 01 =− zГ ) з тілом 

2П , обмежений параболоїдом 2П , а також контакт їх обмежених областей 
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Розглядаючи описану модельну контактну задачу у термінах кривизн 
)/1,/1( 2211 RrRr == , можна записати згадані випадки так: 021 == rr  – кон-

такт узгоджених поверхонь; 0,0 21 ≠= rr  – лінійчастий контакт; 0,0 21 ≠≠ rr  – 

точковий контакт. Якщо при ненульових rrr ≡≤ 21  ввести параметр 

] ]1;0/ 21 ∈= rrα , то виникає задача дослідження контактної задачі при 0→α . 

При цьому важливо зазначити, що поведінка розв’язку цієї задачі при скінчен-
ному α  і про нульовому його значенні відомі. Таким чином, потрібно визначи-
ти якраз тенденцію у поведінці, наприклад, максимального контактного тиску 

maxp  як функції параметру α в околиці нуля. 
 

Метод розв’язання задачі. Враховуючи, що насправді мова йде про 
розв’язання саме модельних задач, варто також розглянути і випадки, які ма-
ють більш практичне значення. Це стосується скінченності розподілів конта-
ктуючих тіл у плані. Для машинобудівних конструкцій це величини скінчен-
ні. Тому у розгляд потрібно ввести ще й параметр rb ⋅=β , який масштабує 

розміри тіла в плані до характерного геометричного параметра. Таким чином, 
потрібно розглядати ще й параметричну залежність )(max βp . Оскільки мож-

на заздалегідь прогнозувати, що при малих α  розміри контактної плями бу-
дуть великі, і вона вийде за межі тіла розміром b , то, відповідно, класична 
"герцівська" залежність maxp  від α  спотвориться. Отже, з’являється ще й 

третій параметр γ , який описує ступінь відхилення "обрізаної" плями від ви-

падку герцевського контакту. Наприклад, якщо взяти за цей параметр відно-
шення b  до розміру плями при контакті з необмеженим тілом, то при 0→γ  

та при ∞→γ  маємо граничні випадки, причому перший представляє значно 

більший інтерес. Звичайно, введена параметризація не є вичерпною. Проте 
дослідження розподілу контактного тиску та ),,(maxmax γβαpp =  дає змогу 

визначити характерні тенденції контактної взаємодії при контакті по витягну-
тих площадках. При цьому контактні задачі були розв’язані різними методами 
(модель Герца, метод граничних елементів, метод скінченних елементів).  

При цьому із застосуванням МСЕ задача зводиться до мінімізації функ-
ціоналу  

∫ ∫
ΛΓ

→Γ−=
),( 21

min,)()(
2
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ПП

iiijij duPdvuuuI εσ  (1) 

 

де εσ ,  – компоненти тензорів напружень і деформацій; Puk ,  – компоненти 

вектора переміщень та навантажень. 
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де P  – загальна сила притискання другого тіла до першого. 
Обмеженнями буде умова 
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Із застосуванням метода граничних елементів розв’язувальна система рі-
внянь виглядає наступним чином (див. рисунки 2, 3): 
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Рисунок 2 – Кінематика контактної вза-
ємодії тіл 1 і 2 

Рисунок 3 – Базові функції для апроксимації 
шуканого розподілу контактного тиску 
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У співвідношеннях (7) nmC  – коефіцієнти впливу, які дорівнюють пере-

міщенню у вузлі m  при дії одиничного розподілу )1( =np  контактного тис-

ку, зосередженого навколо вузла n  (див. рисунок 3). 
Модель Герца (див. рисунок 4) дає змогу визначити для випадку контак-

ту двох параболоїдів розподіл контактного тиску по еліпсу з напівосями ba,  

та його максимальне значення: 
 

 

Наведені моделі МСЕ, МГЕ дають можливість визначити розподіл кон-
тактного тиску при різноманітних наборах параметрів γβα ,,  тощо. Отже, 

з’являється інструмент аналітичних і числових досліджень. Це дає змогу ста-
вити задачу і досліджувати аналіз впливу різних чинників на розподіл конта-
ктних зон і тиску, зокрема, при взаємодії тіл з різко відмінними радіусами 
кривизни у двох головних напрямах. 

 

Тестова задача. Розв’язується задача про контакт плоского тіла з части-
ною параболоїда (див. рисунок 5). Розміри тіл: b =0,015м, c =0,025м, d =0,01м 
(див. рисунок 1). Притискне зусилля – 100Н. 

 

 
 

Рисунок 4 – До контакту двох 
параболоїдів 

Рисунок 5 – Контакт плоского тіла з 
частиною параболоїда 

 

Один із радіусів кривизни тіла Λ
2П (див. рисунок 1) зафіксований і дорі-

внює 100м. Другий радіус змінюється: var/ 12 ==αRR . Зміна радіусу 2R  

призводить (див. рисунок 6) до суттєвої зміни конфігурації контактної плями. 
Вона з ростом співвідношення α  збільшується у напрямі більшого радіусу 
кривизни, а розподіл контактного тиску стає більш вирівняним на більшій час-
тині плями (на відрізках, паралельних більшій напівосі). За деякої величини 
притискної сили та радіусу 2R  контактна пляма виходить на периферію конта-
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ктуючих тіл (у даному випадку – при 30>α ). Розв’язання даної задачі здійс-
нено за допомогою методу скінченних елементів. 

 

  

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 6 – Розподіл контактного тиску при різних співвідношеннях радіусів 

кривизни тіла Λ
2П (див. рисунок 1) 

 

Висновки. Одержані сімейства контактних плям та розподілів контакт-
ного тиску свідчать про швидко прогресуюче зростання розмірів плями з рос-
том одного із радіусів кривизни. У подальших дослідженнях планується уста-
новити за допомогою метода скінченних елементів, метода граничних елеме-
нтів та моделі Герца шукані залежності розмірів цих плям та максимального 
контактного тиску від геометричних та силових параметрів в досліджуваній 
механічній системі. 
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