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практическое значение на стадии проектирования новой техники. На основании 
результатов численного эксперимента и стендовых испытаний установлено, что 
при выборе оптимальных параметров технический уровень предложенного но-
вого конструктивного решения трехступенчатого двухпоточного редуктора, со-
гласно вышеизложенным расчетным зависимостям, соответствует лучшим (ре-
кордным) мировым образцам. Редуктор может быть успешно использован в ка-
честве передаточного механизма в механических приводах скважинных насосов. 
При этом повышаются на 7,4% уровень надежности и до 10% к.п.д. редуктора. 
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ОСНОВЫ СИНТЕЗА ПРОФИЛЕЙ ЗУБЬЕВ  

ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ПЕРЕДАЧ, ОБЛАДАЮЩИХ  

ПОВЫШЕННОЙ КОНТАКТНОЙ ПРОЧНОСТЬЮ  
 

Перечислены основные положения, реализуемые в создаваемой методике и программном обес-
печении для оптимизационного синтеза профилей зубьев цилиндрических передач, в которых на-
грузочная способность по критерию контактной прочности зубьев будет наибольшей. Методика 
основана на всестороннем анализе пространства плоских зацеплений по С.А. Лагутину и учиты-
вает двойственность задачи синтеза: в каждой точке пространства зацепления одному заданному 
значению контактных напряжений отвечают две пары сопряженных профилей. 
 

Перелічені головні положення, що реалізовані у створеній методиці та програмному забезпеченні для 
оптимізаційного синтезу профілів зубів циліндричних передач, в якій навантажувальна здатність по 
критерію контактної міцності буде найбільшій. Ця методика побудована на всебічному аналізі просто-
ру пласких зчеплень по С.А. Лагутіну та враховує двоїстість завдання синтезу: в кожній точці простору 
єдиному завданому значенні контактного напруження відповідають дві пари сполучених профілів. 
 

There are the main provisions that are the basis being created method for optimization synthesis of spur 
gear profile tooth in computer system, that support such synthesis. Based on the developed concepts 
subsequently will be created an interactive method for optimization of geometrical synthesis spur gear 
that have load capacity by the criteria of contact strength of tooth will be higher or equal. 
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1. Постановка проблемы и актуальность задачи. Зубчатые передачи – 
основа механического привода большинства машин. Проектирование и изго-
товление передач с повышенной нагрузочной способностью – актуальная для 
машиностроения задача. Весьма привлекательным способом повышения на-
грузочной способности зубчатых передач является совершенствование их 
геометрии, т.к. позволяет: из тех же материалов и при той же точности изго-
товления получить передачу с меньшими габаритами и весом. Для цилиндри-
ческих передач, являющихся самыми распространенными в машинах, это, в 
частности, поиск профилей зубьев, при которых контактные напряжения 
вдоль всей линии зацепления минимальны. Проблеме поиска оптимальных 
профилей зубьев, посвящено большое количество работ, которые можно раз-
делить на две группы: а) посвященные совершенствованию геометрии пере-
дач с профилями известных типов (прежде всего эвольвентных); б) посвя-
щенных поиску и исследованию новых видов профилей зубьев, обладающих 
повышенной нагрузочной способностью, например [1-3].  

В настоящее время отсутствуют методики и их программная реализа-
ция для синтеза новых видов профилей зубьев, обладающих повышенной на-
грузочной способностью. Устранению названного недостатка и посвящена 
представленная работа, в которой рассматриваются принципиальные вопросы 
создания современной методики оптимизационного синтеза цилиндрических 
передач, опирающейся на детальный анализ свойств пространства проекти-
руемого плоского зацепления. Одновременно обсуждаются вопросы разра-
ботки соответствующего программного обеспечения этой методики. 

 

2. Методы повышения нагрузочной способности передач. Для её 
повышения используют следующие приёмы: 

• Увеличение приведенного радиуса кривизны в контакте зубьев, дости-
гаемое оптимизацией профилей зубьев, что снижает контактные напря-
жения. 

• Снижение величины силы в зацеплении за счет применения передач с 
торцовым коэффициентом перекрытия αε >2. 

• Проектирование колес с несимметричными зубьями, способствующее 
снижению контактных и изгибных напряжений в передаче. 

• Модификация профилей на участках их пересопряжения, обеспечиваю-
щая снижение сил соударения зубьев в начальный момент их контакта, 
позволяющая уменьшить виброактивность зацепления. 

• Локализация контакта в передаче за счет модификации зубьев. 

• Перераспределения усилий при многопарном касании или на участках пе-
ресопряжения (с учетом деформаций зубьев под нагрузкой) и увеличение 
приведенных радиусов кривизны в той части профилей, где они малы, пу-
тем соответствующей корректировки и модификации профиля зуба. 

• Получение замкнутой линии контакта для "защемления" масла в замкнутом 
объеме, чтобы передавать усилие с зуба на зуб и через масляную подушку [4]. 
При разработке методики основным критерием для оценки нагрузочной 

способности передач выбрана контактная прочность рабочих поверхностей зубьев. 
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3. Основы синтеза передач с высокой контактной прочностью. С 
математической точки зрения поиск формы рабочих поверхностей зубьев, 
обеспечивающих наибольшую нагрузочную способность, есть классическая 
задача оптимизации: найти параметры x, определяющие форму и размеры 

рабочих поверхностей зубьев, при которых функция качества F(x)�max (min), и 

при этом выполняется ряд ограничений в форме неравенств Pi(x)≥0 {i=1, 2, … n} 

и равенств Qj(x)=0 {j=1, 2, … r}. Заметим, что всегда функция качества F(x) и 
большинство функций ограничений Pi(x) и Qj(x) являются нелинейными. Решать 
эту задачу численными методами нелинейного программирования очень сложно.  

Одно из перспективных направлений методов оптимизационного синтеза 
поверхностей зубьев, обладающих максимальной нагрузочной способностью – 
их синтез, основанный на анализе пространства зацепления [5-7]. Но практиче-
ское использование этого метода затруднено сложностью восприятия и графи-
ческого отображения тех свойств пространства зацепления, которые зависят от 
кривизны контактирующих поверхностей (как для каждой точки трёхмерного 
пространства изобразить показатель качества, являющийся функцией четырёх 
переменных [8]: двух радиусов кривизны R1 и R2, радиуса геодезического круче-
ния Rk и направления линии зуба β?). 

Нам удалось для пространства плоских зацеплений разработать методику 
визуализации главного критерия нагрузочной способности – контактной проч-
ности. Это позволяет наглядно отображать любые качественные показатели, 
зависящие от кривизны синтезируемого профиля. В качестве примера, на ри-
сунке 1 изображено поле приведённого радиуса кривизны в одной четверти про-
странства плоского зацепления при заданном значении контактных напряжений.  

Пример расчета выполнен для следующих параметров синтезируемой 
передачи: 

 

– мощность на шестерне P1=100кВт; – передаточное число u=2; 
– межосевое расстояние aw=100мм; – ширина колеса b2=30 мм; 
– частота вращения шестерни n1=4000об/мин; – угол наклона линии зуба β=0°; 
– торцовый коэффициент перекрытия 1<εα<2 – контактные напряжения σH=1000МПа; 
– полюс W находится в зоне однопарного зацепления. 

 

В верхней части рисунка 1 изображена схема передачи и диаграмма изме-

нения приведенного радиуса кривизны prρ
 
контактирующих профилей в виде 

линий равного уровня этих prρ . В нижней части на рисунке 1 дана диаграмма 

приведенного радиуса кривизны в виде поверхности. Для лучшей наглядности 
диаграмм, радиусы кривизны в зоне, близкой к межосевой линии, срезаны на 

значении prρ =30мм.  

Важное для понимания разработанной методики положение: при указанных 
выше параметрах проектируемой передачи и при контактных напряжениях, рав-
ных σH=1000МПа на всей искомой линии зацепления, приведенный радиус кривизны 
в зацеплении должен изменяться по закону, изображенному на рисунке 1. 

Поясним, почему при постоянных контактных напряжениях σH=const, 
поле приведенных радиусов кривизны оказалось линейчатой поверхностью. 
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Контактные напряжения 
σH (по Герцу) зависят от 
двух параметров: от приве-
денного радиуса кривизны 

prρ
 
и от силы в зацепле-

нии Fn, приходящейся на 
единицу длины линии кон-
такта. Сила же Fn зависит, в 
свою очередь, от окружной 
силы, которая в решаемой 
задаче постоянна, и от угла 
зацепления α, который за-
висит от положения точки 
в пространстве зацепления. 
При этом линии равного 
уровня для α проходят че-
рез полюс зацепления. По-
этому и линии равного 
уровня контактных напря-
жений σH есть такие же 
прямые, проходящие через 
полюс зацепления. Из это-
го пояснения следует, что 

поля prρ  на рисунке 1 не 

очень информативны. Бо-
лее содержательными являются поля изменения радиусов кривизны профилей 
зубьев шестерни 1ρ  и колеса 2ρ , соответствующие полю приведенных радиусов 

кривизны prρ . Такие поля изображены на рисунках 2 и 3.  

При вычислении 1ρ  и 2ρ  и при их визуализации в пространстве плоских 

зацеплений, выявилась двойственность задачи поиска сопряженных профи-
лей, обладающих заданной приведенной кривизной в точках их касания: одни 
и те же контактные напряжения можно получить при двух разных парах со-
пряженных профилей: одна пара с большими (по модулю) радиусами кривиз-
ны 1ρ  и 2ρ ; другая пара – с малыми 1ρ  и 2ρ  (при выраженном выпукло-

вогнутом контакте зубьев). Малые 1ρ  и 2ρ  показаны на рисунке 2 (пара №1). 

Большие 1ρ  и 2ρ  – на рисунке 3 (пара №2), где изображен лишь фрагмент 

пространства зацепления для пары профилей. При этом его размеры умень-
шены с 18× 10мм до 4,5× 2,5мм и значения радиусов кривизны срезаны до 
±30мм. На рисунке 3 видны разрывы второго рода: радиусы кривизны изме-
няются от +∞ до –∞, что соответствует переходу через ноль кривизны k=1/ρ. 
В таких случаях большей наглядностью обладают изображения полей кри-
визны – см. рисунок 4 для той же пары профилей №2. 

Рисунок 1 – Поле приведённых радиусов кривизны в зацеплении 
при заданных контактных напряжениях между зубьями: 
1 – исследуемое (отображаемое) пространство плоского зацепления; 

2 –четверть пространства зацепления с картиной изменения ρpr; 
3 – искомая зона зацепления; 4 – синтезируемая линия зацепления ab 

W 

K 
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Рисунок 2 – Поля радиусов кривизны профилей шестерни и колеса (пара №1) 

 

 
Рисунок 3 – Поля радиусов кривизны профилей шестерни и колеса (пара №2) 

 

Поля радиусов кривизны (рисунки 1-3) и поля кривизны (рисунок 4) позво-
ляют для заданного уровня контактных напряжений решать следующие две задачи. 
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Задача 1. Нахождение всех радиусов кривизны (и кривизн) в любой точ-
ке пространства плоского зацепления. Так, для точки с координатами x=10мм 
и y=5мм (см. верх на рисунке 1) находим: а) на рисунке 1 внизу – значение 

приведённого радиуса кривизны prρ =9,79мм; б) на рисунке 2 – значения ра-

диусов кривизны шестерни R11=4,097мм и колеса R21=–7,045 мм для пары №1 
сопряженных профилей (при малых радиусах кривизны); в) на рисунке 4 – 
значения кривизны шестерни 1/R12=27,07мм и колеса 1/R22=15,34мм для пары 
№2 сопряженных профилей (при больших радиусах кривизны). Заметим, что 
приведённые числовые значения взяты не с диаграмм, а из компьютерных таб-
лиц. Сами же диаграммы предназначены, в основном, для оценки пользовате-
лем общего характера изменения кривизн. 

 

 
Рисунок 4 – Поля кривизны профилей шестерни и колеса (пара №2) 

 

Задача 2. Оценка закономерностей изменения кривизн и радиусов кривизны 
по всему пространству плоского зацепления, без чего практически невозможна 
разработка надёжных алгоритмов синтеза профилей зубьев, т.е. алгоритмов по-
иска такой линии зацепления, которая обеспечит требуемый закон изменения 
контактных напряжений вдоль синтезируемых отрезков этой линии зацепления. 

Разработка математического обеспечения и алгоритмов, а также создание 
программы, посредством которой построены диаграммы, приведенные на ри-
сунках 1-4, выполнялись с использованием работы [9]. В ней содержатся ос-
новные научные положения и сведения о сопряженных профилях: a) основной 

закон зацепления 012 =⋅nV ; b) уравнение Эйлера-Савари; с) положение о том, 

что в полюсе зацепления W контактные напряжения σH зависят лишь от угла 

зацепления wα , но не от кривизны каждого из сопряженных профилей; 
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d) формула Герца-Беляева и т.п. Кроме того, при разработках применены зна-
ния и положения о поиске поверхностей с максимальной нагрузочной способ-
ностью, лимитируемой контактными напряжениями σH, изложенные в [8]: a) 
показатель удельная работа рабочих поверхностей AF – локальный критерий, 
ориентированный на поиск поверхностей, обладающих наибольшей контакт-
ной прочностью; b) фундаментальное свойство кинематических пар: "Чем 
ближе контакт элементов высшей кинематической пары к поверхностному, тем 
большую работу (мощность) способна передавать кинематическая пара на еди-
ницу суммарной площади её рабочих поверхностей"; c) две гипотезы о методике 
задания геометрии сопряженных поверхностей при синтезе передач с высокой 
контактной прочностью; c) знание о том, что вне полюса W теоретически можно 
получить сопряженные профили со сколь угодно малыми напряжения σH. 

 

4. Принципы синтеза профилей зубьев цилиндрических передач. 
Ниже перечислены основные принципы, которые положены в основу разработки 
системы оптимизационного синтеза и его программного обеспечения. 

Принцип 1. Универсальность – возможность синтеза передач различного 

вида: a) с торцовым коэффициентом перекрытия 2>αε ; b) внешнего, внут-

реннего и торцового зацеплений; c) с несимметричными зубьями; d) "обыч-
ные", а также с до- и заполюсными зацеплениями.  

Принцип 2. Исходные данные для синтеза. При оптимизационном синтезе 
профилей зубьев в конкретной передаче пользователь должен работать с при-
вычными критериями и параметрами: контактными напряжениями, мощностью, 
числом оборотов и т. п. Поэтому исходными данными должны быть все сущест-
венные параметры проектируемой передачи – как при проверочных расчетах.  

Принцип 3. Главным критерием нагрузочной способности выбраны кон-
тактные напряжения σH по Герцу. При этом возможно использование и дру-
гих критериев, зависящих от радиусов кривизны в зацеплении. Например, 
критериев несущей способности масляной плёнки, а также критериев холод-
ного и горячего заедания. При синтезе должны учитываться и многие другие 
показатели, как широко применяемые (например, коэффициент перекрытия), 
так и специально созданные для решения задач синтеза (показатели для фазы 
вступления зубьев в контакт [10], виброактивность сил трения зубьев [11], 
параметры чувствительности к изменению межосевого расстояния и другие). 

Принцип 4. При синтезе различаются три вида участков линии зацепле-

ния. Это основной участок: однопарного зацепления при αε <2 и двухпарного 

при 2< αε <3. И два участки пересопряжения: a) начала зацепления; b) окон-

чания зацепления.  
Принцип 5. Синтез различных видов участков линии зацепления выполня-

ется, в общем случае, по отдельности и, возможно, при использовании разных 
критериев и ограничений. Основные участки профилей синтезируется из усло-
вия заданного закона изменения σH вдоль линии зацепления, и, прежде всего, из 
условия const=Hσ . Вблизи полюса зацепления имеются участки с особыми 

свойствами пространства плоского зацепления. Это следует учитывать при раз-
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работке общей методики синтеза и при создании отдельных алгоритмов. 
Принцип 6. Двойственностью задачи синтеза пользователь управляет, 

задавая один из следующих критериев выбора одного из двух корней для ра-
диуса кривизны профиля шестерни или колеса: a) наибольшего или наимень-
шего (по модулю); b) того корня, для которого приращение коэффициента 
перекрытия αε∆  для единицы длины профиля на головке зуба шестерни (ко-

леса) будет большим или меньшим; c) того корня, для которого указанный 
коэффициент чувствительности к изменению межосевого расстояния aw будет 

наименьшим (прежде всего необходимо учитывать влияние wa∆  на измене-

ние передаточного отношения i12). 
Принцип 7. Главными исходными параметрами для синтезируемых уча-

стков линии зацепления и соответствующих им участков сопряженных про-
филей должны быть (по выбору пользователя): a) длина участка профиля го-
ловки зуба шестерни (колеса); или b) длина участка линии зацепления; или c) 
коэффициент перекрытия αε , соответствующий синтезируемым отрезкам: 

линии зацепления и профилям. 
Принцип 8. Главный результат синтеза – профиль зуба шестерни или ко-

леса (по выбору пользователя) есть "уравнение" производящего элемента с ес-
тественной криволинейной координатой, а не массив координат его точек {xi, 
yi}, проекций ортов нормалей {nxi, nyi} и кривизн {Ri или ki=1/Ri}. Это позволяет 
просто и точно вычислять однозначно все перечисленные выше в этом абзаце 
параметры для любой точки профиля, задавая положение точки на профиле 
расстоянием вдоль профиля от расчетной точки. И использовать найденные па-
раметры для решения основной задачи теории зацеплений [9] – нахождения то-
чек сопряженного профиля и качественных характеристик зацепления. 

Принцип 9. Разработка детальных алгоритмов оптимизационного синтеза 
должна выполняться на основе анализа того, как изменяются все значимые ло-
кальные качественные показатели по всему пространству плоских зацеплений. 

Принцип 10. Изготовление синтезируемых профилей первоначально 
осуществить методами, изложенными в работах [12] и [13]. 

 

5. Этапы синтеза, последовательность и состояние разработки. Син-
тез включает: Этап 1. Синтез оптимальных рабочих участков профилей, в том 
числе с заданием толщины зубьев Sa. Этап 2. Синтез переходных кривых с 
минимизацией изгибных напряжений. Этап 3. Модификация профилей, с уче-
том деформаций и погрешностей в передаче. Этап 4. Проектирование техпро-
цесса и инструментов.  

В представленной работе речь идёт об этапе 1 – разработке методики и про-
граммного обеспечения для оптимизационного синтеза профилей зубьев цилинд-
рических передач. Последовательностью выполнения этапа 1 разработки являются: 

1. Построение и анализ полей всех значимых качественных показателей; 
синтезирование новых качественных показателей. 2. Синтез отдельных участков 
линии зацепления и участков профилей, обладающих заданными свойствами. 3. 
Синтез профилей зубьев с заданным характером изменения качественных пока-
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зателей вдоль синтезируемой линии зацепления; изготовление; испытание. 4. Оп-
тимизационный синтез сопряженных профилей; изготовление; испытание.  

В настоящее время, в основном, выполнены работы пункта 1 и ведутся ра-
боты по созданию программного обеспечения для пункта 2. Создан и отлажен 
минимальный набор компьютерных программ, позволяющий строить поля и 
графики нескольких качественных показателей (см. рисунки 1-4), и синтезиро-
вать отдельные участки: линии зацепления, профилей зубьев шестерни и колеса, 
а также отрезки на исходном контуре рейки – см. рисунок 5. На нем показаны 
фрагменты линии зацепления и трех сопряженных профилей (шестерни, рейки и 
колеса). На каждой из этих четырёх линий по два вида участков: с напряжениями 
на них σH=1000МПа (выходят из полюса зацепления W), и с σH=600МПа (при-
стыкованы к ним). На рисунке 6 изображено, как изменяется кривизна (шестер-
ни, колеса и приведенная) в точке контакта зубьев при вращении колес. На ри-
сунке 7 представлено как изменяются (в зависимости от расстояния точки от по-
люса W) радиусы кривизны профилей шестерни и колеса, которые показаны на 
рисунке 5. Видно, что профиль колеса на участке с σH=600МПа имеет перегиб, и 
его радиус кривизны R уходит в ±∞. 

 

 
Рисунок 5 – Пример синтеза участков линии зацепления и сопряженных профилей 

 

 
Рисунок 6 – Кривизны профилей         Рисунок 7 – Радиусы кривизны профилей 
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Выводы: 

1. Разработана методика и создан начальный пакет программ, позволяю-
щий: строить в пространстве плоских зацеплений поля основных качествен-
ных показателей, соответствующих заданному уровню контактных напряже-
ний в цилиндрической прямозубой передаче. Методика позволяет строить в 
пространстве плоских зацеплений поля любых локальных качественных по-
казателей, зависящих, в том числе, и от кривизны сопряженных профилей. 

2. Выявлена двойственность задачи поиска сопряженных профилей, обладаю-
щих заданной приведенной кривизной в точках их касания: одни и те же контактные 
напряжения можно получить при двух разных парах сопряженных профилей: 
одна пара с большими (по модулю) радиусами кривизны, другая пара – с малыми. 

3. Сформулированы принципы основ системы оптимизационного синтеза 
профилей зубьев. Один из самых важных принципов – синтез профилей зубь-
ев нужно проводить раздельно по фазам зацепления: на участках пересопря-
жения, вблизи полюса зацепления, в фазе однопарного зацепления (или в фа-
зе двухпарного при торцовом коэффициенте перекрытия εa>2). 

4. Разработаны математические модели и алгоритмы синтеза профилей зубьев 
с заданным законом изменения контактных напряжений σH вдоль синтезируемой 
линии зацепления. Создана программа по синтезу профилей зубьев, обеспечи-
вающих постоянное заданное значение контактных напряжений const.=Hσ  

5. Приведены примеры полей качественных показателей для одной четверти 
пространства зацепления. Дан пример синтеза двух участков линии зацепления, и 
соответствующих им профилей, в этой четверти пространства зацепления. 
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