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АНАЛИЗ ВЛИЯНИЯ КОЭФФИЦИЕНТА ПУАССОНА 
МАТЕРИАЛА НА ДЕФОРМАТИВНОСТЬ ЗУБЧАТЫХ КОЛЕС 
 

С использованием конечноэлементной аппроксимации анализируется напряженно-деформирован-
ное состояние прямозубого цилиндрического зубчатого колеса из низкомодульного композицион-
ного материала в различных фазах зацепления с металлической шестерней. В частности, сопостав-
лены значения упругих перемещений зуба и коэффициента перекрытия при контактировании в по-
люсной зоне и вершине зуба. Установлена нелинейная зависимость соотношения изгибной и кон-
тактной жесткости зуба от коэффициента Пуассона ν и показано существенное увеличение жестко-
сти в области отрицательных значений ν, характерных для ауксетичных материалов.  
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Введение. Демпфирующие характеристики полимерных зубчатых колес во 
многом обусловлены низким, в пределах 10ГПа, модулем упругости используемых 
в передачах конструкционных пластиков (текстолита, угле- и стеклонаполненных 
полиамидов и т.д.), что способствует снижению динамических усилий. Однако ха-
рактерная для полимерных зубчатых колес повышенная изгибная и контактная по-
датливость зубьев является источником кинематической погрешности передачи. 
При проектировании композитных зубчатых колес, в отличие от металлических 
(упругие характеристики которых могут регулироваться геометрической коррекци-
ей либо термообработкой в относительно узком интервале значений), следует ис-
пользовать широкие возможности оптимизации деформационных характеристик 
композитных колес путем изменения структуры материала, например, содержания 
армирующего наполнителя при неизменной геометрии зубьев.  

Так, методы композиционного материаловедения позволяют получить ма-
териалы с аномально низкими (отрицательными) значениями коэффициента 
Пуассона ν<0, называемые ауксетиками [1]. Эти материалы демонстрируют зна-
чительное сопротивление сдвиговым деформациям, что может быть использова-
но для повышения формостабильности зубчатых колес при передаче нагрузки.  

Цель настоящей работы – установление зависимостей изгибной и кон-
тактной жесткости зуба от коэффициента Пуассона в теоретически допустимом 
интервале значений данного параметра для изотропного материала. 

 

Метод и результаты исследования. Для анализа напряженно-деформи-
рованного состояния цилиндрической металлополимерной зубчатой передачи с моду-
лем зацепления m=3,5мм в предположении ее плоского деформированного состояния, 
рассматривали сопряжение фрагмента (одиночного зуба) полимерного колеса и жест-
кого кругового цилиндра эквивалентного радиуса R=2,3мм, моделирующего металли-
ческую шестерню. К цилиндру прикладывалось усилие F=10Н/см по нормали к эволь-
вентному профилю зуба с координатами, приведенными в работах [2, 3].  
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Дискретизация сопряжен-
ных тел при конечноэлемент-
ном решении контактной зада-
чи для двух моментов зацепле-
ния показана на рисунке 1. 

Данные для расчета вклю-
чали также коэффициент трения 
f=0,3 и модуль Юнга материала 
колеса E=3,8ГПа. Коэффициент 
Пуассона ν варьировался в тео-
ретически допустимом для изо-
тропного материала интервале 
значений [0,5…–1].  

Можно заметить, что изме-
нение знака коэффициента Пуас-
сона влияет на распределение 
перемещений ux и uy (рисунки 

2, 3). С целью выделения компонент контактной и изгибной жесткости зуба, расчет вы-
полнялся для двух вариантов его закрепления. При закреплении нижнего края, пере-
мещения ux и uy определялись в полной мере контактными и изгибными деформация-
ми (рисунок 2, 3в). Дополнительным закреплением указанного фрагмента по правому 
боковому контуру зуба минимизировался фактор изгиба; в этом случае перемещения 
были обусловлены практически только контактными деформациями (рисунок 2, 3г). 
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Рисунок 2 – Поле перемещений ux: 
контактирование в полюсе зацепления, а, на вершине зуба, б, при коэффициенте Пуассона ν=0,4; 
контактирование в полюсе зацепления, в, на вершине зуба, г, для коэффициента Пуассона ν=–0,4 
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Рисунок 1 – Конечноэлементное моделирование 
зубчатого зацепления при контактировании: 

а – в полюсе зацепления; б – на вершине зуба 
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Рисунок 3 – Поле перемещений uy: 
контактирование в полюсе зацепления, а, на вершине зуба, б, при коэффициенте Пуассона ν=0,4; 
контактирование в полюсе зацепления, в, на вершине зуба, г, для коэффициента Пуассона ν=–0,4 

 

В таблице 
приведены мак-
симальные значе-
ния вышеуказан-
ных компонент 
перемещений, а 
также их отноше-
ние  для контак-
та в зоне полюса и вершины при варьировании коэффициента Пуассона.  

Уменьшение изгибных (в 
большей мере) и контактных пере-
мещений по мере снижения коэф-
фициента Пуассона (в особенности, 
при значениях ν<–0,4) свидетель-
ствует о существенном увеличении 
жесткости зуба (рисунки 4, 5).  

На практике важна оценка вли-
яния податливости зубьев на коэф-
фициент перекрытия передачи (впер-
вые этот вопрос изучался в работе [4] 
при решении задачи о распределении 
нагрузки между одновременно за-
цепляющимися зубьями).  

Таблица – Соотношение контактной и изгибной жесткости зуба в зави-
симости от способа его закрепления и коэффициента Пуассона ν 

(закрепление по правому боковому контуру зуба отмечено знаком *) 
Параметр 

НДС 
Зона контакта 

Полюс зацепления Вершина зуба 
v 0,4 –0,4 –0,9 0,4 0,4*  –0,4 –0,4* –0,9 –0,9*  

ux, мкм 1,9 1,6 0,33 5,48 1,25 5,06 1,26 1,11 0,29 
uy, мкм 0,37 0,42 0,095 0,84 –0,99 0,90 –1,01 0,20 –0,23 
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Рисунок 4 – Зависимость перемещений по 
оси x от коэффициента Пуассона ν: 
1 – вершина зуба; 2 – полюс зацепления 
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Фактический (реальный) ко-
эффициент торцового перекрытия 
r, определяемый с учетом упру-
гих перемещений зубьев, 

 

  r            (1) 
 

состоит из теоретического коэффи-
циента перекрытия , реализуемо-
го в случае абсолютно жестких 
зубьев, и приращения коэффициен-
та перекрытия , обусловленного 
упругими перемещениями [5, 6]: 
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где 1 – угол перекрытия на шестерне без учета влияния перемещений; '
1  – 

дополнительный угол перекрытия на шестерне при входе в зацепление; ''
1  – 

то же при выходе из зацепления. 
В работе [5] даны приближенные выражения для определения дополни-

тельных углов перекрытия: 
 

;)/1(/2 2112
'
1 paav     ,/)/1(/2 121222

'
2 bupaau r   (4) 

 

где v2, u2 – перемещения зубьев в точках v2 и u2; a1(2), p1(2) – радиусы кри-
визны зубьев в точках a1(2), p1(2). Для нашего случая при u=1 имеем: 
 

;)/1(/2'
1 paav 

       
 ,/)/1(/2'

2 bupaau r       (5) 
 

где a и p – радиусы кривизны профиля в точках начала (на вершине зуба) и 
конца (на ножке зуба) активной ли-
нии зацепления соответственно; u 
и v – перемещения зуба соответ-
ственно в точках начала (u) и конца 
(v) зоны однопарного зацепления. 

На рисунке 6 показано прира-
щение коэффициента перекрытия 
, найденное по формулам (3) и 
(5); его изменение при уменьшении 
коэффициента Пуассона аналогично 
зависимостям перемещений ux(ν) и 
uy(ν) (рисунки 4, 5), рассчитанным 
методом конечных элементов. 

 

Заключение. На примере прямозубого цилиндрического зубчатого колеса 
показана возможность регулирования в широких пределах контактной и изгибной 
жесткости зубьев путем изменения коэффициента Пуассона материала. Для нагру-
жения зуба в двух различных зонах зацепления (полюсной зоне и вершине) уста-
новлены нелинейные зависимости соотношения изгибной и контактной жесткости 
зубьев при варьировании коэффициента Пуассона. Установлена нелинейная зави-
симость указанного соотношения от коэффициента Пуассона и показано суще-
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Рисунок 5 – Зависимость перемещений по 
оси y от коэффициента Пуассона ν:  
1 – вершина зуба; 2 – полюс зацепления 
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Рисунок 6 – Зависимость приращения коэффи-
циента перекрытия от коэффициента Пуассона 
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ственное увеличение изгибной и контактной жесткости зуба с уменьшением коэф-
фициента Пуассона в области его отрицательных значений, в особенности, при ν<–
0,4. 
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З використанням скінченноелементної апроксимації аналізується напружено-деформований стан 
прямозубого циліндричного зубчастого колеса з низькомодульного композиційного матеріалу в різних 
фазах зачеплення з металевою шестернею. Зокрема, зіставлені значення пружних переміщень зуба і кое-
фіцієнта перекриття при контактуванні в полюсної зоні і вершині зуба. Встановлена нелінійна залежність 
співвідношення згинальної і контактної жорсткості зуба від коефіцієнта Пуассона ν і показано істотне збі-
льшення жорсткості у області негативних значень ν, характерних для ауксетічних матеріалів. 

Ключові слова: зубчасті передачі, контактна і згинна жорсткість, коефіцієнт перекриття, 
полімерні композити, коефіцієнт Пуассона, ауксетікі, метод кінцевих елементів. 

 

Stress-strain state of straight spur gear made of low modular composite in different phases of mesh-
ing with metal pinion is analyzed by finite-element approximation. Particularly, values of tooth elastic dis-
placements and contact ratio at contact in the pole zone and tooth top were compared. The nonlinear de-
pendences of a ratio between contact and bending stiffness on Poisson’s ratio ν were established. Signifi-
cant increase of the stiffness was shown in the area of negative value ν being typical for auxetic materials. 

Keywords: gears, contact and bending stiffness, contact ratio, polymeric composites, Poisson’s 
ratio, auxetics, finite element method. 
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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ДЛЯ СИНТЕЗА ГЕОМЕТРИИ 
АРОЧНЫХ ЗУБЧАТЫХ ПЕРЕДАЧ СМЕШАННОГО ЗАЦЕПЛЕНИЯ 

 
В статье приведены основные геометро-кинематические критерии для оценки качества арочного за-
цепления, зубья колес которого образованы несимметричным исходным контуром. Получены диффе-
ренциальные уравнения для синтеза геометрии арочных зубчатых передач смешанного зацепления по 
указанным геометро-кинематическим критериям работоспособности для головки и ножки зуба. 
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