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УДК 621.833;539.3 
Возможности двухпрофильного контроля конических прямозубых колес / В.Н. Русец-

кий, В.Е. Антонюк // Вісник НТУ "ХПІ". Серія: Проблеми механічного приводу. – Х.: НТУ 
"ХПІ". – 2013. – №41(1014). – С.125-129. – Бібліогр.: 10 назв. 

Викладено метод двопрофільного контролю для конічних коліс з прямими зубцями. Для 
впровадження цього методу контролю розроблені схема вимірювання та модель приладу для ко-
нтролю. Описано рекомендації для впровадження двухпрофільного контролю в умовах масового 
виробництва з використанням засобів з записуючими приладами. 

Ключові слова: конічне зубчасте колесо, точність, вимірювальне колесо, двухпрофільний конт-
роль, метод запису. 

 

The method of It is offered for conic wheels with direct teeth to use modern means of the two-
profile control with recorders. The scheme of measuring and exemplary conic cogwheels is developed 
for realization of this quality monitoring. Recommendations about realization of a two-profile quality 
monitoring of conic transfers in the conditions of mass production are resulted.  

Keywords: bevel gear, precision, measuring wheel, two-profile control, recording method. 
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АНАЛИЗ КОНТАКТНОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ГЛАДКИХ И 
ШЕРОХОВАТЫХ ТЕЛ МЕТОДОМ ГРАНИЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 

 
Поставлена и решена задача о взаимодействии гладких и шероховатых тел. Задача сведена к гра-
ничному интегральному уравнению. Влияние шероховатости моделируется при помощи упруго-
го основания Винклера.  

Ключевые слова: контактное взаимодействие, метод граничных элементов. 
 

Введение. В конструкциях машин, оборудования и оснастки для осуществле-
ния связанных движений и усилий сопряжения традиционно применялись различ-
ные виды подвижных соединений. Однако тенденции усложнения кинематических 
схем, а также интенсификация условий нагружения приводят к неприменимости 
как известных конструктивных решений, так и методов их расчета. Для современ-
ного машиностроения характерным является широкое применение машин, в кото-
рых передача требуемых сложных видов движения и значительных рабочих уси-
лий осуществляется посредством контакта сложнопрофильных деталей. Это, 
например, передача технологических усилий в штампах различного типа, закреп-
ление и базирование заготовок при механообработке на разнообразных металлоре-
жущих станках, передача рабочих нагрузок между зубчатыми колесами в редукто-
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рах, усилия сопряжения поршней в гидрообъемных передачах, усилия опирания 
механизма наклона дуговых сталеплавильных печей и т.п. В силу этого между кон-
тактирующими телами возникают значительные контактные давления, во многих 
случаях определяющие несущую способность машиностроительных конструкций. 

Кроме того, характер распределения контактных давлений обусловлива-
ет величины и картины распределения перемещений точек взаимодействую-
щих деталей как гладких или шероховатых упругих тел. Это, в свою очередь, 
влияет на жесткость исследуемого узла, что влечет за собой, например, обес-
печение или необеспечение точности выполнения технологической операции. 
Соответственно, при проектировании таких элементов машин важным явля-
ется определение напряженно-деформированного состояния в сопряжении 
упругих деформируемых тел с учетом их контактного взаимодействия [1]. 

Для решения этой задачи привлекаются самые разнообразные методы: 
аналитические расчеты, основанные на модели Герца [2], численный метод ко-
нечных элементов (МКЭ) [3, 4]; метод граничных элементов [5]. В то же время 
среди методов анализа контактного взаимодействия сложнопрофильных тел 
(метод Герца, МГИУ и МКЭ) нельзя выделить однозначного лидера: все при-
меняемые методы имеют свои рамки применения, характеризуются различной 
степенью точности и требовательностью к затрачиваемым ресурсам, что в свою 
очередь, не дает возможности выделить тот или иной метод как доминирую-
щий или универсальный. Таким образом, в ходе исследований рационально 
применять различные методы анализа контактного взаимодействия из некото-
рого доступного их множества (или их сочетание).  

Дополнительным фактором, усложняющим модель контактного взаимодей-
ствия, является наличие и учет шероховатости, искажающей картину контакта тел, 
рассматриваемых как гладкие. Соответственно, для сложнопрофильных тел за-
труднительно рассчитывать на аналитические решения, и для проектных исследо-
ваний в наибольшей мере подходят численные методы анализа их напряженно-
деформированного состояния (НДС) с учетом контактного взаимодействия. 

Целью данной работы является совершенствование численных методов 
определения напряженно-деформированного состояния элементов машино-
строительных конструкций с учетом их контактного взаимодействия как 
гладких или шероховатых тел.  

 

Постановка задачи. При исследовании контактного взаимодействия 
сложнопрофильных тел [6-8] возникает необходимость проведения многовари-
антного решения задач анализа при варьировании формы и размеров взаимо-
действующих тел. Конкурирующими требованиями при этом выступают опе-
ративность и точность решения единичной задачи анализа, которые в значи-
тельной мере определяются методом, выбранным для ее решения.  

В частности, рассмотрим из всего их разнообразия метод Герца и метод ко-
нечных элементов (МКЭ). Первый значительно сужает множество тел, для кото-
рых он дает приемлемую точность решения, однако позволяет проводить доста-
точно оперативную оценку контактных давлений и контактных площадок. Второй 
применим и обеспечивает высокую точность моделирования для тел конечных 
размеров любой формы, однако требует больших затрат времени на формирование 
численных моделей, особенно для контакта СПТ. Таким образом, по критериям 
"точность-оперативность" данные методы как бы разнесены по противоположным 
краям воображаемого интервала показателей "применимость-ресурсозатратность", 
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условно обозначая крайности возможностей по каждому из критериев. Компромисс-
ным с этой точки зрения представляется метод граничных интегральных уравнений 
(МГИУ): он свободен от требований теории Герца о первоначальном точечном кон-
такте тел и о представлении локального зазора в сопряжении тел в виде положитель-
но определенной квадратичной формы от координат, задающих точки общей каса-
тельной плоскости. Этим существенно расширяется множество тел, доступных для 
исследования их контактного взаимодействия. С другой стороны, в отличие от МКЭ, 
он оперирует с существенно меньшими по размерам дискретными моделями, по-
скольку снижает на единицу физическую размерность при постановке задачи. Таким 
образом, для многих случаев исследуемого контактного взаимодействия СПТ метод 
граничных интегральных уравнений является альтернативой методу Герца и МКЭ, 
сочетая преимущества первого и второго, и будучи лишен, в значительной мере, их 
недостатков, а поэтому представляет интерес при решении контактных задач.  

Целью проведенных и описываемых в статье разработок является модифи-
кация метода граничных интегральных уравнений для исследования контактно-
го взаимодействия гладких и шероховатых сложнопрофильных тел, ограничен-
ных поверхностями произвольной формы.  

Кинематическая модель контакта гладких тел. При исследовании контакта 
гладких тел несогласованной формы [1-5] в отсутствие трения в первом приближе-
нии рассматриваются перемещения точек поверхностей и зазор между ними только в 
нормальном направлении. На этой основе выводятся кинематические соотношения 
контакта. Такое упрощение модели нормального контакта базируется на пренебре-
жении изменением направления векторов нормали поверхностей взаимодействую-
щих тел [1, 5-10]. Примером является теория Герца, в рамках которой нормальный 
зазор между поверхностями приближенно представляется квадратичной формой в 
локальной системе координат, связанной с точкой первоначального касания тел. 

В более общем случае приходится учитывать точную форму зазора между те-
лами, для чего вводится система координат, центр которой (точку О) традиционно 
располагают на линии действия прижимающей силы Р (рисунок 1). Оси z1 и z2 для 
удобства имеют направление вовнутрь тела (здесь и далее нижний индекс соответ-
ствует номеру тела, к которому относится обозначение). В этом случае уравнения 
каждой из поверхностей можно записать в виде 2,1),,(  iyxzz ii , а зазор вы-

числяется соответственно как ),(),(),( 21 yxzyxzyxhh  . 

В деформированном состоянии под действием силы Р оба тела приводятся в 
контакт по некоторой площадке. При этом перемещение произвольной точки гра-

ницы iS  каждого из тел в направлении оси z  складывается из смещения i , вели-

чина которого отсчитывается в направлении, обратном положительному для оси 

izO , и отклонения 
izu  от первоначальной формы соответствующей поверхности 

(рисунок 2). Первая компонента представляет собой сближение тел и не связана с 
их деформированием, а вторая отвечает деформациям, вызванным действием ис-
комого контактного давления. Такое разложение традиционно для задач о взаимо-
действии упругого полупространства с гладким штампом, в которых компонента-

ми сближения i  являются перемещения бесконечно удаленной точки полупро-

странства или всего жесткого штампа как абсолютно твердого тела. Данное пред-
ставление вертикальных перемещений в пренебрежении поперечными тангенци-
альными в плоскости Oxy приводит к следующей общепринятой записи нелиней-
ных соотношений для нормального контакта:  
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Модель деформирования упругого полупространства. Приведенная выше 
кинематическая модель контакта хорошо сочетается с моделью упругого пове-
дения твердых тел при приложении контактного давления, основанной на том, 

что перемещения точек их поверхности в зоне 
контакта и локальные деформации прибли-
женно эквивалентны перемещениям и дефор-
мациям упругого полупространства под дей-
ствием нормального усилия. Для упругого по-
лупространства известно интегральное соот-
ношение, устанавливающее связь между дав-
лением и нормальными перемещениями точек 
его границы (рисунок 3) [11]: 
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Поскольку распределения контактных давлений, действующих на границу 
обоих взаимодействующих тел, совпадают, то в соотношениях (1) неизвестные пе-
ремещения ),(1 yxuz  и ),(2 yxuz  выражены исключительно через единственную 

функцию распределения давления Р, которая в дальнейшем будет искомой, 
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Здесь 2,1,,  iEii  – коэффициент Пуассона и модуль упругости материала 

каждого из контактирующих тел. Контактная площадка S и распределение 
давлений ),( p , присутствующие в правой части равенства, являются неиз-

вестными и искомыми.  
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Рисунок 2 – Деформация тел и образова-
ние контактной площадки под действием 

нормального усилия 
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Рисунок 1 – Представление локального зазора 

между контактирующими телами 
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Рисунок 3 – Перемещение границы 
полупространства под действием 

нормального усилия 
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Прямой метод решения задач негерцевского нормального контакта упругих 
гладких тел состоит в том, что условия контакта записываются для конечного 
числа точек. В результате формируется система соотношений, позволяющая 
найти узловые значения контактных давлений, которые им удовлетворяют [12]. 
Выбор точек локализации и способ приближенной записи различных условий 
при этом являются довольно субъективными. Стандартной практикой является 
их численная проверка для серии модельных задач, поскольку для большого чис-
ла вариантов методов не существует строгого доказательства и оценок сходимо-
сти. 

Использование общей сетки для пирамидальных элементов давления и уз-
лов коллокации позволяет применить для записи соотношений метода выраже-
ния (1), согласно которым условия контакта в узлах сетки принимают вид: 
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где 21   – суммарное сближение; ),( nnn yxhh   – узловые значения 

первоначального зазора. 
Другим условием является неотрицательность давлений, что накладыва-

ет на искомые узловые значения ограничения 
 

Nmpm ,1,0  . (5) 
 

Более того, вне зоны контакта они должны быть нулевыми, так что  
 

0mp , mJ  – вне зоны контакта. (6) 
 

В условия (1) и их дискретную запись (4) входит сближение тел δ, которое в 
большинстве задач является неизвестным. Возникающую в связи с этим неопре-
деленность можно исключить, добавив в систему разрешающих соотношений 
уравнение, в котором присутствует величина действующего прижимающего уси-
лия Р. Чаще всего бывает заданным именно оно. Это уравнение получаем инте-
грированием по элементам кусочно-линейно представленного давления, 

 

Ppc
m

m  2/3 2 . (7) 
 

Система соотношений (4)-(7) на практике всегда разрешается единственным 

образом относительно неизвестных  N

mmp
1
 и δ. При их определении наибольшей 

трудностью является то, что форма и размеры области контакта обычно неизвестны. 
Поэтому для начала необходимо сделать предположения относительно зоны контак-
та и того, какие узлы в нее входят. Обычно строят сетку и делают начальное предпо-
ложение об области контакта таким образом, что они заведомо покрывают истинную 
область контакта. В ходе последующей итерационной процедуры уточняются как 
форма пятна контакта, так и значения контактных давлений. На каждом ее шаге име-
ется множество Nc, состоящее из индексов nc узлов, предположительно входящих в 
контакт. Для них должны выполняться уравнения из системы (4), а также равенство (7): 
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Последнее равенство в системе (8) записано с учетом условия (6): 

cm Nmp  ,0 . Соотношения (8) образуют систему из (Nc+1)-го линейного алгеб-

раического уравнения (СЛАУ) относительно такого же числа неизвестных. Ее мат-

рица формируется из коэффициентов влияния nmC  и весовых множителей из равен-

ства (7). Система (8) имеет единственное решение. Полученные с его помощью узло-
вые значения 

ccc
Nmmp }{  могут оказаться нарушающими условие (5), что будет озна-

чать, что размеры зоны контакта завышены. Индексы узлов, в которых это происхо-
дит, исключаются из множества Nc, и производится новый шаг итерации. Так проис-
ходит до тех пор, пока на некотором шаге не будет получено множество индексов Nc, 
для которого решение системы (8) даст неотрицательное давление в зоне контакта. 

В большинстве ситуаций этот результат является окончательным. Однако он 
все же требует дополнительной проверки на выполнение еще одного типа условий, 
представленного в (4). Вне зоны контакта не должно возникать взаимного проник-
новения взаимодействующих тел. Если в части узлов, не вошедших в область кон-
такта, не будут соблюдаться неравенства из (3), то их индексы придется включить 
во множество Nc и повторить итерационную процедуру. Однако в большинстве 
случаев, когда начальное приближение области контакта выбрано достаточно 
большим и покрывает действительное контактное пятно, подобной необходимости 
возобновления итерационного процесса не возникает. Варьируемая зона контакта 
постепенно стягивается к искомой, и проверки выполнения условия (5) оказывает-
ся достаточно. Точность результата при этом определяется размером ячейки с.  

Вариационные методы решения задачи негерцевского нормального кон-
такта. В отличие от описанного выше прямого метода, в рамках которого 
находится приближенное распределение контактного давления, обеспечива-
ющего выполнение точных соотношений контакта (1) в конечном числе то-
чек, вариационный подход основывается на слабой постановке контактной 
задачи. Известные результаты Фикера [13], а также Дюво и Лионса [14-15] 
устанавливают общий принцип, определяющий существование и единствен-
ность решения контактных задач. Он заключается в том, что действительные 
перемещения точек системы тел, приводимых в контакт при выполнении ряда 
условий, минимизируют полную энергию системы U в пространстве возмож-
ных перемещений, удовлетворяющих условию непроникновения. 

Однако при использовании модели упругого полупространства, в которой 
имеется соотношение (2), выражающее перемещение точек границы через нор-
мальные усилия на поверхности контактирующих тел, представляется более 
удобными принять в качестве варьируемой функции распределение контактных 
давлений. В этом случае необходимо воспользоваться отличным от вышеупомя-
нутого вариационным принципом, предложенным Калькером. Согласно ему для 
истинных области контакта и давления, действующего в сопряжении тел, дости-
гается минимум полной дополнительной работы Ф среди всех возможных неот-
рицательных распределений р. Вид функционала для рассматриваемой задачи и 
постановка задачи минимизации, ей эквивалентной, представлены ниже: 
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Здесь S – некоторая достаточно большая область поверхности полупростран-
ства (возможные распределения контактных давлений должны иметь ограни-
ченные носители). С учетом соотношения (3) можно видеть, что минимизиру-
емое выражение является функционалом, зависящим от одной лишь неиз-
вестной функции давления р. Распределение давления здесь должно удовле-
творять неравенству из (9) в слабом смысле. 

Приближенное решение этой задачи можно найти, рассматривая значение 
минимизируемого функционала на конечномерном пространстве, образованном 
кусочно-линейными распределениями р на регулярной треугольной сетке. В этом 
случае S либо точно, либо приближенно совпадает с областью, покрытой сеткой. 
Сам функционал при этом принимает вид суммы квадратичной и линейной форм 
относительно узловых значений давления pn. Способ его вычисления зависит от 
схемы численного интегрирования. Применяя простую квадратурную форму с 
узлами, совпадающими с узлами используемой сетки, 
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можно прийти к следующей задаче квадратичного программирования, явля-
ющейся приближением (9), (10): 
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Примечательно, что узловые значения  Т
nnp

1
, получаемые как решение 

(11), являются идентичными результату применения прямого метода и удовле-
творяют условиям (4)-(6). В этом случае имеется эквивалентность не только 
начальных сильной и слабой постановки контактной задачи, но и приближенных 
методов ее решения. Однако это справедливо лишь при использовании формулы 
(10) для вычисления интегралов в (9), что не является обязательным.  

Преимуществами вариационного похода являются наличие условий, един-
ственным образом определяющих форму области контакта и распределение 
контактных усилий; возможность применения методов квадратичного про-
граммирования. Последнее обстоятельство 
позволяет применять вариационную форму-
лировку для формального оправдания приме-
нения метода коллокаций. 

Модель контакта шероховатых тел. Для 
учета влияния шероховатости на контактное вза-
имодействие сложнопрофильных тел применима 
в первом приближении модель упругого слоя, 
жесткостные свойства которого эквивалентны в 
некотором смысле свойствам шероховатого по-
верхностного слоя. Тогда исследуемое тело Ω со-
стоит из двух частей: Ω0 – гладкое упругое тело и 
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Рисунок 4 – Модель шероховатого 
сложнопрофильного упругого тела 
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Ω1 – покрывающий его шероховатый слой (рисунок 4).  

При этом между перемещениями точек 
zu  поверхности S1, участвующих в 

описании условий контактного взаимодействия, перемещениями гладкого тела 
)0(

zu  и шероховатого слоя )1(
zu  существует зависимость  

 

   10
zzz uuu  .                  (12) 

 

Здесь )0(
zu  выражается через интегральное соотношение (2). Перемещение же 

)1(
zu  описывается соответствующей моделью для шероховатого слоя. Из простых 

можно моделей выделить основание Винклера [16, 17]: 
 

  puz 1 ,                                                    (13) 
 

где λ – податливость слоя, зависящая от свойств поверхности исследуемого 
тела. Модель (13) является достаточно упрощенным вариантом более адек-
ватных и точных зависимостей (например, степенных) между перемещениями 
и давлениями в шероховатом слое. В то же время она вносит качественное 
изменение в систему взаимодействующих тел, вводя дополнительные элемен-
ты в систему. Соответственно, этим данная упрощенная модель и ценна, в 
связи с чем использована в дальнейших исследованиях. 

Учитывая малую толщину слоя Ω1, в дальнейших соотношениях координаты 
x, y (см. рисунок 1) точек поверхностей S0, S1 отождествляются. В то же время в ки-

нематических соотношениях контакта происходит замена )0(
zu  на 

zu . В силу этого 

все приведенные выше соотношения для описания контакта гладких тел остаются 
по форме такими же, за исключением внесения в матрицу коэффициентов влия-

ния C  дополнительных слагаемых, расположенных на главной ее диагонали: 
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где коэффициенты матрицы влияния 
 

nmnmnm CC   . (15) 
 

Здесь Cnm – коэффициенты матрицы податливости;   – суммарная податливость 
шероховатых слоев в сопряжении шероховатых тел (например, для случая кон-

такта двух шероховатых тел 21  , где λ1 и λ2 – податливости слоев, отне-

сенных к соответствующим телам 1, 2; если одно из тел гладкое, то соответствую-

щий коэффициент λk=0);  nmmnnm   если ,0; если ,1  – символ Кронекера. 

Тогда результирующие разрешающие соотношения по структуре анало-
гичны соотношениям для гладких тел, однако привнесены дополнительные 
компоненты от специально введенного упругого основания Винклера. Эф-
фект от введения этого слоя зависит от соотношения податливости этого 
слоя, моделирующего шероховатость, и гладкого упругого тела, которое этот 
слой покрывает. Если 

kkC , (16) 
 



ISSN 2079-0791. Вісник НТУ "ХПІ". 2013. № 41 (1014) 141 

то результирующая матрица C  состоит из матрицы С, возмущенной при-
бавлением малой диагональной матрицы. Следует ожидать, что при этом и 
распределение контактных давлений, и перемещений будет слабо отличаться 
от решения для гладких тел. Если отвлечься от влияния изменения области 
актуального контакта при изменении  , то матрица С, которая участвует в 
формировании разрешающих соотношений, может быть представлена в виде 
 

ECC  , (17) 
 

где Е – единичная матрица. Прибавление положительных слагаемых к диаго-
нальным элементам матрицы улучшает сходимость применяемых прямых или 
итерационных методов решения разрешающей системы уравнений.  

Что касается остальных разрешающих соотношений (т. е. условия неот-
рицательных узловых контактных давлений и равенство их суммы инте-
гральному усилию, прикладываемому к взаимодействующим телам), то они 
остаются такими же, как и для случая контакта гладких тел. 

Общая система уравнений для точек в зоне контакта из уравнения (8): 
 







 



 .2/3;, 2 PpcNnhpC

cc

cc

cc

ccc

Nm

mccn

Nm

mmn  (18) 

 

Для точек внутри области контакта, как отмечалось, остаются справедли-
выми соотношения (18), а для точек вне области контакта – (6) и второе из соот-
ношений (14). Аналогичной случаю контакта гладких тел остается и процедура 
итерационного уточнения области контакта и распределения контактных давлений. 

 

Заключение. Анализ полученных результатов дает основание для сле-
дующих выводов. 

1. В работе описан новый вариант метода граничных интегральных уравне-
ний, модифицированный для моделирования контактного взаимодействия слож-
нопрофильных тел. Он отличается от традиционных формулировок точным 
вычислением матрицы и правых частей разрешающей системы линейных ал-
гебраических уравнений, ускоренными способами вычисления и экономным 
хранением коэффициентов матрицы влияния за счет использования свойств 
симметрии и регулярности сетки дискретизации. 

2. Для поиска области контактного взаимодействия предложена итера-
ционная процедура ее уточнения путем пошагового удовлетворения искомы-
ми контактными давлениями системы разрешающих уравнений и неравенств. 

3. Для учета влияния шероховатости на контактное взаимодействие 
упругих тел предлагается вводить на поверхности тела упругое основание 
Винклера с характеристиками податливости, соответствующими свойствам 
поверхностного слоя реальных шероховатых тел. 

4. Разрешающие соотношения для анализа контактного взаимодействия ше-
роховатых тел аналогичны таковым для случая контакта гладких тел, за исклю-
чением введения в матрицу влияния дополнительных диагональных членов, про-
порциональных податливости винклерова слоя, моделирующего шероховатость. 

В комплексе предложенные подходы и соотношения составляют теоретиче-
скую основу для решения задач исследования контактного взаимодействия 
гладких и шероховатых сложнопрофильных упругих тел. В дальнейшем плани-
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руется провести численную реализацию построенной математической модели и 
применить описанные разработки для решения ряда прикладных задач. 
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Поставлена і вирішена задача про взаємодію гладких та шорстких тіл. Задача зведена до гранич-
ного інтегрального рівняння. Вплив шорсткості моделюється за допомогою пружної основи Вінклера. 
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The problem of the interaction of smooth and roughness bodies was formulated and solved. The problem is 
calculated by boundary integral equation. The effect of roughness is modeled by Winkler elastic foundation. 
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УСТРАНЕНИЕ ИНТЕРФЕРЕНЦИИ ЗУБЬЕВ 
В КРУПНОЙ ВОЛНОВОЙ ПЕРЕДАЧЕ 

 
Представлены наиболее актуальные вопросы повышения нагрузочной способности волновых зубчатых 
передач применительно к тяжелому машиностроению. При передаче больших по величине вращающих 
моментов и малом модуле зубьев, деформации гибкого колеса выходят далеко за пределы установлен-
ных зазоров в зубчатом зацеплении с малым модулем зубьев. Это приводит к негативным явлениям, та-
ким как интерференция, заклинивание и проскок зубьев в зацеплении, активизирующимся с повышени-
ем нагрузки. Выполненные исследования позволили устранить интерференцию, заклинивание и проскок 


