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ОТНОСИТЕЛЬНЫЕ ДВИЖЕНИЯ ЗАЦЕПЛЯЮЩИХСЯ ЗУБЬЕВ 
В КРУГОВИНТОВОЙ ГЛОБОИДНО-ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ 
ЗУБЧАТОЙ ПЕРЕДАЧЕ 
 

В статье приведена математическая модель относительных движений в зубчатой глобоидно-
цилиндрической круговинтовой передаче с двумя линиями зацепления. Проведен анализ коэффици-
ента скольжения в горловом сечении глобоидно-цилиндрической зубчатой круговинтовой передачи 
и на границе торцевых плоскостей глобоидного колеса. 
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Введение. В зацеплении круговинтовых зубьев глобоидно-цилиндрической 

зубчатой передачи одновременно происходят сложные движения: перекаты-
вание, скольжение, верчение поверхностей зубьев одного колеса относитель-
но зубьев другого колеса. 

Уравнения поверхностей зубьев ведущего и ведомого колес представим 
в системах O1X11Y11Z11 и O2X22Y22Z22 координат соответственно. 

Уравнения поверхностей головки зуба ведущего колеса в системе коор-
динат O1X11Y11Z11: 
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где r1 ‒ радиус начальной окружности глобоида, 
 

 )cos1( 2101
 uurr ; (2) 

 

r10 – радиус начальной окружности глобоида в его средней (горловой части); 2  
– угол обхвата глобоидным колесом цилиндрического колеса; u – передаточное 
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число передачи; γ – угол подъема линии зуба на глобоидном колесе; P – винтовой 
параметр; R1 – радиус кривизны профиля зуба головки зуба; λ11 – угол поворота 
радиусов профилирующей окружности; φ1 – угол поворота ведущего колеса; β1 – 
угол наклона линий зубьев и оси вращения ведущего колеса. 

Уравнение поверхностей ножки зубьев ведущего колеса: 
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где R2 – радиус кривизны профиля ножки зуба в едущего колеса; λ12 – незави-
симая переменная, угол поворота радиусов профилирующих окружностей; ξ1 
– угол, определяющий положение профильности зуба относительно головки 
этого же зуба; φ11 – угол, определяющий положение торцевого сечения го-
ловки зуба с торцевой плоскостью ведущего колеса. 

Уравнение поверхностей головки зуба ведомого колеса в системе O2X22Y22Z22: 
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где r2 ‒ делительный диаметр ведомого колеса; λ21 – независимая переменная; 
φ12 – угол, определяющий положение торцевого сечения головки зуба с тор-
цевой плоскостью ведомого колеса. 

Уравнения поверхностей ножек зубьев ведомого колеса: 
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где λ22 – независимая переменная; ξ2 – угол, определяющий положение про-
филя ножки зуба колеса относительно головки зуба этого колеса. 

 

Основное содержание. Относительные перекатывания зубьев друг по другу 
рассмотрим как состоящие из двух элементарных движений перекатываний, когда 
касательные к контактным линиям на их поверхностях не совпадают между собой. 

Угловые скорости перекатывания зубьев по направлению касательной к кон-
тактным линиям на зубьях головок ведущего и ножек ведомого колес соответственно: 
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где VK1Г и VK2Н – скорости перекатывания точки контакта по головке зуба ведущего 
и ножке зуба ведомого колес соответственно; ρλ11 и ρλ22 – радиусы кривизн поверх-
ностей зубьев головки ведущего и ножки ведомого колес соответственно. 

Аналогично (6) получим выражения угловых скоростей перекатывания 
точек контакта по направлению касательной к контактным линиям на зубьях 
ножек ведущего и головок ведомого колес соответственно: 
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где VK1Н и VK2Г – скорости перекатывания точки контакта по ножке зуба веду-
щего и головке зуба ведомого колеса соответственно. 

Углы между направлением вектора относительной скорости и касатель-
ными к контактным линиям на зубьях ведущего и ведомого колес:  

для головок зубьев ведущего глобоидного колеса: 
 

 ГКCГКCГКCГ 1111111 coscoscoscoscoscoscos aa ; (8) 
 

аналогично для ножек зубьев ведущего колеса: 
 

 НКCНКCНКCН 1212121 coscoscoscoscoscoscos aa . (9) 
 

Аналогично (8) и (9) получим для головки зубьев ведомого колеса: 
 

ГКCГКCГКCГ 2121212 coscoscoscoscoscoscos aa ; (10) 
 

для ножек зубьев ведомого колеса: 
 

 НКCНКCНКCН 2222222 coscoscoscoscoscoscos aa . (11) 
 

Здесь αС1, αС2, βС1, βС2, γС1, γС2 – углы между контактной линией и координата-
ми точки контакта; αК1Г, βК1Г, γК1Г, αК1Н, βК1Н, γК1Н – углы, направляющих косинусов 
вектора скорости движения точного зацепления на головках и ножках зубьев ве-
дущего колеса; αК2Г, βК2Г, γК2Г, αК2Н, βК2Н – углы, направляющих косинусов вектора 
скорости движения точки зацепления на ножках и головках зубьев ведомого колеса. 

Угловая скорость относительного перекатывания поверхностей зубьев 
ведущего и ведомого колес по общей касательной плоскости, считающейся 
неподвижной: на головках зубьев ведущего колеса: 
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на ножках зубьев ведущего колеса: 
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Угловые скорости перекатывания по направлению перпендикулярному каса-
тельным к контактным линиям на поверхностях зубьев ведущего и ведомого колеса: 
на головках зубьев ведущего колеса: 

 

 ГГкачГкачК ww 111 sin  ; (16) 
 

на ножках зубьев ведущего колеса: 
 

 ННкачНкачК ww 111 sin  ; (17) 
 

на головках зубьев ведомого колеса 
 

 ГГкачГкачК ww 222 sin  ; (18) 
 

на ножках зубьев ведомого колеса 
 

 ННкачНкачК ww 222 sin  . (19) 
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Только относительное перекатыва-
ние, представляющее собой сумму дви-
жений перекатывания: 
для головок зубьев ведущего и ножек 
зубьев ведомого колес: 

 

НкачГкачкач ww 211  ;         (20) 
 

для ножек зубьев ведущего и головок 
зубьев ведомого колес: 

 

2212 KГкачНкачкач Kww  .  (21) 
 

Векторы Ωкач1 и Ωкач2 направлены по 
линии пересечения касательной плоскости 
с плоскостью Q, проходящей через общую 
нормаль и вектор относительной угловой 
скорости вращения Ωотн. 

Нормаль к плоскости Q совпадает с 
вектором линейной относительной скорости 
точки, находящейся в зацеплении направ-
ляющие косинусы которой известны. 

Относительная скорость вращения 
зубчатых колес (рисунок 1): 
для головки зубьев ведущего колеса и но-
жек зубьев ведомого: 
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для ножек зубьев ведущего колеса и головок 
зубьев ведомого: 
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где 11  и 12  – углы направляющих косину-
сов нормали к поверхностям зубьев ведущего 
колеса на головках и ножках соответственно. 

Из выражения (22) и (23) следует, что 
направления вектора угловой относительной 
скорости вращения в круговинтовой глобо-
идно-цилиндрической зубчатой передаче па-
раллельно оси вращения ведомого колеса. 

Вектор угловой относительной скоро-
сти верчения направлен по нормали и сопря-
женным поверхностям. Абсолютная величина 
угловой скорости верчения равна проекции 
относительной скорости вращения на нормаль 
в глобоидно-цилиндрической зубчатой круго-
винтовой зубчатой передаче (рисунок 2). 

Угловая скорость верчения: 
для головок зубьев ведущего и ножек зубьев 
ведомого круговинтовых колес в глобоидно-

мм/с,отн
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Рисунок 1 ‒ Относительная скорость 
вращения зубчатых колес 

м/с,верч

1

верч1

верч2

Рисунок 2 ‒ Угловая относительная 
скорость верчения 
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цилиндрической зубчатой передаче: 
 

 1111 cosотнверч ,                                          (24) 
 

для ножек зубьев ведущего колеса и головок ведомого: 
 

  1222 cosотнверч . (25) 
 

При наличии относительного скольжения центр верчения находится на 
линии, перпендикулярной к вектору относительной скорости скольжения в 
проходящей через точку контакта на определенном расстоянии для головок 
зубьев ведущего колеса и ножек зубьев ведомого. 

Одной из причин износа поверхностей зубьев является скольжение: 
 

2,1V

Vc ,        (26) 

 

где VC – скорость сколь-
жения, V1,2 – скорость точ-
ки профиля, находящейся 
в контакте. 

 

Выводы. Анализ за-
висимости (26) показывает, 
что коэффициент скольже-
ния имеет минимальное зна-
чение в горловом сечении 
глобоидно-цилиндрической 

зубчатой круговинтовой пе-
редачи, и максимальное – на 
границе торцевых плоско-
стей глобоидного колеса. 

Из рисунка 3 следует, 
что коэффициент скольже-
ния зубьев на головках и 
ножках отличается незна-
чительно для одного зуба. 

При контактировании головки зуба ведомого колеса с ножкой зуба ведущего ко-
леса коэффициент скольжения значительно выше, чем при контактировании го-
ловки зуба ведущего колеса с ножкой ведомого колеса, где он очень близок. 

Следовательно, контакт головки зуба ведомого колеса с ножкой зуба ведущего 
колеса менее благоприятный. Поэтому следует ожидать первоначальный износ их до 
приработки выше, чем на головках ведущего колеса с ножками ведомого. 
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Рисунок 3 – Коэффициент скольжения зубьев 
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АНАЛИЗ ДВУХСТУПЕНЧАТЫХ ПЛАНЕТАРНЫХ ПЕРЕДАЧ С 
ЦИРКУЛЯЦИЕЙ МОЩНОСТИ В ЗАМКНУТОМ КОНТУРЕ 

 
Рассмотрены структурные и кинематические схемы двухступенчатых планетарных передач, 
составленные из механизмов известных типов. Особое внимание уделено анализу двухсту-
пенчатых передач с циркуляцией мощности в замкнутом контуре и определению их коэф-
фициента полезного действия. 
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Постановка проблемы. Известные преимущества планетарных передач 
обусловили их широкое применение в различных отраслях техники. Накопленный 
опыт проектирования и расчета основных типов представлен в известных справоч-
никах и методических рекомендациях ГОССТАНДАРТА [1-5 и др.]. Вместе с тем, 
в течение двух последних десятилетий справочная литература, посвященная плане-
тарным передачам, не издавалась. Этот недостаток недостаточно восполнялся стать-
ями в научно-технических сборниках и журналах. Предпринимаемые в настоящее 
время попытки изыскать пути повышения несущей способности и КПД планетарных 
передач в ряде статей не опираются на достоверные теоретические принципы и ре-
зультаты экспериментальных исследований. В основание предлагаемых конструкций 
планетарных передач закладываются варианты кинематических схем с недопустимо 
высокой циркуляцией мощности в замкнутом контуре [6], дается ошибочная трак-
товка понятия многопоточности и вводится необоснованная новая терминология.  

В данной статье ставится задача синтеза и анализа всех возможных струк-
турных и кинематических схем двухступенчатых планетарных передач. Особое 
внимание уделяется вопросам выбора рациональных вариантов кинематиче-
ских схем и методики расчета КПД замкнутых передач с циркуляцией мощности. 

 

Классификация и кинематические формулы планетарных передач. 
Многоступенчатые планетарные передачи составляют из механизмов, основ-
ные типы которых классифицированы в рекомендациях ГОССТАНДАРТА 
[4], рисунок 1. Для обозначения основных звеньев использованы символы a, 
b, водила – h, а для венцов сателлитов – g и f.  

Для расчета кинематики планетарных передач используют символ угло-
вой скорости ω с добавлением индекса звена. Передаточное отношение меж-
ду звеньями обозначается буквой i с добавлением двух индексов, соответст-
вующих обозначениям вращающихся звеньев. Верхний индекс соответствует 
обозначению звена, относительно которого рассматривается движение двух 
других звеньев. В общем случае для планетарного механизма с основными 
звеньями А, В и С, соответственно, с угловыми скоростями ωА, ωВ и ωС уста-
новлена следующая система условных обозначений передаточных отношений  
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Передаточные отношения планетарной передачи связаны между собой тож-
дественными равенствами  
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