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Rkadapt(у, х1, х2, m, F),  
 

которая возвращает матрицу решений методом Рунге-Кутта с переменным ша-
гом. Здесь у – вектор начальных условий размерности n (n – порядок ОДУ или 
число уравнений в системе); х1, х2 – начало и конец интервала интегрирования, на 
котором ищется решение; m – число точек (не считая начальной), в которых 
ищется решение; F – символьном вектор, содержащий правые части уравнений.  

В качестве примера рассмотрим синтез передачи, для которой в работе 
[11] было получено приближенное решение с помощью программного ком-
плекса Vissim. За базовые параметры при синтезе профиля зуба звездочки 
были приняты: число зубьев звездочки z=20, коэффициент трения скольжения 
f=0,2; коэффициент разновидности k=–5. Значения коэффициента разновид-
ности k выбрано из рекомендаций [7]. 

На рисунке 3 показаны полученные в результате такого решения рабочие 
профили зубьев.  

Синтезированный профиль зуба звездочки позволяет иметь в зацеплении 
выпукло-вогнутый контакт, что снижает контактные напряжения. Возрастает 
коэффициент перекрытия передачи, что приводит к снижению нагрузки на 
зуб. Также уменьшается удельное скольжение в зацеплении, что позволяет 
снизить износ и увеличить срок службы передачи. 

 

     
а                                                                          б 

Рисунок 3 – Синтезированные профили зуба звездочки: 
а – с двояковыпуклым контактом зуба и ролика; б – с выпукло-вогнутым контактом 

 

Выводы. Разработан численный метод построения профиля зуба звездочки 
цепной передачи на основе построения Бобилье. Его преимущество заключается 
в простоте получения решения и возможности управлять его точностью.  

В дальнейшем планируется его применение в процессе исследования 
контактного взаимодействия зуба с роликом методом конечных элементов.  
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Розглянута задача проектування зубчастих циліндричних двоступінчастих редукторів. Надана 
постановка задачі та вказані параметри проектування. Записані критерій та обмеження на пара-
метри проектування. Розроблені методики та алгоритми розв’язання задачі двома підходами. 
Проведені тестові розрахунки. 
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Актуальність задачі. Широке застосування у машинобудуванні набули 

зубчасті редуктори, які використовуються для зміни обертального моменту та ча-
стоти обертання, найбільш яскравими та розповсюдженими представниками яких 
є циліндричні редуктори. Більш часто застосовуються двоступінчасті редуктори, 
які можуть бути виконані як у розгорнутій так і у співвісній компоновках. 

Складністю проектування такого типу приводів є розподілення передаваль-
них чисел між ступінями редуктора, а, як наслідок, обрання відповідних констру-
ктивних параметрів. Також у ході проектування необхідно забезпечити рівноміц-
ність зубчастих зачеплень при головній вимозі – поліпшенні масогабаритних ха-
рактеристик. З точки зору проектування редуктора, зазвичай, виділяють наступні 
найбільш значущі масогабаритні характеристики: міжосьова відстань (співвісні 
редуктори) чи сумарна міжосьова відстань, довжина та маса редуктору. Досяг-
нення кращих масогабаритних характеристик майже завжди є суперечливим, 
складним та суб’єктивним процесом, тому доцільно використати підходи до про-
ектування, які включають в себе деякі аспекти математичної оптимізації. Біль-
шість задач раціонального проектування є винятковими, тому не кожен з існую-
чого різноманіття метод може бути використаний для їх розв’язання. 

З усього різноманіття методів було обрано псевдовипадковий пошук, що 
базується на зондуванні простору параметрів, де у якості пробних точок в 
одиничному багатомірному кубі використовуються точки ЛПτ-послідовності 
[1]. Але проводити псевдовипадковий пошук можливо декількома шляхами, 
що, зазвичай, дає різні розв’язання однієї задачі. 

Таким чином, розробка підходів псевдовипадкового пошуку, що дають змо-
гу знайти раціональні конструктивні параметри редуктора з мінімальною між-
осьовою відстанню, є актуальним. 

 

Конструктивні параметри проектування та критерій проектування. 
Розглянемо кінематичну схему редуктора (рисунок 1). На ньому прийняті на-
ступні позначення: mμ – відповідні модулі пар зубчастих коліс (μ=1,2); zμ,k – 
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відповідні числа зубців коліс, k 
– номер колеса у зачеплені 
(k=1 – ведуче колесо, k=2 – ве-
дене колесо); βμ – кути нахилу 
зубців у зачепленнях. 

Функцію критерію пред-
ставимо у вигляді [2, 3]: 

- для розгорнутої компо-
новки, як суму міжосьових 
відстаней (при сумарному ко-
ефіцієнті зміщення xΣ=0) 
окремих зачеплень: 

 

)cos(

1
)(5.0 2,1,

2

1

2

1 






  zzmaF wa , aF →min; (1)

 

- для співвісної компоновки: 
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Такий вигляд цільової функції дає змогу зменшити міжосьову відстань (чи 
сумарну міжосьову відстань) редуктора. 

 

Обмеження та функціональні залежності між конструктивними па-
раметрами. 

1) Міжосьові відстані зачеплень при співвісній компоновці повинні бути рі-
вні між собою, тобто: 

21 ww aa  . (3)
 

2) Зубці коліс повинні мати необхідну контактну витривалість: 
 

H  HP . (4) 
 

3) Зубці коліс повинні мати необхідну згинну міцність: 
 

kF , kFP , . (5)
 

4) Модуль зубців є основним параметром зубчастого зачеплення. Вони 
стандартизовані (ГОСТ 9563–80). Приймаємо для розрахунків наступний ряд: 

 

mμ = 1;…; 6 мм. (6)
 

5) Числа зубців коліс повинні приймати цілі значення (мають бути натураль-
ними – N), а також обмежені верхнім та нижнім значенням з міркувань технології 
виготовлення: 

Nz k , ;    max,min zzz k   . (7)
 

6) З вимоги габаритного співвідношення зубчастих коліс передавальні 
числа не повинні перевищувати певне значення ( maxu ): 

 

u = max
2,1,

2,1,

),min(

),max(
u

zz

zz





. (8)

 

7) Кути нахилу зубців зубчастих коліс повинні бути у межах від βmin до βmax: 

 
а                                             б 

Рисунок 1 – Схема двоступінчастого редуктору: 
а – співвісна схема; б – розгорнута схема 
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maxmin   . (9)
 

8) Коефіцієнт ширини вінця також обмежується крайнім значенням: 
 

max  bdbd . (10)
 

9) Повинна виконуватися умова відсутності загострення вершин зубців: 
 

  mSa 4.0 . (11)
 

Підходи та алгоритми розв’язання задачі. Як відомо з [1], метод ЛПτ-
пошуку базується на ЛПτ-рівномірно-розподілених послідовностях та дає змо-
гу оперувати значною кількістю параметрів (до 51) та кількістю рівномірно-
розподілених пробних точок (до 220). 

Задача проектування редуктора з мінімальною міжосьовою відстанню може 
бути розв’язана різними підхо-
дами з застосуванням вказаного 
вище методу. У межах даної 
статті розглядається два підходи. 

Перший підхід (рисунок 
2) базується на концепції по-
ступового зменшення між-
осьової відстані на фіксовану 
величину Δaw, тобто 

 

wjwwj aaa D  )1( , j=1..N, (12)
 

визначення для неї простору параметрів jG  (j – номер кроку), знаходження 

(зондуванням пробними ЛПτ-точками) та дослідження при цій міжосьовій 
відстані можливих комбінацій параметрів проектування. З множини точок 
обирається краща точка за додатковим критерієм – максимально однакове за-
нурення коліс у масляну ванну ( oH ): 

 

oH
    
     min

,max,,maxmin

,max,,maxmax

2,21,22,11,1

2,21,22,11,1


dddd

dddd
. (13)

 

Представлений підхід може бути реалізований у вигляді схематичного алгоритму 
проектування редукторів з раціональними конструктивними параметрами (рисунок 3). 

Вкажемо на змінні проектування. Це: mμ – відповідні модулі пар зубчастих, 
zμ,k – відповідні числа зубців коліс, βμ – кути нахилу зубців у зачепленнях. Деякі з 
параметрів (z2,2, βμ) розраховувати через інші змінні (дивись алгоритм).Тоді кіль-
кість змінних проектування для даного типу редуктора буде дорівнювати 5. 

Більш докладно стосовно реалізації наданого алгоритму дивись в [2]. 
Слід зазначити, що псевдовипадковий пошук не дає змоги знайти абсо-

лютний мінімум за критерієм якості, бо простір між пробними точками не до-
сліджується. У зв’язку з чим, рекомендується після знаходження раціональ-
ного розв’язання провести розрахунки ще раз, але звузити простір параметрів 
околом вказаної точки [3], а початкову міжосьову відстань дорівняти відпові-
дній цій точки. Цей крок іноді дає змогу поліпшити розв’язання задачі. 

Другий підхід (рисунок 4) побудовано на позиції дослідження точками 
ЛПτ-рівномірно-розподіленої (Ai) послідовності усього можливого простору 
параметрів (W), що визначається технічними та технологічними вимогами до 
типу привода, що розглядається. 

 
Рисунок 2 – Ілюстрація першого підходу 
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Рисунок 3 – Схема алгоритму проектування першого підходу 

 

Потім точки проходять перевірку у певній послідовності, яка дає змогу 
вчасно відсіяти "непридатні" точки, і тим самим скоротити час машинних 
розрахунків. З точок, що пройшли перевірку, складається множина, що задо-
вольняє умовам проектування (Q, QW).  

Пошук найкращого варіанту здійсню-
ється методом сортування множини точок 
за значенням цільової функції, при мініма-
льному значенні цільової функції маємо 
найкращу комбінацію параметрів проекту-
вання. Потім проводиться уточнення зна-
чень параметрів. Це обумовлено необхідні-
стю "зм’ягчити" умову (3) і введенням у неї 
допустимої похибки. У відповідності до 
отриманої міжосьової відстані уточнюють-

ся значення кутів нахилу зубців зубчастих коліс та проводяться перевірочні 
розрахунки деталей коробки передач (рисунок 5). 

У даному випадку залучені усі змінні проектування – mμ, zμ,k, βμ. 
 

Приклад розв’язання задачі проектування редуктора з раціональни-
ми параметрами. У якості приклада розв’язання задачі наведено циліндрич-
ний двоступінчастий співвісний редуктор до фланцевого електродвигуна, КРЗ. 
Він має наступні конструктивні параметри: m1=1,25, m2=1,5, β1=16°16', β2=8°07', 
z11=35, z12=87, z21=21, z22=84, aw=80. Відповідно до особливостей конструкції, 
технологічних та технічних обмежень, що на неї накладено, прийняті наступні 
основні вхідні дані для числового експерименту. 

Числові обмеження на змінні проектування: 
mμ згідно умові (7); zμ,k_min=13, zμ,k_max=100; βμ_min=0°, βμ_max=30°; 
Вхідні данні, що відповідають конструкторським та технологічним вимогам: 
Tвх=5Н∙м – обертовий момент на вхідному валі; nвх=1500об/хв – частота обе-

ртання вхідного валу; iред=9,9428 – передавальне відношення редуктора за аб 
 

 
Рисунок 4 – Ілюстрація другого підходу 
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Рисунок 5 – Схема алгоритму проектування другого підходу 

 

солютною величиною; HBμ=350 – твердість зубчастих коліс для всіх зачеплень за 
Бринелем; ступінь точності для всіх зубчастих зачеплень – 8; ресурс – 10000г.; 
крок зменшення міжосьової відстані (для першого підходу) – Δaw=1мм. 

Результати числового експерименту першого підходу зведено у таблицю 1. 
 

Таблиця 1 – Значення міжосьової відстані та параметрів проектування першого етапу 

aw 11z  12z  21z  22z  1m  2m  1  2  1x  2x  1wb  2wb  

80 27 85 17 54 1,375 2,25 15,74 3,2 0,514 0,317 30 42 
79 18 59 26 79 2 1,5 12,92 4,56 0,51 0,32 25 58 
78 26 75 20 69 1,5 1,75 13,8 3,24 0,51 0,36 25 48 
77 31 88 15 53 1,25 2,25 15,01 6,53 0,514 0,294 28 50 
76 15 60 29 72 2 1,5 9,3 4,65 0,41 0,28 38 65 
73 15 68 26 57 1,75 1,75 5,81 5,81 0,41 0,25 35 68 
71 24 89 17 46 1,25 2,25 5,89 3,4 0,514 0,28 40 50 

 

Після знаходження раціональної міжосьової відстані проведено звужен-
ня простору розв’язань навколо знайдених параметрів проектування та знову 
застосовано вказаний підхід, результати зведено у таблицю 2. 

 

Таблиця 2 – Значення міжосьової відстані та параметрів проектування другого етапу 

aw 
11z  12z  21z  22z  1m  2m  1  2  

1x  2x  1wb  2wb  

71 27 99 17 46 1,125 2,25 3,4 3,4 0,51 0,28 28 50 
70 26 98 17 45 1,125 2,25 4,84 4,84 0,51 0,27 42 57 

 

Таким чином, бачимо, що у результаті проведених розрахунків отримали нові 
параметри редуктора та міжосьову відстань aw=70мм проти базового значення aw=80. 

Результати числового експерименту другого підходу зведено у таблицю 3. 
 

Таблиця 3 – Значення міжосьової відстані та параметрів проектування першого етапу 

aw 
11z  12z  21z  22z  1m  2m  1  2  

1x  2x  1wb  2wb  

64 14 70 25 50 1,5 1,75 4 4 0,38 0,23 31 65 
 

У результаті проведених розрахунків отримали нові параметри редукто-
ра та міжосьову відстань wa =64мм проти базового значення wa =80. 
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Висновки:  
1. Розглянута актуальність поставленої задачі та доведена необхідність 

розробки підходів до проектування редукторів з раціональними. 
2. Записана цільова функція критерію та обмеження на мінні проекту-

вання. Структура цільової функції дає змогу зменшити суму міжосьових від-
станей усіх зачеплень, а при наявності умови їх рівності між собою зберегти 
їхнє конструктивне розташування. 

3. Розроблено методики та алгоритми двох підходів проектування редук-
торів, що базується на використанні ЛПτ-пошуку, що дають змогу якісно та з 
мінімальними витратами часу проводити розв’язання задачі.  

4. Результати розрахунків на прикладі співвісного редуктора підтверджують 
коректність приведених підходу: знайдене менше значення міжосьової відстані 
відносно прототипу при виконанні умов навантажувальної здатності зачеплень. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ ЗАВИСИМОСТИ КОНТАКТНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ 
В КОНИЧЕСКИХ ЗУБЧАТЫХ ПЕРЕДАЧАХ С КРУГОВЫМИ 
ЗУБЬЯМИ ОТ СТЕПЕНИ ЛОКАЛИЗАЦИИ КОНТАКТА 

 
Рассмотрено влияние степени локализации контакта зубьев, выраженное глубиной "отводов" от 
номинальной сферической эвольвенты, на контактные напряжения в конической зубчатой пере-
даче с круговыми зубьями. Показано, что контактные напряжения увеличиваются пропорцио-
нально величине отвода реальной поверхности от номинальной. 

Ключевые слова: конические зубчатые передачи, локализация контакта, контактные напряжения. 
 
Введение. Актуальность задачи. Известно [1], что неправильно назна-

ченная степень локализации контакта зубьев конических колес может быть при-
чиной разрушения не только зубчатых колес, но и всего авиационного двигателя. 

 

Постановка задачи. Современные станки для шлифования конических 
зубчатых колес с круговыми зубьями позволяют в широких пределах изме-
нять степень локализации контакта зубьев в зацеплении путем изменения, на-
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пример, формы боковой поверхности зубьев. Поэтому требуется технология 
назначения оптимальной локализации. 

Но прежде нужно исследовать зависимость контактных напряжений от степени 
локализации контакта. Решению именно этой задачи посвящена настоящая работа. 

 

Метод решения задачи. В качестве параметров локализации удобно поль-
зоваться понятием "отвода". Отводом называется заданная функция, определяю-
щая отклонение от поверхности зубьев. Координаты функции отвода отсчитыва-
ются в направлении нормали к номинальной поверхности. Номинальной поверх-
ностью профиля зубьев конического зубчатого колеса является эвольвентно-
сферическая поверхность. Изменяя глубину отво-
да, будем получать зависимость контактных на-
пряжений от степени локализации контакта. 

Часто применяется симметричный отвод 
по направлению зубьев и отвод по высоте зубь-
ев. В таком случае требуется всего два пара-
метра, при этом предполагается, что в центре 
зуба отвод равен нулю.  

Для исследования выбрана ортогональная 
коническая зубчатая передача с параметрами: 
z1=29, z2=45, mn=3,4402, b=25мм, =25º, d0=200мм, 
W=1,95. Крутящий момент T=400Н∙м на ведущем 
валу. Форма зубьев конических колес, 
построенная с помощью программы 
AEROFLANK, показана на рисунке 1.  

Параметры наладки зубошли-
фовального станка определялись с 
помощью программы KIMOS. Форма 
линий отвода назначалась в средней 
части профиля зубьев (рисунок 2). 

Параметры глубины и формы 
линии отвода, в виде погрешности 
профиля и погрешности направления 
зубьев см. рисунок 3 и рисунок 4. 

 

 
Рисунок 3 – Эвольвентограммы, как исходные данные, обеспечивающие суммарный 

отвод профилей в крайних точках линии зацепления – 20 мкм 

 
Рисунок 1 – Форма зубьев и венцов 

конических колес 

 
Рисунок 2 – Расположение линий 

с назначенными "отводами" 


