
6,08 0,574 2,42 
 
В результате решения системы трех уравнений получены результаты: υк  

= 95°С, υп = 91,14°С, υя = 90,4°С. 
Метод конечных элеменьтов. 
Для теплового расчета методом конечных элементов был использован 

пакет программ Elcut. Расчетная область с разбивкой на треугольные элемен-
ты приведена на рис.2. Триангуляция проводилась автоматически, было по-
лучено следующее число элементов: в катушке – 4434, в изоляции катушки – 
732, в ярмовой изоляции – 155, в полюсе – 503, в ярме – 303. Для расчета бы-
ли использованы те же теплофизические параметры и потери, что и в методе 
ЭТС. Результаты расчета приведены на рис. 3. 

 

   
Рис.2. Расчетная область ВИД с 

триангуляцией 
Рис.3. Температурное поле и шкала температур 

 
По методу конечных элементов получены результаты: υк = 105°С,  

υп = 100°С, υя = 100°С. 
Выводы: 
1. Отличие результатов расчета методом МКЭ от результатов методом 

ЭТС находится в пределах инженерной точности. 
2. Время, затраченное на расчет с применение МКЭ, существенно мень-

ше времени, затраченного на расчет с применением ЭТС. 
 

Список литературы: 1. Копылов И.П., Горяинов Ф.А. и др. Проектирование электри-
ческих машин: Учебное пособие для вузов. – М.:Энергия, 1980. – 496 с. 
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ОБОБЩЕННЫЙ МЕТОД АНАЛИЗА МАГНИТНОГО 
ПОЛЯ ВБЛИЗИ ПОВЕРХНОСТИ ТЕХНИЧЕСКИХ 
ОБЪЕКТОВ 
 

Пропонується аналітичний метод дослідження просторової структури магнітного поля 
технічних об'єктів, що дозволяє враховувати їхні геометричні параметри. Для набли-
ження області практичного застосування методу до поверхні технічних об'єктів вико-
ристаний математичний апарат різних типів просторових гармонік: витягнуто-
сфероїдальних, сферичних і сплюснуто-сфероїдальних. 

 
Предлагается аналитический метод исследования пространственной структуры магни-
тного поля технических объектов, позволяющий учитывать их геометрические пара-
метры. Для приближения области практического применения метода к поверхности 
технических объектов использован математический аппарат разных типов пространс-
твенных гармоник: вытянуто-сфероидальных, сферических и сплюснуто-
сфероидальных. 

 
Введение. Современные тенденции развития науки и техники – увели-

чение энергонасыщенности объектов энергетики, повышение плотности мон-
тажа высоко-технологического оборудования в космической [1] и авиацион-
ной отраслях – привели к обострению проблемы магнитной совместимости 
оборудования и отдельных его частей и блоков. Это отрицательно сказалось 
на надежности его эксплуатации [2]. Поэтому для обеспечения надежности 
функционирования оборудования требования к величине магнитного поля 
(МП) устанавливаются на минимальном расстоянии от поверхности техниче-
ского объекта (ТО). Например, стандарт Европейского космического агентст-
ва ECSS-E-20А ограничивает величину магнитной индукции оборудования и 
блоков космических аппаратов на расстоянии 0,1 м от их поверхности. Слож-
ность практического решения современных задач по магнитной совместимос-
ти обусловлена с одной стороны необходимостью измерения пространствен-
ного распределения магнитного поля вблизи поверхности технических объек-
тов разнообразной геометрической формы, а из другой – ограниченными воз-
можностями существующих методов и средств исследования магнитного по-
ля вблизи технических объектов с учетом геометрии последних [3, 4]. 

Одним из возможных путей решения аналогичных задач в судовом маг-
нетизме являются методы анализа магнитного поля, представленного в виде 
ряда пространственных гармоник [5, 6]. 

Однако, в связи с определенными ограничениями практического исполь-
зования модели пространственных гармоник МП в местах протекания элект-
рического тока, для ее математически корректного применения вблизи повер-



хности технических объектов необходим обязательный учет особенностей 
геометрической формы последних. Это вообще вызывает потребность в раз-
работке соответствующих подходов при исследовании магнитного поля ТО, и 
как следствие необходимость создания узкоспециализированных измеритель-
ных средств и соответствующих методик определения пространственных га-
рмоник, например, как это предложено в работе [7] для каждого вида техни-
ческих объектов. 

С другой стороны в ведущих научно-исследовательских центрах мира, 
которые работают в области магнетизма ТО, ведутся разработки методов, 
направленных на расширение области практического использования про-
странственных гармоник МП. Это, прежде всего, касается методов [7–10], 
которые базируются на использовании сферических и сфероидальных гармо-
ник. 

Работа направлена на развитие теории пространственного гармоническо-
го анализа (ПГА) магнитного поля для использования обобщенного метода 
при описании и измерении на единой метрологической базе магнитного поля 
вблизи технических объектов инвариантно особенностям их геометрической 
формы с помощью учета соотношений между габаритными размерами. 

Постановка задачи. В основе предлагаемого метода анализа магнитно-
го поля лежит  представление его скалярного потенциала U в виде ряда про-
странственных гармоник разных типов: вытянуто-сфероидальных, сферичес-
ких, сплюснуто-сфероидальных, цилиндрических и т.д. 

Для вытянуто-сфероидальных гармоник, являющихся решением уравне-
ния Лапласа скалярного магнитного потенциала в вытянуто-сфероидальной 
системе ξ, η, ϕ координат (ВССК), справедливо его представление для описа-
ния МП вне ТО в виде [11]:  
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где m
nP , m

nQ  – присоединенные функции Лежандра первого и второго рода 

соответственно со степенью n и порядком m [12]; m
nc , m

ns  – постоянные коэ-
ффициенты, характеризующие амплитуды внешних вытянуто-сфероидальных 
гармоник магнитного поля. 

Математическая простота предопределила широту практического испо-
льзования сферических базисных решений уравнения Лапласа, история кото-
рого идет от представления геомагнитного поля Гауссом. 

Для сферической системы координат (ССК) с классическими координа-
тами r, θ ,ϕ точки наблюдения магнитного поля базисные решения [13] могут 
быть представлены в виде, позволяющим их обобщение с (1) (вытянуто-
сфероидальным аналогом): 
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где )(cos θm
nP  – присоединенные полиномы Лежандра первого рода степени n 

и порядка m; m
n

m
n hиg  – коэффициенты размерности А⋅мn+1, характеризу-

ющие амплитуды сферических гармоник с косинусной и синусной симметри-
ей соответственно. 

Внешнее решение уравнения Лапласа в сплюснуто-сфероидальной  
[14, 15] системе координат ξ, η, ϕ (СССК) для скалярного потенциала МП 
представляет собой суперпозицию пространственных гармоник, взятых с не-
которыми весовыми коэффициентами, однозначно определяющими МП вне 
ТО: 
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где m
nP , m

nQ  – присоединенные функции Лежандра первого и второго рода 

соответственно со степенью n и порядком m; m
nc , m

ns  – постоянные коэффи-
циенты размерности А, характеризующие амплитуды внешних сплюснуто-
сфероидальных гармоник магнитного поля. 

Очевидно, что практическое определение амплитуд пространственных 
гармоник в любой из представленных систем координат (1)–(3) является не 
тривиальной задачей с точки зрения реально существующих метрологических 
возможностей систем и соответствующих методик определения.  

Потребуем, чтобы новый метод позволял проводить анализ (со всей об-
работкой данных измерения) и последующий расчет МП по единому алгори-
тму, на основе математического аппарата пространственных гармоник МП 
ТО, представленных в ВССК, ССК и СССК. 

Для чего очевидна необходимость наличия критерия выбора конкретно-
го типа пространственных гармоник, который позволил бы при исследовании 
их магнитного поля технических объектов связывать с ними систему отчета 
таким образом, чтобы максимально приблизить доступную область примене-
ния метода к их поверхности.  

Обобщенный метод анализа магнитного поля. Универсальность при-
менения обобщенного метода для исследования МП ТО с различной геомет-
рией должен обеспечивать критерий, позволяющий проводить однозначный 
выбор типа используемых пространственных гармоник и привязку системы 
отчета. Для чего в основу критерия выбора типа используемых гармоник по-
ложим наиболее доступные для любого ТО геометрические характеристики – 
его габаритные размеры: ширину ШТО, высоту ВТО, глубину ГТО. Тогда сам 
выбор будет производиться исходя из трех возможных на практике вариантов 
соотношений между габаритными размерами ТО: один преобладающий габа-



ритный размер, два преобладающих габаритных размера, приблизительное 
равенство габаритных размеров. 

В первом случае для ТО вытянутой формы используются вытянуто-
сфероидальные координаты. При этом их использования для описания МП 
исследуемого ТО будет рационально если справедливо только одно выраже-
ние из тройки неравенств:  

ШТО ≥ 0,75 (ВТО+ГТО); 
ВТО ≥ 0,75 (ШТО+ГТО);                                           (4) 
ГТО ≥ 0,75 (ВТО+ШТО). 

Тогда параметр с – половина межфокусного расстояния выбираемой систе-
мы координат, связан с базовой поверхностью, задаваемой координатой ξ0, как 
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При этом вид выражения (5) зависит от того, какой из габаритных раз-
меров преобладающий и, соответственно, какое из неравенств (4) справедли-
во. В случае, когда это не ширина ТО, то данный габаритный размер должен 
быть в (5) поменян местами с ШТО. 

Очевидно также, что ТО на основании (5) может быть охвачен минима-
льным сфероидом, имеющим различное межфокусное расстояние. Поэтому, 
варьируя параметром с, можно изменять степень вытянутости такой поверх-
ности в зависимости от практической необходимости. Так увеличение с при-
водит к приближению базовой поверхности к граням ТО вдоль наибольшего 
размера, и наоборот, уменьшение с приближает полюса сфероида к торцам 
ТО. 

Воспользовавшись уравнением (1) и видом коэффициентов Ламе в 
ВССК: 
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нетрудно получить вид выражений для вытянуто-сфероидальных проекций 
напряженности магнитного поля вне ТО.  
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Во втором случае – примерного равенства габаритных размеров ТО ес-
тественно использование ССК. Критерием целесообразности применения 
сферических гармоник вблизи поверхности ТО будет выполнение всех трех 

неравенств: 
0,75 (ВТО+ГТО) > ШТО > 0,25 (ВТО+ГТО); 
0,75 (ШТО+ГТО) > ВТО > 0,25 (ШТО+ГТО);                           (10) 
0,75 (ВТО+ШТО) > ГТО > 0,25 (ВТО+ШТО). 

Тогда R0 – радиус базовой сферы, будет связан с наибольшим из габари-
тных размеров Lmax из тройки ШТО, ВТО, ГТО как 

max0  0,5   LR ⋅= .                                              (11) 
Используя определение скалярного потенциала МП (2) и выражения для 

сферических коэффициентов Ламе 
θ=== ϕθ sin;;1 rhrhhr ,                                   (12) 

легко получить представление напряженности магнитного поля произвольно-
го источника, в том числе и технического объекта, за пределами сферы ради-
усом R0, в виде суммы напряженностей МП сферических пространственных 
гармоник, взятых с соответствующими коэффициентами: 
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В третьем варианте возможных соотношений между габаритными раз-
мерами ТО (один из габаритных размеров заметно меньше двух других) будет 
рационально использование сплюснуто-сфероидальных гармоник для пред-
ставления МП вне ТО, если справедливо только одно из условий  

ШТО < 0,25 (ВТО+ГТО); 
ВТО < 0,25 (ШТО+ГТО);                                      (16) 
ГТО < 0,25 (ВТО+ШТО). 

При этом величина параметра с, связанной с ТО системы координат, бу-
дет зависеть от координаты ξ0 , задающей базовую поверхность, как 
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Следует заметить, что вид выражения (17) зависит от того, какой из га-
баритных размеров меньше других в (16). В случае, когда это не ширина ТО, 
то данный габаритный размер должен быть в (17) поменян местами с ШТО. 

Однако, используя только (16), (17), можно получить различные вариан-
ты охвата ТО минимальным сфероидом, варьируя величиной межфокусного 
расстояния. Поэтому, изменяя параметр с, можно изменять степень сплюсну-
тости такой поверхности в зависимости от практической необходимости. Так 
увеличение параметра с приводит к приближению базовой поверхности к 
граням ТО с наибольшей площадью, и наоборот, уменьшение с приближает 



края сфероида к сторонам ТО с меньшей площадью. 
Подставляя в уравнение (3) для напряженности МП, выраженного через 

скалярный потенциал, формулы для коэффициентов Ламе в сплюснуто-
сфероидальной системе координат: 
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можно получить представления для сплюснуто-сфероидальных проекций на-
пряженности магнитного поля вне базовой поверхности; 
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Изложенные правила выбора типа пространственных гармоник МП и 
ориентации осей систем координат относительно ТО безусловно допускают 
некоторую произвольность такой привязки, что может быть использовано для 
универсализации процесса измерения разнотипных пространственных гармо-
ник на основе предлагаемого критерия. Другими словами предлагаемый кри-
терий позволяет произвести ветвление в едином алгоритме обработки данных 
измерений, используя условия (4), (10), (16), основанные на знании габарит-
ных размеров ТО. Тем самым знание габаритных размеров ТО для предлага-
емого обобщенного метода ПГА является необходимым и достаточным усло-
вием универсальности применения метода.  

Для последующей математической обработки данных практического ис-
следований МП по единому алгоритму необходимо использование обобщен-
ной формы записи как для разнотипных пространственных гармоник МП ТО 
так и для соответствующих систем отсчета, параметров кривизны и т.д. 

Поэтому используются следующие универсальные формы записи: 
– для тройки координат x1, x2, ϕ; 
– для обозначения коэффициентов Ламе, определенных согласно (6), 

(12), (18) – h1, h2, hϕ; 
– для базисных решений вместо (1)-(3) используется представление 
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где tFn
m(x1) и tGn

m(x2) – "радиальная" и "угловая" функциональные зависимос-
ти пространственных гармоник, тип которых определяется параметром t так, 

что при t = 1 они вытянуто-сфероидальные, при t = 2 – сферические, а при  
t = 3 – сплюснуто-сфероидальные согласно (1)-(3). 

При этом циклическая координата и ее функциональная зависимость яв-
ляются общими для всех трех типов гармоник на основании (1)-(3). 

Востребованные на практике выражения для декартовых проекций на-
пряженности магнитного поля ТО примут вид: 
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Выводы. Таким образом, обоснована возможность проведения ПГА на 
общей теоретической основе при совместном использовании разнотипных 
пространственных гармоник для исследования МП вблизи поверхности ТО.  

Предложен критерий, позволяющий алгоритмически однозначно произ-
водить выбор типа используемых пространственных гармоник, для исследо-
вания МП близи ТО в зависимости от соотношения их габаритных размеров. 

Получила обобщение теория потенциала МП для использования вблизи 
поверхности ТО в виде универсальной формы представления для вытянуто-
сфероидальных, сферических и сплюснуто-сфероидальных гармоник. 

Предложенный обобщенный метод ПГА является теоретической базой 
для разработки рекомендаций по построению универсальных систем измере-
ния вытянуто-сфероидальных, сферических и сплюснуто-сфероидальных га-
рмоник что расширяет область практического применения пространственного 
гармонического анализа магнитного поля вблизи поверхности  

Ожидается, что использование разработанной общей теоретической ос-
новы и единой метрологической базы обеспечат минимальность затрат при 
практическом исследовании и целенаправленном изменении МП ТО незави-
симо от особенностей геометрической формы последних.  
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ДОСЛІДЖЕННЯ МАГНІТНОЇ СИСТЕМИ ДЛЯ 
РОЗРОБКИ МАТЕМАТИЧНОЇ МОДЕЛІ МЕТОДОМ 
КІНЦЕВИХ ЕЛЕМЕНТІВ 

 
У статті зроблено аналіз магнітної системи за отриманими експериментально вольт-
амперними характеристиками (ВАХ). За аналіз взято Ш-образний магнітопровід маг-
нітного пускача з котушкою намагнічування. Розроблено модель магнітної системи в 
математичному пакеті FEMM, отримані результати порівняно з експериментальними. 
 
В статье сделан анализ магнитной системы за полученными экспериментально вольт-
амперными характеристиками (ВАХ). За анализ взято Ш-образний магнитопровод 
магнитного пускателя с катушкой намагничивания. Разработана модель магнитной 
системы в математическом пакете FEMM, получено результаты сравнены с экспери-
ментальными. 
 

Якщо в якості навантаження електричної мережі виступає котушка інду-
ктивності, то, вимірявши напругу, значних складностей у визначенні реакти-

вного опору не виникає: 
I

UZ = ; 22 RZX L −= , де активний опор обмоту-

вального проводу котушки визначається як 
s
lR ρ=  (або дослідним шляхом 

на постійному струмі). 
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Рис. 1. Конструкція магнітопроводу магнітного пускача 
 

Індуктивність можна визначити як:  


