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УДК 534.231/534-16 + 621.373 
 
О.Н. ПЕТРИЩЕВ, В.В. ПИЛИНСКИЙ, А.С. ЧУПАХИН 
 
ОСОБЕННОСТИ РАСЧЕТА ПЕРЕМЕННОГО МАГНИТНОГО ПОЛЯ,  
СОЗДАВАЕМОГО ВИБРИРУЮЩИМ ФЕРРОМАГНИТНЫМ ДИСКОМ 
 

Показано, что источниками низкочастотных электромагнитных помех могут быть металлические элементы радиоэлектронной аппаратуры, 
которые совершают механические колебания (вибрируют) в присутствии постоянного магнитного поля. В данной работе на примере колеб-
лющегося ферромагнитного диска, рассмотрены последовательности вычислительных процедур, которые позволяют определить амплитуду 
переменной намагниченности вибрирующего диска и уровни переменного магнитного поля в окружающем пространстве.   
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Введение. В результате многочисленных иссле-
дований электромагнитных помех в объеме помеще-
ний с радиоэлектронной аппаратурой [1-3] выявлено 
наличие низкочастотных электромагнитных полей 
звукового частотного диапазона. Установлено, что 
электромагнитные помехи килогерцового частотного 
диапазона сгенерированы источниками в составе ком-
плекса радиоэлектронной аппаратуры. Источниками 
низкочастотных электромагнитных помех могут быть 
металлические элементы радиоэлектронной аппарату-
ры, которые совершают механические колебания 
(вибрируют) в присутствии постоянного магнитного 
поля.  

Предположим, что эта ферромагнитный диск 
вибрирует в постоянном или низкочастотном пере-
менном магнитном поле. Ферромагнитные материалы 
нашли широкое применение в самых различных об-
ластях современной техники [4].  Механические виб-
рации предварительно намагниченного ферромагне-
тика сопровождаются деформациями малых объемов 
диска, что вызывает повороты магнитных доменов 
(обратный магнитострикционный эффект). Повороты 
магнитных доменов сопровождаются изменением 
магнитного поля рассеяния, которое существует в ок-
рестности вибрирующего диска. Очевидно, что часто-
та смены знака магнитного поля рассеяния будет в 
точности равна частоте смены знака напряженно-
деформированного состояния в объеме вибрирующего 
ферромагнитного диска, то есть частоте механических 
вибраций. Причины возникновения механических 
вибраций представлены в [5]. В работе [6] выполнены 
измерения виброскорости в офисном помещении. 

 
Цель данной работы: синтез характеристик низ-

кочастотного магнитного поля, обусловленного виб-
рацией ферромагнитных компонентов радиоэлектрон-
ной аппаратуры. 

 
1. Расчет переменного магнитного поля в ок-

рестности колеблющегося диска.   Изменяющаяся во 
времени по закону i te ω  намагниченность колеблюще-
гося ферромагнитного диска формирует в окружаю-
щем пространстве переменное электромагнитное по-
ле, описываемое уравнениями Максвелла 

0rot ωεe ei=H E
G G

;                             (1) 

0rot ωμe ei= −E H
G G

,                            (2) 

где 12
0ε 8,85 10 Ф м−= ⋅  и -7

0μ = 4πЧ10 Гн м  - ди-

электрическая и магнитная постоянные; eH
G

 и eE
G

 - 
амплитудные значения изменяющихся во времени по 
закону eiωt векторов напряженности магнитной и элек-
трической составляющей электромагнитного поля. 

Из уравнений (1) и (2) следует, что 
2

0 0rot rot ω ε μ 0e e− =H H
G G

.                      (3) 
На частотах звукового диапазона 2

0 0ω ε μ 1<< , и 
уравнение (3) принимает вид 

rot rot 0e =H
G

.                                (4) 
Решение уравнения (4) на поверхностях диска 

z = ±h должно обеспечивать выполнение граничных 
условий 

( ) 0, 0 ρeH h R± = ∀ ≤ρ ρ .                       (5) 

( ) ( )0 0μ ρ , ρ , 0e
zH h B h R± − ± = ∀ ≤ρ ρ ,         (6) 

где ( ) ( ) ( )33
V e

z z zB r ,z = B r ,z + m H r ,z  – магнитная ин-
дукция в объеме колеблющегося ферромагнитного 
диска; компонент Hz(ρ,z) определен выражением: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2
k

0 0 4 4
0

λζ
ρ λ ,ρ sin α

λ - ζz z k k
k k

H ,z H W ,R p z
∞

=

= ∑ . 

Решение уравнения (4) целесообразно выполнить 
в сферической системе координат ( , , rϑ φ ), коорди-
натные линии которой показаны на рис. 1.  

 

 
Рисунок 1 – Декартовая и сферическая системы координат 

 
Для определения характеристик поля в полупро-

странстве x3 ≥ h  будет использована сферическая сис-
тема координат, начало которой совмещено с центром 
верхней поверхности ферромагнитного диска. Для 
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переменного магнитного поля в полупространстве 
x3 ≤ –h, начало сферической системы координат со-
вмещено с центром нижней (z = –h) поверхности дис-
ка. 

Магнитное поле в окрестности колеблющегося 
диска не зависит от азимутальной координаты φ, по-
этому векторное уравнение (4) распадается на два ска-
лярных уравнения: 

2ctg 1 1 1 1e e ee
e rH H HH

H
r r r r r r rϑ

⎡ ⎤ ⎡∂ ∂ ∂∂ϑ
+ − + + −⎢ ⎥ ⎢∂ ∂ϑ ∂ϑ ∂ϑ∂⎣ ⎦ ⎣

ϑ ϑ ϑ  

2

2

1 0
e
rH

r
⎤∂

− =⎥∂ϑ ⎦
.                            (7) 

2
2 0

e e
rH H

r r
r r r

ϑ⎛ ⎞∂ ∂∂
− =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ϑ∂⎝ ⎠

,                   (8) 

где ( ),eH rϑ ϑ  и ( ),e
rH rϑ  - амплитудные значения 

полярного и радиального компонентов вектора 
( ),e rϑH

G
 напряженности осесимметричного перемен-

ного магнитного поля в окрестности колеблющегося 
ферромагнитного диска. 

Из условия отсутствия магнитных зарядов, то 
есть условия div 0e =H

G
, следует, что между компо-

нентами вектора ( ),e rϑH
G

 существует линейная зави-
симость, то есть 

( )21 ctg
e

e e
r

H
r H H

r r
ϑ⎡ ⎤∂∂

= − ϑ +⎢ ⎥∂ ∂ϑ⎣ ⎦
ϑ .               (9) 

С помощью соотношения (9) можно исключить 
из уравнения (7) компонент ( ),eH rϑ ϑ  и его производ-
ные по переменным r и ϑ . После этого уравнение (7) 
принимает вид 

2 2

2 2 2 2

4 2 1 ctg 0
e e e e

er r r r
r

H H H H
H

r rr r r
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

+ + + + ϑ =⎜ ⎟∂ ∂ϑ∂ ∂ϑ⎝ ⎠
. (10) 

Следуя общепринятому методу разделения пере-
менных [8], решение уравнения (10) можно предста-
вить в виде 

( ) ( ) ( ),e
rH r T R rϑ = ϑ ,                      (11) 

где ( )T ϑ  и R(r) - подлежащие определению функции. 
Подставляя соотношение (11) в уравнение (10), 

получаем 

( ) ( ) ( ) ( )2 0
R r

T FR r FT
r

ϑ + ϑ = ,              (12) 

где ( )
2

2 2

4 2R RFR r R
r rr r

∂ ∂
= + +

∂∂
, ( )

2

2 ctgT TFT ∂ ∂
ϑ = + ϑ

∂ϑ∂ϑ
. 

Рассмотрим функцию ( )FT ϑ . 

Для функции ( )FT ϑ  перейдем к новой перемен-
ной cosξ = ϑ , тогда: 

( ) ( ) ( ) ( )2
2

21 2
T T

FT
⎡ ⎤∂ ∂

= − − +⎢ ⎥
∂∂⎢ ⎥⎣ ⎦

ξ ξ
ξ ξ ξ

ξξ
.      (13) 

Добавим и вычтем в правой части выражения 
(13) комбинацию v(v + 1)T(ξ), где v = 0,1,2,… - эле-
мент ряда натуральных чисел. Выражение (13) при-

нимает вид 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2
21 2 1

T T
FT T

⎡ ⎤∂ ∂
= − − + − + −⎢ ⎥

∂∂⎢ ⎥⎣ ⎦

ξ ξ
ξ ξ ξ ν ν ξ

ξξ
 

( ) ( )1 T− +ν ν ξ .                          (14) 
В квадратной скобке выражения (14) записано 

уравнение Лежандра [9]. Если представить 
T(ξ) = Pv(ξ), где Pv(ξ) - функция Лежандра первого 
рода степени v, то квадратная скобка в соотношении 
(14) обращается в нуль, а уравнение (12)  имеет вид 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2

4 2R r R r
P R r

r rr r
⎡∂ ∂

+ + −⎢
∂∂⎢⎣

∑ ν ν
ν ν

ν

ξ  

 
( ) ( )2

1
0R r

r
+ ⎤

− =⎥
⎦

ν

ν ν
.                      (15) 

Известно [7], что функции Лежандра четных степе-
ней v не обращаются в нуль при ξ = 0. Функции Лежанд-
ра нечетных степеней v, напротив, при 2ϑ = π  (ξ = 0) 
принимают нулевые значения. Для того, чтобы опреде-
литься с символом v в уравнении (15) примем во внима-
ние то, что компоненты вектора напряженности eH

G
 пе-

ременного магнитного поля в окрестности колеблюще-
гося диска в цилиндрической системе координат выра-
зим через компоненты ( ),e

rH r ϑ  и ( ),eH rϑ ϑ : 

cos sine e e
z rH H Hϑ= ϑ − ϑ ,    

ρ sin cose e e
rH H H= ϑ − ϑϑ . 

Для того, чтобы обеспечить выполнение гранич-
ного условия (5), то есть ( ), 0eH hρ ρ = , необходимо и 
достаточно положить в уравнении (15) значок 
v = 1 + 2m, где  m = 0,1,2,… . 

Очевидно, что сумма знакопеременного ряда (15) 
равна нулю, когда 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2 2

14 2 0m m
m m

R r R r
R r R r

r rr r r
∂ ∂ +

+ + − =
∂∂

ν ν
, (16) 

где v = 1 + 2m. 
Для удобства выполнения дальнейших вычисле-

ний, представим уравнение (16) в безразмерном, отно-
сительно аргумента искомой функции Rm, виде 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2
2 4 2 1 0m m

m

R x R x
x x R x

xx
∂ ∂

+ + − + =⎡ ⎤⎣ ⎦∂∂
ν ν , (17) 

где x = r/R0 - безразмерная радиальная координата; R0 - 
радиус колеблющегося диска. 

Подстановкой Rm(x) = x–3/2 Um(x) уравнение (17) 
приводится к стандартному уравнению Эйлера [9] 
относительно функции Um(x). Уравнение Эйлера 

( ) ( ) ( ) ( )
2

22
2 2 3 2 0m m

m

U x U x
x x m U x

xx
∂ ∂

+ − + =
∂∂

 

имеет своим общим решением функцию 
( ) ( )2 3 22 3 2 mm

m m mU x C x D x− ++= + ,               (18) 
где Cm и Dm - подлежащие определению константы. 
Очевидно, что во внутренней области 0 ≤ x ≤ 1, то есть 
внутри полусферы радиуса R0, функция 

( ) ( ) ( ) 2 3 2m
m m mU x U x C x− += = . Во внешней области 

x > 1 функция ( ) ( ) ( ) ( )2 3 2m
m m mU x U x D x+ − += = . На по-
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верхности полусферы x = 1 должно выполняться  оче-
видное равенство ( ) ( ) ( ) ( )1 1m mU U− += , откуда следует, 
что Cm = Dm. 

Искомая функция Rm(x) может быть найдена сле-
дующим образом 

( )
[ ]

( )

2

2 3

0,1 ,

1.

m
m

m m
m

C x x
R x

C x x− +

⎧ ∀ ∈⎪= ⎨
∀ >⎪⎩

 

Таким образом, искомый радиальный компонент 
( ),e

rH r ϑ  задается выражением 

( )
( ) [ ]

( )

( )

2

1 2 0
0 0

2 3

1 2 0
0 0

0, ,

,

.

m

m m
me

r m

m m
m

rC P r R
R

H r
rC P r R

R

∞

+
=

− +
∞

+
=

⎧ ⎛ ⎞
⎪ ∀ ∈⎜ ⎟
⎪ ⎝ ⎠= ⎨
⎪ ⎛ ⎞

∀ >⎜ ⎟⎪
⎝ ⎠⎩

∑

∑

ξ

ϑ

ξ

   (19) 

Рассмотрим уравнение (8). Очевидно, что его 
можно записать в виде 

2
2

e e
rH H

x x
x x x

ϑ⎛ ⎞∂ ∂∂
=⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ϑ⎝ ⎠

.                    (20) 

Решение уравнения (20) осуществляется после-
довательным интегрированием правой части по пере-
менной x. 

Для внутренней области 0 ≤ x ≤ 1 имеем 

( ) ( )
( )

( ) ( )2
1 21

2
0

, sin
2 1

mm
mme

m
m

PqxH r C q
m x

∞
+−

=

⎡ ⎤ ∂
ϑ = − ϑ − +⎢ ⎥

+ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ϑ

ξ
ξ

, 

где q1
(m) и q2

(m) - константы интегрирования. Очевидно, 
что q1

(m) = 0 и  

( ) ( )
2

0 0

1, sin
2 1

m
e

m
m

rH r C
m R

∞
−

=

⎡ ⎛ ⎞
⎢ϑ = − ϑ +⎜ ⎟+⎢ ⎝ ⎠⎣

∑ϑ  

( ) ( ) [ ]1 2
2 00,mm P

q r R+∂
⎤+ ∀ ∈⎦ ∂

ξ
ξ

.                 (21) 

Для области r > R0 формула для расчета полярно-
го компонента вектора напряженности переменного 
магнитного поля имеет вид 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )2 3
1 23

4
0

, sin
2 2

mm
mme

m
m

PqxH r C q
m x

− +∞
++

=

⎡ ⎤ ∂
ϑ = − ϑ − − +⎢ ⎥

+ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ϑ

ξ
ξ

, 

где q3
(m) и q4

(m) - константы интегрирования. Очевидно, 
что q4

(m) = 0 и  

( ) ( )
( )2 3

0 0

1, sin
2 2

m

e
m

m

rH r C
m R

− +

∞
+

=

⎡ ⎛ ⎞⎢ϑ = − ϑ − −⎜ ⎟⎢ + ⎝ ⎠⎣
∑ϑ  

( )

( )
( )1 23

0
0

m
mPq

r R
r R

+⎤ ∂
− ∀ >⎥

∂⎥⎦

ξ
ξ

.                 (22) 

Постоянные интегрирования q2
(m) и q3

(m) находят 
из условий сопряжения решений на поверхности по-
лусферы x = 1 

( ) ( ) ( ) ( )1, 1,e eH H− +ϑ = ϑϑ ϑ ,

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

, ,e e

x x

H x H x
x x

− +

= =

∂ ∂
ϑ = ϑ

∂ ∂ϑ ϑ , 

откуда следует, что q2
(m) = 0 и 

( )

( )( )3
4 3

2 1 2 2
m mq

m m
+

= −
+ +

. С учетом этого соотноше-

ния (21) и (22) принимают вид 

( ) ( ) ( ) [ ]
2

1 2
0

0 0

, sin 0,
2 1

m
me m

m

PC rH r r R
m R

∞
+−

=

∂⎛ ⎞
ϑ = − ϑ ∀ ∈⎜ ⎟+ ∂⎝ ⎠

∑ϑ

ξ
ξ

, (23) 

( ) ( )
( )2 3

0 0

, sin
2 2

m

e m

m

C rH r
m R

− +

∞
+

=

⎡ ⎛ ⎞⎢ϑ = − ϑ − +⎜ ⎟⎢+ ⎝ ⎠⎣
∑ϑ  

( )
1

1 2
0

0

4 3
2 1

mPm r r R
m R

−

+
⎤ ∂⎛ ⎞⎛ ⎞+ ⎥+ ∀ >⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎥+ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎦

ξ
ξ

.      (24) 

Выражения (19) и (23) обеспечивают автоматиче-
ское выполнение граничного условия (5). Соответст-
вующим подбором констант Cm можно обеспечить 
приближенное выполнение условий (6). 

Входящий в состав условия (6) аксиальный ком-
понент вектора магнитной индукции Bz(ρ,h) запишем в 
виде 

( ) ( ) ( )33, , ,V
z z zB h B h H h= + =ερ ρ μ ρ  

( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 0 0 1 0B J I R I J R= −⎡ ⎤⎣ ⎦ψ λρ λ λρ λ ,    (25) 

где 
( )

2
0 2

0 0
0

z
hm

B U H
D R

=
λ

λ
; 

( ) ( )
( )

2

4 4
0

1
1

k
k

k
k k

p
∞

=

−
= +

−
∑

λζ
ψ

λ ζ
. 

Известно [7], что функции Бесселя J0(qnx), где qn - 
n-ый корень уравнения J0(z) = 0 (n-ый нуль функции 
Бесселя нулевого порядка), образуют систему ортого-
нальных функций на интервале 0 ≤ x ≤ 1, то есть су-
ществует интеграл 

( ) ( ) ( )
1

0 0 2
10

0 ,
2 .приk n

n

k n
xJ q x J q x dx

J q k n
∀ ≠⎧⎪=⎨ =⎪⎩

∫       (26) 

Соотношения (26) позволяют записать выраже-
ние (25) в виде 

( ) ( )0
1

, 2z n n
n

B h B J q x
∞

=

= ∑ρ ,                   (27) 

где  
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

1 0 0 0 0 0 1 0
0 2 22 2

1 0 0

n
n

n n n

I R J R I R J Rq
B B

J q R q R q

⎡ ⎤
= −⎢ ⎥

− +⎢ ⎥⎣ ⎦

λ λ λ λ
ψ

λ λ
. 

При этом граничные условия (6) принимают вид 

( ) ( ) ( )
( )

2
0 0 2

1 0

2 !
2 1

4 !
m m

n n m m
n m

m
B J q x C x

m

∞ ∞

= =

= −∑ ∑μ ,      (28) 

где   
( ) ( )( ) ( )

( )
1 2

2

0

2 !
sin 2 1 1

4 !
mm

m

P m
m

m
+

=

∂⎡ ⎤
ϑ = + −⎢ ⎥

∂⎢ ⎥⎣ ⎦ ξ

ξ
ξ

. 

Умножим левую и правую части равенства (28) 
на произведение xJ0(qnx) и проинтегрируем получен-
ные результаты по переменной x в пределах от нуля 
до единицы. После выполнения этих действий можно 
записать, что 

0 0

n
m mn

m

B
C

∞

=

=∑ β
μ

,                             (29) 

где  ( ) ( )
( ) ( )

( )
1

2 1
02 2

01

2 !
1

4 !
m m

mn nm
n

m
x J q x dx

m J q
+= − ∫β . 

Уравнение (29) позволяет приближенно опреде-
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лить первые M + 1 коэффициентов Cm. Действительно, 
равенство (29) можно приближенно записать в сле-
дующем виде 

0 01 1 11 2 21 1 1 0... μM MC C C C B+ + + + =β β β β , 

0 02 1 12 2 22 2 2 0... μM MC C C C B+ + + + =β β β β , 

0 03 1 13 2 23 3 3 0... μM MC C C C B+ + + + =β β β β ,  (30) 
… 

0 0 1 1 2 2 0... μn n n M Mn nC C C C B+ + + + =β β β β , 

0 0 1 1 2 2 0... μM M M M MM MC C C C B+ + + + =β β β β   
где M = n + 1. 

Система линейных алгебраических уравнений 
(30) разрешена относительно искомых констант C0, 
C1, C2, …, CM единственным образом и обеспечивает 
получение данных об электромагнитной обстановки 
создаваемой ферромагнитным диском постоянного 
магнитного поля. 

 
Выводы. На примере ферромагнитного диска, 

совершающего осесимметричные колебания попереч-
ного изгиба, рассмотрены последовательности вычис-
лительных процедур, которые позволяют определить 
амплитуду переменной намагниченности колеблюще-
гося диска и уровни переменного магнитного поля в 
окружающем его пространстве. 
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