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В странах с развитым машиностроением существует тенденция развития 

трехмерного (3D) геометрического моделирования [1, 2]. Однако 
существующие 3D модели недостаточно учитывают особенности абразивного 
инструмента, точность формообразования и снятия припуска при шлифовании 
поверхностей. В современных условиях, когда отечественное машиностроение 
пытается стать конкурентоспособным, гибким и высокоэффективным, эта 
проблема приобретает народнохозяйственное значение. 

Впервые в работе [3] разработаны 3D модель процесса снятия припуска 
и научное положение про роль пятна контакта и его параметров на 
производительность при шлифовании, что подтверждается в монографии [4]. 

В работе [5] впервые разработана общая трехмерная (3D) 
геометрическая модель процесса снятия припуска и формообразования 
обрабатываемых поверхностей при шлифовании со скрещивающимися осями 
кругов и детали. Кинематическая схема формообразования поверхностей, 
которая основана на объединении вращений инструмента и детали вокруг 
скрещивающихся осей, является наиболее общей [6, 7]. Все остальные схемы 
– это ее частичные случаи. 

В работе [8] доказано, что скрещивание осей в одних случаях является 
положительным явлением, например, при продольном шлифовании на 
круглошлифовальных станках, и отрицательным – при врезном шлифовании. 
Рассмотрены [5, 8] схемы шлифования, когда положение осей инструмента и 
детали задается в процессе обработки. При бесцентровом врезном 
шлифовании, где базирование выполняется по обрабатываемой поверхности 
детали и постоянно изменяется в процессе обработки, 3D модели процессов 
съема припуска и формообразования не приведены. 

Целью данной работы является разработка модульных 3D моделей 
процесса съема припуска и формообразования поверхностей вращения с 
различной формой образующей при врезном бесцентровом шлифовании и на 
их базе определение текущего положения оси вращения заготовки и 
допускаемых углов скрещивания осей детали и шлифовального круга. 

Для достижения цели необходимо разработать: 

1. Модульные 3D модели ведущего, шлифовального кругов и опорного 
ножа. 

2. 3D модели эквидистант к поверхностям ведущего, шлифовального 
кругов и опорного ножа. 

3. 3D модели траекторий перемещения оси заготовки в процессе съема 
припуска. 

4. 3D модели, которые описывают углы скрещивания осей детали и 
шлифовального круга при обработке. 

 
Рис. 1 – Схема процесса бесцентрового врезного шлифования 

 
Рассмотрим схему бесцентрового врезного шлифования криволинейной 

и цилиндрической поверхности детали (ø (62…70) h7, длинна 120 мм (рис. 1)) 
с припуском на обработку от 0,2 до 0,3 мм на радиус. Согласно схеме 
обработки (рис. 1), форма образующей шлифовального круга 1 соответствует 
форме образующей обрабатываемой поверхности детали 4. Ось шкOZ  
шлифовального круга расположена параллельно оси OZ  детали. Ось вкOZ  
ведущих кругов 2 выполнена повернутой в вертикальной плоскости на угол 

1o
vedψ =  относительно оси шлифовального круга, что обеспечивает осевую 

фиксацию детали по торцу в процессе шлифования. Опорная плоскость ножа 
3 выполнена параллельной оси шлифовального круга и имеет скос под углом 

25o
nθ =  в сторону ведущего круга 2. 



Построение трехмерных моделей трех инструментов, которые 
принимают участие в процессе обработки, а именно: ведущего круга, 
шлифовального круга и опорного ножа, осуществляется кинематическим 
методом ( 0N V⋅ =

r r
) [7]. То есть, решается прямая задача теории 

формообразования, где профилем детали будут образовываться 
инструментальные поверхности. После этого будет проверятся правильность 
формообразования инструментов, путем определения координат центров 
поперечных сечений детали (точек пересечения эквидистантных 
поверхностей инструментов). Затем будет рассматриваться обратная задача 
теории формообразования, где будет проводится построение траектории 
перемещения оси заготовки в крайних и центральном поперечном сечениях в 
процессе обработки. 

Математическое моделирование процесса бесцентрового врезного 
шлифования проводим на основании модульного аппарата [8] преобразования 
координат с использованием программного пакета MathCAD 11 Enterprise 
Edition немецкой фирмы MathSoft, который наиболее удобный для подобных 
расчетов. 

Уравнение осевого сечения детали запишем с помощью функции 
Хевисайда: 

det ( ) ( ) 35 ( 20) 35 ( 20) ( )
( 100) ( ) ( 100) 35 ( 120,001) 35,

R z Ф z Ф z Ф z cubspline z
Ф z cubspline z Ф z Ф z

= ⋅ − − ⋅ + − ⋅
− − ⋅ + − ⋅ − − ⋅

 

где z – осевая координата детали; det ( )R z  – радиус детали в функции от 
координаты z. 

 
Рис. 2 – Осевое сечение детали 

Поверхность детали образуется путем вращения профиля (рис. 2), 
модульная 3D модель которой имеет вид 

1 det( , ) ( , , ( )) 4,r z θ C z θ R z e= ⋅  

где z  и θ  в цилиндрическом модуле 1C , [8] – независимые параметры, 

которые определяют вид поверхности детали; 4 (0, 0, 0, 1)Te =  – радиус-
вектор начала координат, совпадающего с формообразующей точкой.  

 
Рис. 3 – 3D моделирование поверхности детали 

 
Конструктивные параметры системы (рис. 1): 

det 1 35aR мм=  – радиус цилиндрической части детали (максимальный); 
205shR мм=  – радиус шлифовального круга; 
150vedR мм=  – радиус ведущего круга; 

Расстояние между осями детали и круга 

 det 1( ) sin 4,5 ;
180sh a
πx R R  = + ⋅ ⋅ 

 
 

22,3608ved shx x x мм= = =  – расстояние по оси х; 
2 2

det 1( ) 183,6437ved ved a vedy R R x мм= + − =  – расстояние от оси вкZ  
ведущего круга до оси детали Z  по оси y; 

2 2
det 1( ) 284.1214sh sh a shy R R x мм= + − =  – расстояние от оси шкZ  

шлифовального круга до оси детали Z  по оси y. 
Составим модульную 3D модель ведущего круга. 
Поверхность круга в глобальной системе координат описывается 

матричным уравнением 

1 1 det(Θ, , , ) (0,Θ,0) (0, ,0) (0, , ) ( , , ( )) 4,вк v v ved vedr ψ z θ C S ψ P y x C z θ R z e= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  

где C, S, P – цилиндрический, сферический и прямоугольный модули [8]. 
Векторы касательных к поверхности круга находим из уравнений: 



1 1 det(0,Θ,0) (0, ,0) (0, , ) 2 ( , , ( )) 4;вк
v ved ved

r
A C S ψ P y x D C z θ R z e

θ
∂

= = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
∂

 

1 1 det(0,Θ,0) (0, ,0) (0, , ) 3 ( , , ( )) 4.вк
v ved ved

r
B C S ψ P y x D C z θ R z e

z
∂

= = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
∂

 

Вектор нормали к поверхности ведущего круга, определяется как 
векторное произведение векторов касательных 

(Θ, , , ) (Θ, , , ) (Θ, , , ).v v vN ψ z θ A ψ z θ B ψ z θ= ×  

Вектор единичной нормали равен 
(Θ, , , ) (Θ, , , )

(Θ, , , ) .
(Θ, , , ) (Θ, , , )

v v
v

v v

A ψ z θ B ψ z θ
n ψ z θ

A ψ z θ B ψ z θ
×

=
⋅

 

Вектор скорости вращения ведущего круга описывается уравнением 

1 1 det(Θ, , , ) 2 (0,Θ,0) (0, ,0) (0, , ) ( , , ( )) 4.вк v v ved vedV ψ z θ D C S ψ P y x C z θ R z e= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  

Условие формообразования ( 0N V⋅ =
r r

) имеет вид 

(Θ, , , ) (Θ, , , ) (Θ, , , ).v вк v vVN ψ z θ V ψ z θ n ψ z θ= ⋅  

Углы, которые определяют положение линии контакта ведущего круга 
на поверхности детали, можно определить при помощи блока 
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 ( )1 2( ) , ( )вк вк v вк vKk cspline K ψ K ψ< > < >= ; 

 ( )1 2( ) int ( ), ( ) , ( ) ,вк t вк v вк v вк v tY z erp Kk ψ K ψ K ψ z< > < >= . 
Уравнение линии контакта ведущего круга с деталью описывается 

модульным уравнением 
.4e)R),z(Y,z(C)x,y,0(P)0,,0(S)0,,0(C)z,(Lk ldettвкt1vedvedvved1tvedвк ⋅⋅⋅ψ⋅Θ=Θ  

Профиль ведущего круга равен 
0;Rt =  

1 1

2 2

3 3

(Θ , ) (Θ , , , ( ))
(Θ , ) (Θ , ) (Θ , , , ( )) ;

(Θ , ) (Θ , , , ( ))

вк ved t ved v t вк t

вк ved t вк ved t ved v t вк t

вк ved t ved v t вк t

Lk z Rt n ψ z Y z
R z Lk z Rt n ψ z Y z

Lk z Rt n ψ z Y z

+ ⋅ 
 = + ⋅ 
 + ⋅ 

 

(Θ , ) (0, , ) (Θ , ).ved t ved ved вк ved tVk z P y x R z= − ⋅  
Аналогично можно записать модульные 3D модели для шлифовального 

круга и опорного ножа.  
 

 
 

Рис. 4 – 3D моделирование поверхности детали и ведущего круга 
 
Линия контакта шлифовального круга и детали описывается модульным 

уравнением 
.4e))z(R),z(Y,z(C)x,y,0(P)0,,0(S)0,,0(C)z,(Lk tdettшкt1shshshsh1tshшк ⋅⋅ψ⋅Θ=Θ  

Профиль шлифовального круга находим из выражения 
1 1

2 2

3 3

(Θ , ) (Θ , , , ( ))
(Θ , ) (Θ , ) (Θ , , , ( )) .

(Θ , ) (Θ , , , ( ))

шк sh t шк sh sh t шк t

шк sh t шк sh t шк sh sh t шк t

шк sh t шк sh sh t шк t

Lk z Rt n ψ z Y z
R z Lk z Rt n ψ z Y z

Lk z Rt n ψ z Y z

+ ⋅ 
 = + ⋅ 
 + ⋅ 

 



 
Рис. 5 – 3D моделирование поверхности детали и шлифовального круга 

Линия контакта ножа с деталью описывается произведением трех 
модулей 

1 2 det( , ) (0, , ) (0, , ) ( , ( ), ) 4.n t n n n t n t alLk y z P y x C θ y C z Y z R e= ⋅ ⋅ −  

 
Рис. 6 – 3D моделирование поверхности детали и ножа 

Профиль ножа равен 

1 1

2 2

3 3

( , ) ( , , , ( ))
( , ) ( , ) ( , , , ( )) .

( , ) ( , , , ( ))

n t n n t n t

n t n t n n t n t

n t n n t n t

Lk y z Rt n y θ z Y z
R y z Lk y z Rt n y θ z Y z

Lk y z Rt n y θ z Y z

+ ⋅ 
 = + ⋅ 
 + ⋅ 

 

 
Рис. 7 – Математическая модель зоны обработки 

 
Рассмотрим обратную задачу теории формообразования. То есть, 

построим траектории перемещения оси заготовки в крайних и центральном 
поперечном сечениях в процессе обработки. 

Уравнение профиля образующей заготовки запишем в виде функции 
Хевисайда 

( ) ( ) 35.3 ( 20.8) 35.3 ( 20.8) ( )
( 99.1) ( ) ( 99.1) 35.2 ( 120,001) 35.2.

zagR z Ф z Ф z Ф z cubspline z
Ф z cubspline z Ф z Ф z

= ⋅ − − ⋅ + − ⋅

− − ⋅ + − ⋅ − − ⋅  

 
Рис. 8 – Профиль образующей заготовки 



В процессе обработки (рис. 1) ведущий круг 2 и нож 3 остаются 
неподвижными, врезание производится шлифовальным кругом 1, который 
подается в зону обработки. Путем пошагового расчета получим траектории 
движения оси заготовки в крайних и центральном поперечном сечениях. 

Для расчета запишем радиус-векторы шлифовального и ведущего кругов 
и ножа как функции от расстояний построения эквидистантных поверхностей 

1 1

2 2

3 3

( , ) ( , , , ( ))
( , , ) ( , ) ( , , , ( )) ;

( , ) ( , , , ( ))

n t n n t n t

n n t n t n n t n t

n t n n t n t

Lk y z R n y θ z Y z
R y R z Lk y z R n y θ z Y z

Lk y z R n y θ z Y z

+ ⋅ 
 = + ⋅ 
 + ⋅ 

 

( , , ) (0, , ) ( , , );n t n n n n tNoz y R z P y x R y R z= ⋅  

1 1

2 2

3 3

(Θ , ) (Θ , , , ( ))
(Θ , , ) (Θ , ) (Θ , , , ( )) ;

(Θ , ) (Θ , , , ( ))

вк ved t vk ved v t вк t

вк ved vk t вк ved t vk ved v t вк t

вк ved t vk ved v t вк t

Lk z R n ψ z Y z
R R z Lk z R n ψ z Y z

Lk z R n ψ z Y z

+ ⋅ 
 = + ⋅ 
 + ⋅ 

 

(Θ , , ) (0, , ) (Θ , , );ved vk t ved ved вк ved vk tVk R z P y x R R z= ⋅  
1 1

2 2

3 3

(Θ , ) (Θ , , , ( ))
(Θ , , ) (Θ , ) (Θ , , , ( )) ;

(Θ , ) (Θ , , , ( ))

шк sh t sh sh sh t шк t

шк sh sh t шк sh t sh sh sh t шк t

шк sh t sh sh sh t шк t

Lk z R n ψ z Y z
R R z Lk z R n ψ z Y z

Lk z R n ψ z Y z

+ ⋅ 
 = + ⋅ 
 + ⋅ 

 

(Θ , , ) (0, , ) (Θ , , ).sh sh t sh sh шк sh sh tSh R z P y x R R z= ⋅  

Расчет системы модульных уравнений проводим итерационным 
методом, поэтому изначально задаются приближенные значения неизвестных 
компонент. Суть решения – сначала задается координата Z расположения 
поперечного сечения, потом находятся расстояния построения 
эквидистантных поверхностей к инструментам, при которых точка 
пересечения этих поверхностей находится в заданном сечении. 

Результаты данного расчета заносим в матрицы координат траектории 
движения оси заготовки knzM , kczM , kkzM  в начальном, центральном та 
конечном поперечных сечениях для их дальнейшего графического 
изображения. Первый столбец матрицы отвечает положению пересечения 
эквидистант по координате Х, мм, второй столбец – по координате Y, мм, 
третий столбец – по координате Z, мм. 

Для примера рассмотрим центральное сечение при 60z мм=  при 
расположении шлифовального круга на расстоянии det ( ) 0,3663tR z мм− − . 

Given  ;n datalR R= − det ( );sh tR R z= −  60tz = ; 

1 1(Θ , , ) (Θ , , ) ;ved vk T sh sh tVk R z Sh R z=  

2 2(Θ , , ) (Θ , , ) ;ved vk T sh sh tVk R z Sh R z=  

3 3(Θ , , ) (Θ , , ) ;ved vk T sh sh tVk R z Sh R z=  

1 1(Θ , , ) ( , , ) ;ved vk T n tVk R z Noz y R z=  

2 2(Θ , , ) ( , , ) ;ved vk T n tVk R z Noz y R z=  

3 3(Θ , , ) ( , , ) ;ved vk T n tVk R z Noz y R z=  

1 1(Θ , , ) ( , , ) ;sh sh t n tSh R z Noz y R z=  

2 2(Θ , , ) ( , , ) ;sh sh t n tSh R z Noz y R z=  

3 3(Θ , , ) ( , , ) ;sh sh t n tSh R z Noz y R z=  

( , , ,Θ ,Θ , , , );vk sh n ved sh t Trez Find R R R y z z=  

( )35.17 30.73 35.3 0.0056 0 0 60 60.4 ;Trez = − − − −  

( )4 1 8( , , ) 0 0 60 1TVk rez rez rez = ; 

( )5 2 7( , , ) 0 0 60 1TSh rez rez rez = ; 

( )6 3 7( , , ) 0 0 60 1TNoz rez rez rez = . 

Матрицы координат траектории движения оси заготовки в крайних и 
центральном поперечных сечениях в процессе обработки составляются из 
результатов расчета, которые получают в расчетном блоке. Для нахождения 
матрицы kczM  разница радиусов заготовки и детали (припуск) 0,3663 мм 
разбивается на n-количество частей (например на 7). 

0.000095 0.000008 0
0.0244 0.0521 0

0.048655 0.104143 0
0.072936 0.156217 0
0.097219 0.208289 0
0.121502 0.260365 0
0.145787 0.312444 0

knzM

− 
 − 
 −
 

= − 
 −
 

− 
 − 

; 

0.0573 0.0045 60
0.3658 0.7844 60
0.7323 1.57040 60
1.0986 2.35590 60
1.4656 3.14305 60
1.8334 3.14305 60
2.2015 3.93180 60

kczM

− 
 − 
 −
 

= − 
 −
 

− 
 − 

; 



0 0 120
0.0486 0.1041 120
0.0971 0.2083 120
0.1457 0.3124 120
0.1943 0.4166 120
0.2428 0.5208 120
0.2914 0.6250 120

kkzM

 
 − 
 −
 

= − 
 −
 

− 
 − 

. 

Блок подготовки данных для графического изображения координат 
траекторий движения центров заготовки 

Начальное поперечное сечение 

,1

1.. ( )

i

knz

nz i knz

for i rows M
X Mx M

Mx

∈
= ← ; 

,2

1.. ( )

i

knz

nz i knz

for i rows M
Y My M

My

∈
= ← ; 

,3

1.. ( )

i

knz

nz i knz

for i rows M
Z Mz M

Mz

∈
= ← . 

   

Блоки для центрального и конечного поперечных сечений аналогичны.  

 
а   б   в 

Рис. 9 – Графическая интерпретация траектории движения оси заготовки в процессе 
обработки а) начальное б) центральное в) конечное поперечные сечения 

 
На основании полученных координат траектории движения оси 

заготовки в процессе ее обработки (рис. 9) определяем углы скрещивания 
осей шлифовального круга и детали из выражений 
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где j , ψ  – углы поворота оси заготовки вокруг осей Х, Y. 
Расчет погрешности формообразования осуществляют по методике, 

изложенной в работе [8]. Анализ расчета показывает, что точность 
бесцентрового врезного шлифования зависит от конструктивных параметров 
технологической системы (рис. 1) и погрешности заготовки. На основании 
анализа расчетов для каждой детали можно определить допускаемые 
отклонения заготовки и, как следствие, углы скрещивания осей 
шлифовального круга и детали, которые обеспечивают получение требуемой 
точности формообразования поверхностей вращения с различной формой 
образующей. 

Выводы 
Разработаны модульные 3D модели процесса съема припуска и 

формообразования поверхностей с различной формой образующей при 
врезном бесцентровом шлифовании. Определены текущие координаты 
траектории движения оси вращения заготовки в процессе съема припуска и 
допускаемые углы скрещивания осей детали и шлифовального круга в 
зависимости от конструктивных параметров технологической системы, 
требуемой точности формообразования и максимальных углов наклона 
касательных в крайних точках обрабатываемого профиля, на пример, торовой 
поверхности. 
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