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АНАЛИЗ КОНТАКТНОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ В ЗУБЧАТЫХ И ЦЕПНЫХ ПЕРЕДАЧАХ 
С ЭВОЛЮТНЫМ ПРОФИЛЕМ МЕТОДОМ КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 

Эволютное зацепление – это семейство профилей с выпукло-вогнутым контактом для зубчатых и цепных передач. В статье рассмотрена ме-
тодика анализа НДС с учетом контактного взаимодействия в эволютном зацеплении методом конечных элементов. Она заключается в соз-
дании параметрической 3D-модели зубчатой или цепной передачи, построении упрощенной расчетной модели и создании конечно-
элементной сетки. Выполнены тестовые расчеты, получены распределения контактных напряжений и проведен анализ НДС для зубчатой 
пары и пары зуб–втулка. 
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Введение. Актуальность задачи. Основными 
причинами выхода из строя зубчатых передач являют-
ся усталостное выкрашивание и износ активных по-
верхностей зубьев. Интенсивный износ зубьев звездо-
чек характерен для цепных передач с втулочными це-
пями без роликов в передачах сельскохозяйственных 
и горных машин, а также для гусеничного движителя. 
Как известно, выкрашивание и износ зубьев зависят от 
интенсивности контактных напряжений в зацеплении, 
которую можно снизить увеличением приведенного 
радиуса кривизны профилей ρH. Основной способ уве-
личения ρH без роста габаритов передачи заключается 
в применении зацепления с выпукло-вогнутым кон-
тактом зубьев. Следовательно, разработка и исследо-
вание зацеплений для зубчатых и цепных передач, 
обеспечивающих выпукло-вогнутый контакт, является 
актуальной задачей современного машиностроения.  

 

Постановка задачи. Одним из перспективных 
путей решения этой задачи является применение так 
называемого эволютного зацепления. Это семейство 
профилей для зубчатых и цепных передач с выпукло-
вогнутым контактом, разработанное украинским уче-
ным А.И. Павловым [1] и основанное на построении 
Бобилье [2]. Данное построение заключается в замене 
зубчатого зацепления четырехзвенным шарнирно-
рычажным механизмом. Регулируя геометрические 
размеры механизма, можно синтезировать зацепления 
с различными геометро-кинематическими показате-
лями, непосредственно влияющими на контактную 
прочность и износостойкость. 

Контактные напряжения в зацеплении целесооб-
разно исследовать методом конечных элементов 
(МКЭ), который позволяет анализировать напряжен-
но-деформированное состояние (НДС) всего зуба, а 
именно, получить полную и достоверную картину 
распределения деформаций и напряжений по поверх-
ности контакта и в глубине зуба. Рассмотрим основ-
ные этапы, которые необходимо выполнить в процес-
се анализа НДС зуба при помощи МКЭ. 

 

1. Синтез геометрии зубьев. Выполнив по-
строение Бобилье, мы получаем дифференциальное 
уравнение второго порядка, которое описывает дви-
жение точки контакта между зубьями (или зубом и 
втулкой цепи для цепной передачи). Для зубчатой пе-

редачи уравнение принимает следующий вид [1]: 
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а для цепной передачи [3]: 
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где x0, y0 – координаты точек профиля зуба в системе 
координат, начало которой совпадает с полюсом заце-
пления Р, а ось x0 является касательной к делительной 
окружности радиусом r0; f – коэффициент трения 
скольжения в зацеплении; k=hsinα0 – так называемый 
коэффициент разновидности эволютного зацепления 
[1], являющийся одним из его важнейших параметров: 
он позволяет управлять геометрическими характери-
стиками синтезируемой передачи (h – расстояние ме-
жду полюсом зацепления и центром вращения шатуна 
заменяющего механизма; α0 – угол зацепления в по-
люсе). 

Решая уравнение (1), мы получаем профиль зуба 
рейки, от которого известными методами преобразо-
вания [2] можно перейти к огибающему профилю зуба 
колеса. При решении уравнения (2) мы сразу получа-
ем профиль зуба звездочки. 

На рис. 1 показаны образцы синтезированных 
профилей зубьев для зубчатой и цепной передач. Ре-
шение уравнений (1) и (2) было получено численным 
методом Рунге-Кутта в системе MathCAD при помо-
щи встроенной функции Rkadapt [3, 4]. Профили по-
строены в системе координат x, y, начало которой 
совпадает с центром вращения колеса. Для цепной пе-
редачи ось у совпадает с осью симметрии зуба, а для 
зубчатой передачи ось у совпадает с осью симметрии 
впадины. 
 

2. Построение параметрической твердотель-
ной модели. Для построения параметрических моде-
лей зубчатой пары и пары звездочка-втулка в качестве 
базовой CAD-системы была принята Pro/ENGINEER, а 
в качестве базовой САЕ-системы – ANSYS Workbench.  
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Рабочий профиль и переходная кривая эволютно-
го зуба были построены по 200 точкам в плоскости xy 
с точностью координат 7 знаков после запятой. Точки 
профиля были размещены в рабочей плоскости при 
помощи инструмента Datum Point. Затем при помощи 
инструмента Curve по этим точкам была выполнена 
сплайн-интерполяция профиля. 

 
a 

 

 
б 

Рис. 1 – Профили синтезированных зубьев: 
а – сопряженная пара зубьев зубчатой передачи 

с параметрами – m=4мм, α0=15°, z1=20, z2=40, k=–5; 
б – зуб звездочки цепной передачи 

с параметрами – шаг цепи t=25,4мм, z=20, k=–5 

Численное решение дифференциального уравне-
ния второго порядка (1) или (2) содержит погреш-
ность, приводящую к отклонению синтезированного 
профиля зуба от теоретического. Заданием высокой 
точности решения и увеличением количества точек ин-
тегрирования можно получить практически полное сов-
падение этих профилей. Система Pro/ENGINEER позво-
ляет оценить кривизну построенной кривой (рис. 2) 
при помощи инструмента Curvature. Из анализа гра-
фика видно, что кривизна имеет сглаженные плавные 
переходы. Следовательно, при создании конечно-
элементной модели на базе рассматриваемой геомет-
рии будет достигнута высокая степень точности кри-
визны профиля, что особенно важно в зоне контакта. 

3. Построение конечно-элементной модели. В 
качестве расчетной модели зубчатой пары приняты 
секторы шестерни и колеса. Для случая цепной пере-
дачи использован сектор звездочки и одна втулка це-
пи. В обоих случаях сектор состоит из трех зубьев и 
обода толщиной 3 модуля [5]. Ширина сектора равна 
половине ширины зуба шестерни или звездочки. В 

САЕ-системе задается симметрия относительно сре-
динной плоскости колеса, а также удаляются фаски и 
скругления. В зоне контакта зубьев зубчатой передачи 
и контакта втулки с зубом звездочки создается область 
в виде полуцилиндра диаметром 1,5мм. Это необходи-
мо для задания размера конечных элементов (КЭ), со-
поставимых с размером пятна контакта. Такие упроще-
ния позволят сэкономить время расчета и ресурсы ком-
пьютера без ухудшения точности результата. 

 

Рис. 2 – Кривизна рабочего профиля эволютного зуба 

4. Выполнение тестовых расчетов и анализ 
НДС. После импорта модели в программу ANSYS 
Workbench для расчета нужно внести или создать сле-
дующие данные [6]:  

– создание поверхностей контакта в полюсе с ко-
эффициентом трения 0,1; 

– применение свойств материала (сталь): коэффици-
ент Пуассона ν=0,3; модуль упругости E1=E2=2,1·105МПа; 
плотность ρ=7850кг/м3;  

– тип элементов: для вставки – "hex dominant"; 
для остальной части – "tetrahedrons"; 

– размер элемента: для области в зоне контакта 
0,1мм и 0,05мм; для остальной части 3мм; 

– создание крутящего момента на шестерне во-
круг оси z величиной 281,3Н;  

– внесение граничных условий: для зубчатого 
колеса – полное фиксирование; для шестерни – огра-
ничение всех степеней свободы кроме вращения во-
круг оси z. 

В результате создания КЭ модели было получено 
247 тыс. узлов и 84 тыс. элементов. На рис. 3,а,б пока-
зан общий вид КЭ моделей, а на рис. 3,в – область в 
зоне контакта зубьев с более мелкой сеткой. 

По результатам расчета было получены распре-
деления контактных напряжений на компьютерных 
моделях, показанные на рис. 4 и 5. 

Расчет по формуле Герца дает одинаковые значе-
ния напряжений по всей длине контактной линии. В 
свою очередь, расчет при помощи МКЭ учитывает 
краевые эффекты, поэтому в случае равной ширины 
зубчатых венцов шестерни и колеса контактныенап-
ряжения у торцов зубьев уменьшаются. 

Как видно из рис. 4,б, размер КЭ в области кон-
такта удовлетворяет условию – 4 элемента на ширину 
пятна контакта, что является достаточным при реше-
нии контактной задачи [6]. 
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а б в 

Рис. 3 – Конечно-элементные модели: 
а – зубчатой пары; б – пары звездочка-втулка цепной передачи; в – область в зоне контакта 

а 

 
б 

Рис. 4 – Контактные напряжения в зубчатой передаче: 
а – пятно контакта по половине ширины зуба; 

б – краевой эффект 

Был проведен повторный расчет с размером КЭ в 
зоне контакта 0,05мм для определения погрешности 
расчета. Статистика КЭ моделей и результаты расче-
тов по МКЭ и формуле Г. Герца приведены в таблице. 

Таблица – Анализ результатов расчета 
с различными КЭ сетками 

Размер 
элемента, 

мм 

Узлов, 
тыс. 

Элементов, 
тыс. 

Контактные 
напряжения 
по МКЭ, МПа 

Контактные 
напряжения по 
Герцу, МПа 

0,1 247 84 680 
802 

0,05 490 168 720 
 

Анализ полученных результатов показывает, что 
с уменьшением размера КЭ повышается точность ре-
зультата, однако серьезно возрастают временные и 
вычислительные затраты.  

 
а 

 
б 

Рис. 5 – Контактные напряжения в цепной передаче: 
а – пятно контакта по половине ширины зуба;  

б – краевой эффект 

В заключение приведем эквивалентные напряже-
ния по Мизесу – на поверхности контакта HH  4,0экв   

и глубинные HH  56,0экв
глуб  . Расчет по глубинным 

напряжениям имеет большое значение для зубьев, 
подвергнутых поверхностной термической и химико-
термической обработке. 

Распределение эквивалентных напряжений по 
Мизесу показано на рис. 6,а и 7,а. Для большей нагляд-
ности и оценки концентрации глубинных напряжений 
приведены рис. 6,б и 7,б. Они отображают изменение 
напряжений по Мизесу в сечении зуба (в данном случае 
– посередине венца); такая возможность является пре-
имуществом в расчетах с помощью МКЭ.  
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Рис. 6 – Эквивалентные напряжения в зубчатой передаче: 
а – по Мизесу; б – по Мизесу в глубине зуба 

 
а 

 
б 

Рис. 7 – Эквивалентные напряжения в цепной передаче: 
а – по Мизесу; б – по Мизесу в глубине зуба 

Анализ рис. 6,б и 7,б показывает характерные 
концентраторы напряжений в теле зуба около пятна 
контакта. 
 

Выводы:  
1. Эволютное зацепление с выпукло-вогнутым 

контактом позволяет повысить нагрузочную способ-
ность зубчатых и цепных передач по критериям кон-
тактной выносливости и износостойкости.  

2. Выполнен синтез профилей эволютного зубча-
того и цепного зацеплений на основе построения Бо-
билье. Получено численное решение разрешающих 
дифференциальных уравнений методом Рунге-Кутта. 

3. На основе синтезированных профилей по-
строены твердотельные параметрические модели эво-
лютных зубчатой пары и пары звездочка-втулка. Ана-
лиз кривизны рабочего профиля зуба показал пригод-
ность модели к расчету контактного взаимодействия. 

4. Усовершенствована методика модификации 
компьютерной модели для импорта в CAE-систему. 
Основной необходимостью для этого была экономия 
ресурсов компьютера и времени для расчета методом 
конечных элементов.  

5. Проведен анализ НДС зуба цилиндрической и 
цепной передач. Определены контактные напряжения 
и эквивалентные напряжения по Мизесу. 

6. Анализ данных, полученных при помощи МКЭ 
и на основе решения контактной задачи Герца, пока-
зал схожие результаты – при расчете с размером КЭ в 
зоне контакта, равным 0,1мм, погрешность составила 
15%, а при размере КЭ 0,05мм – 10%, что является до-
пустимым для инженерных расчетов. 
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