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Аннотация. В статье обсуждается построение модели производственной поточной линии с учетом ограничений на 

технологическую траекторию движения предметов труда. Рассмотрено влияние на траекторию движения предмета 

труда производственного фактора, связанного с ограничением максимальной емкости межоперационных накопителей. 

Проанализировано ограничение, связанное с последовательным порядком обработки предметов труда. Построено 

уравнение для нормативной технологической траектории с учетом названных ограничений на траекторию движения 

предметов труда, которое может быть использовано для замыкания балансовых уравнений PDE-моделей производ-

ственных поточных линий. 

Ключевые слова: уравнение Эйлера, производственная линия, массовое производство, незавершенное производство, 

формализм Лагранжа, технологическая траектория, поточная линия, PDE-модель. 

 
Введение 

 

Регулярные изменения номенклатуры выпускае-

мой продукции обуславливает потребность предприятий 

в проектировании эффективных систем управления 

производством, основанных на современных экономико-

математических моделях описания производственных 

явлений [1–4]. Современные условия функционирования 

промышленного предприятия в условиях неопределенно-

сти требует применение новых, высокоэффективных 

способов и методов управления хозяйственной деятель-

ностью [1–6]. Важное место среди моделей производ-

ственных поточных линий занимают потоковые модели 

[7–12]. Особым классом среди потоковых моделей 

выделены модели поточных производственных линий с 

использованием уравнений в частных производных (PDE-

моделей) [6]. Одним из способов, который дает возмож-

ность замкнуть систему балансовых уравнений PDE-

модели, является подход, использующий усредненное 

уравнение движения предметов труда по технологиче-

скому маршруту. Движение предмета труда по техноло-

гическому маршруту осуществляется при наличии 

различных технологических ограничений. В качестве 

одного из типов ограничений выступает ограничение на 

емкость межоперационных накопителей. Предмет труда, 

прошедший технологическую обработку, перемещается в  

межоперационный накопитель (рис.1). Переполнение 

межоперационного накопителя приводит к остановке 

производственного процесса [13-16]. Межоперационный 

накопитель выступает буфером, который сглаживает 

неритмичность и асинхронность в производительности 

технологического оборудования [17-21]. Другим 

ограничением на траекторию движения предмета труда 

является то, что обработка предмета труда не может быть 

начата, пока не закончена обработка предмета труда, 

следовавшего по технологическому маршруту перед ним 

[22,23]. Ожидая в очереди на технологическую обработ-

ку, предмет труда находится в межоперационном 

накопителе. Это приводит к тому, что технологические 

траектории предметов труда не пересекаются. Техноло-

гическая траектория предмета труда выступает ограниче-

нием для траектории предмета труда, следующего за ним. 

Целью исследования является построение моде-

лей поточных производственных линий с учетом 

ограничений, накладываемых производственной 

системой на траектории движения предметов труда. 

Актуальность работы заключается в построении 

формализованного описания производственной системы в 

форме Лагранжа и непосредственно в выводе уравнения 

движения предметов труда по нормативной технологиче-

ской траектории с учетом ограничений, вызванных 

взаимодействием      предметов     труда     между    

 

 

 
Рис.1. Структура поточной технологической линии 
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собой и с технологическим оборудованием. Уравнение 

движение предметов труда используется для замыкания 

балансовых уравнений PDE-моделей. Точность его 

построения в значительной степени оказывает влияние на 

точность PDE-модели производственной поточной линии 

[20,21,24]. Этим обстоятельством обусловлена актуаль-

ность исследования, проведенного в данной работе. 

 

Постановка задачи 

 

На поточной линии (рис.1) требуется изготовить 

партию однотипных деталей в количестве N  штук. 

Поточная линия включает m  технологических позиций, 

на каждой из которой выполняется m -ая технологиче-

ская операция  M..1m  . Каждая позиция, начиная со 

второй, содержит накопитель, обрабатывающий модуль и 

средства перемещения деталей между позициями (рис.1). 

Для описания работы поточной линии используем 

обозначения   ,mΔS (руб.) - стоимость ресурсов, 

перенесенных обрабатывающим модулем в результате 

выполнения операции; mΔ (час) – эффективное время 

обработки предмета труда на m -ой операции [1]. Общая 

стоимость ресурсов, перенесенных обрабатывающими 

модулями на предмет труда после выполнения m -ой 

операции, вычисляется как сумма затрат по технологиче-

ским операциям: 



m

k

km ΔSS
1

  ,  ,  ,(руб). Нормативный 

темп обработки предметов труда на m -ом модуле 

  mm Δ  /1 ,1  , (шт./час). Для свободной поточной 

линии характеристикой отдельного участка является темп 

совместной обработки     ,1 m , который представляет 

собой темп выхода предметов труда с m -ого модуля 

поточной линии     ,1 m
=   m1,k  ,min  ,1  k

,(шт./час). Полагаем, что технологические режимы 

обработки предмета труда заданы и постоянны в течение 

периода   производственного   цикла   обработки    партии  

 
изделий. Состояние предмета труда будем характеризо-

вать координатами фазового технологического простран-

ства  μS,  [6]. 

Значения параметров состояния и местонахожде-

ния j -ого предмета труда в момент времени t  будем 

определять через стоимости  tS j (руб.) перенесенных на 

него технологических ресурсов и интенсивность переноса 

технологических ресурсов  tj  (руб./час). Закон 

переноса ресурсов при выполнении операции определя-

ется особенностями технологического режима обработки 

[25]. На рис.2 представлен график функции )t(ΔS , 

характеризующей перенос ресурсов на предмет труда в 

результате выполнения операции для разных видов 

процесса обработки. Левый график (рис.2,а) определяется 

тем, что за время mm ΔN   пребывания mN  предметов 

труда в накопителе перед m -ым технологическим 

модулем на них не переносится стоимость ресурсов. К 

таким операциям следует отнести операции механиче-

ской обработки, сборочные операции.  

Второй вид операций определяется тем, что за 

время нахождения предметов труда в накопителях на них 

переносится стоимость ресурсов (правый график, рис. 

2,б). 

Рассмотрим движения предмета труда по техноло-

гическому маршруту, объединяющие операции, при 

выполнении которых перенос ресурсов происходит 

непосредственно во время обработки предмета труда. 

Будем полагать, что в случае, когда деталь находится в 

накопителе, увеличение ее стоимости не происходит. 

После окончания технологической обработки предмета 

труда на m -ом технологическом модуле его стоимость 

возрастает на величину   ,mΔS . Длительность переме-

щения предмета труда из накопителя на технологическую 

позицию много меньше длительности выполнения 

операции.    Траектория   движения   предмета  труда   по 

 

 

 

 
                                                    а)                                                                                        б)  

Рис.2. Перенос технологических ресурсов на предмет труда 
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технологическому маршруту для свободной (незанятой) 

поточной линии определяется уравнением Эйлера: 

 




dt

d
 

 

S

S
S

 

 







 , 
dt

dS
.    (1) 

 

Уравнение (1) допускает решение в аналитическом 

виде для некоторых функций  S  . Для функции вида 

  S2S    уравнение траектории движения 

предмета труда определяется квадратичной функцией 

  2

2

1
ttS  , для функции вида   1 S -линейной 

функцией   ttS  . Рассмотрим движение партии из 5-ти 

деталей по маршруту из 8-ми операций, каждая из 

которых характеризуется значениями   ,mΔS  и mΔ  

(табл.1). Предполагается, что время обработки для m -ой 

операции детерминировано. 

 

Обработка партии предметов труда на свободной 

поточной линии 
 

Технологическая траектория первого предмета тру-

да, движущегося по свободной поточной линии с 

нормативным темпом   mψ 1m, /1  Δ (шт./час) (рис.3), 

удовлетворяет уравнению (1), представлена на рис.4. При 

построении технологической траектории функция 

 ψ  m,ψ  m, ψ  m, S   (табл.1) аппроксимирована 

непрерывной гладкой функцией  S  . Характерные 

точки технологической траектории первого предмета труда  

 
для свободной поточной линии определены целочислен-

ными координатами (   ,mS , m ): 1A (0,0); 1B (1,2); 1C

(6,3); 1D (7,6); 1G (15,8); 1E (16,17); 1K (30,24); 1H

(32,28); 1Q (41,30) (рис.4, рис.5). Буквы, за исключением

1A (0,0), соответствуют координатам окончания m -ой 

операции. Индекс внизу указывает о том, к какому 

предмету труда принадлежит траектория. Если после 

окончания  1m -ой операции предмет труда пролежи-

вает в накопителе перед m -ой операцией, то характерную 

точку начала обработки предмета труда на m -ой операции 

будем обозначать прописными буквами. Отрезок, 

соединяющий точки 5C (6,11) и 
5c (6,15), является 

участком траектории, на котором 5-й предмет труда 

находится в ожидании обработки (рис.6). Аналогичным 

является участок технологической траектории, соединяю-

щий точки 5G (15,18) и 5g (15,44) (рис.6). 

Если движение первого предмета труда по свобод-

ной поточной линии описывается уравнением (1), то 

движение второго и последующих предметов труда 

ограничено состоянием обработки предыдущих. Первое 

ограничение заключается в том, что приступить к 

обработке j -ого предмета труда на m -ой операции 

возможно только после окончания обработки  1j -ого 

предмета труда. В произвольный момент времени 1t  для 

двух точек  11j tS   и  1j tS  траекторий, следующих 

друг за другом предметов труда (рис.5) справедливо 

соотношение 

 

 tS 1j =  tS j +  j12 SS .                (2) 

 

 

 

Таблица 1 

Параметры технологических операций 

 
Номер операции 1-я 2-я 3-я 4-я 5-я 6-я 7-я 8-я 

  ,mΔS , руб. 1 5 1 8 1 14 2 9 

mΔ , час 2 1 3 2 9 7 4 2 




 

m

1k

  ,k  ,m ΔSS ,руб. 1 6 7 15 16 30 32 41 






m

1k

km Δ , руб. 2 3 6 8 17 24 28 30 

  mm Δ  /1 ,1  , (шт./час) 0,5 1 0,33 0,5 0,11 0,14 0,25 0,5 

  


  ,m1 =   m1,k  ,min  ,1  k ,(шт./час) 0,5 0,5 0,33 0,33 0,11 0,11 0,11 0,11 

mmm ΔΔS   /  ,  ,  , (руб./час) 0,5 5 0,33 4 0,11 2 0,5 4,5 

Емкость входного накопителя, Max  m,N  , шт. 10 3 5 7 8 8 8 8 
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                                        а)                                                                       б) 

Рис.3. Темп обработки партии: а–нормативный; б–совместной 

 

 

 
 

Рис.4. Технологическая траектория первого предмета труда 

 

 
 

Рис.5. Ограничение на траектории, накладываемые условиями обработки 
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Аналогично, при  11j tS 

=  2j tS  для двух точек 

 11j tS 
 и  2j tS  траекторий, следующих друг за другом 

предметов труда: 

 

jt = 1jt  +  1j12 St 
,  11j tS 

=  2j tS       (3) 

Первое ограничение можно записать в виде нера-

венства 

    j121j StS  tS j .      (4) 

Функция  mm S  представлена непрерывной 

функцией, так что для точки mSS   

   m12 S =  mm S .       (5) 

Согласно (2)–(4) траектории  1j -ого и j -ого 

предмета труда не могут пересекаться. Второе ограниче-

ние заключается в том, что обработка j -ого предмета 

труда на m -ой операции должна быть закончена позднее, 

чем начата обработка  Max  m,Nj  -ого предмета труда 

на  1m  -ой операции с емкостью входного накопителя 

  Max  ,1mN  . При начале обработки  Max  m,Nj  -ого 

предмета труда на  1m  -ой операции во входном 

накопителе емкостью   Max  ,1mN   освобождается место 

j -ого предмета труда, находящемся в обработке на m -

ой операции. Ограничение, связанное с конечной 

емкостью накопителя, записано в виде неравенства 

 

 


tS
Мах  m,

N-j  tS j .  (6) 

 

Полагаем, что j -ый предмет труда в ожидании 

окончания обработки  Max  m,Nj  -ого предмета труда 

на  1m  -ой операции находится в m -ом модуле.  

Траектория движения j -ого предмета труда в фа-

зовом технологическом пространстве удовлетворяет 

уравнениям 

 

jj S

LL

dt

d

i









,  j

j

dt

dS
 ,  N..1j     (7) 

  0tS j0j  ,    j0j0j t  ,            (8) 

с ограничениями, накладываемыми на технологические 

траектории, связанными с последовательностью 

обработки предметов труда и емкостью накопителей: 

 

    j121j StS  tS j ,  


tS
Max  m,

N-j  tS j .     (9) 

Функцию Лагранжа L  определим как  

 

  jj,SJL      tSStS jj121j1   + 

    tStS jN-j2
Max  m,




,            (10) 

где  jj,SJ  =  j
2

 
2

j S , j0t -время начала 

обработки j -ого предмета труда. 

 

 
Предполагаем, что перенос ресурсов на отдельной 

операции происходит только на один предмет труда. 

Одновременно невозможно обработать на m -ой 

операции два предмета труда, последовательно идущих 

друг за другом. Уравнения движения j -ого предмета 

труда в фазовом пространстве с учетом (5)-(10) прини-

мают вид: 




dt

d j  
 

S

S
S

j 

j 







 +

  
  



















 1
dS

Std
St

j

j12

j121j1 - 2 , 

j

j

dt

dS
 ,                     (11) 

  0tS j0j  ,   j0j0j t  ,  N..1j       (12) 

    j121j StS  tS j
, 01  , 

      tSStS jj121j1   =0, (13) 

 


tS
axM  m,

N-j  tS j , 

02  ,     tStS jN-j2
axM  m,




=0, (14) 

01   при 01j   и  

02   при 0Nj axM  m,   .  (15) 

 

Из условий Куна-Таккера вытекают условия до-

полнительной нежесткости, состоящие в том, что 

множитель Лагранжа k  равен нулю, если ограничение 

выполняется как строгое неравенство, и соответствую-

щий множитель Лагранжа положителен, если ограниче-

ние выполняется как равенство. Решение системы 

уравнений (11)-(15) для партии из пяти предметов труда, 

движущейся по свободной поточной линии с параметра-

ми оборудования (табл. 1) и начальными условиями 

 

   01jΔS 1j  , 

    01jΔ  1j  ,   5..1j            (16) 

представлено на рис.6. Траектория движения j -ого 

предмета труда на участке  jj...gA  определена 

наличием ограничения (4)     j121j StS  tS j , что 

приводит к ожиданию предметов труда перед третьей и 

пятой операцией (рис.8). После пятой операции движение 

предметов труда происходит без ограничения. Уравне-

ние, описывающее движение предметов труда после 

пятой операции имеет вид: 




dt

d j  
 

S

S
S

j 

j 







 ,  j

j

dt

dS
 .    (17) 

  1jΔS 55j  =  51S    ,5S ,   5..1j    (18) 

 

Условия (16),(18) определены темпом совместной 

обработки   


  ,m1  партии предметов труда на участке  

  

“Автоматизированные технологии и производства“ – №4, 2016 27 



  

 

после пятой операции     


  ,m1 ,m1 , 5m   (рис.3), 

который определяет временные интервалы выхода 

предметов труда с пятой и последующих операций 

(рис.6). Если положить для данной партии предметов 

труда начальные условия  

   01jΔS 5j  , 

    01jΔ  5j  ,   5..1j         (19) 

определенные темпом совместной обработки партии 

  


  ,m1 , то ограничения (13),(14) превращаются в 

строгое равенство с множителями Лагранжа k =0. При 

этом система уравнений (17),(18), описывающих 

движение предметов труда по маршруту свободной 

поточной технологической линии, примет вид 
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Решение системы уравнений (19), (20) представле-

но на рис.7. Технологические траектории предметов 

труда сдвинуты вдоль оси времени на величину 5Δ , 

соответствующей времени обработки предмета труда на 

5-й технологической операции. При исходных данных 

(19) решение системы уравнений (20) соответствует 

случаю обработка j -ого предмета труда на 5-ой техноло-

гической операции без ожидания во входном накопителе.  

Следует заметить, что время производственного 

цикла для случая с начальными условиями (19) и (16), 

(12) осталось неизменным. Таким образом, начальные 

условия вида 
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Рис.6. Траектории партии предметов труда с ожидания в накопителе 

 

 

 
 

Рис.7. Траектории партии предметов труда без ожидания в накопителе 

 

28 “Автоматизированные технологии и производства“ – №4, 2016 



  

 
не влияют на время производственного цикла изготовле-

ния партии деталей. 

С увеличением времени между запуском в техно-

логическую обработку предметов труда на первой 

технологической операции до    1

 ,M1






  количество 

предметов труда в накопителях не возрастает. При 

   1

 ,M11Δ





  обработка партии предметов труда 

может быть осуществлена без входных накопителей 

(рис.7). Запуск предметов труда на первой технологиче-

ской операции определяется условием (21). 

 

Обработка партии предметов труда на занятой 

поточной линии 
 

Исследуем движение той же партии деталей (из 5-

ти предметов труда) по технологическому маршруту 

поточной линией, занятой обработкой предыдущей 

партии изделий. Технологический маршрут состоит из 8-

ми операций, каждая из которых характеризуется 

значениями    ,mΔS  и mΔ  (табл.1). На поточной 

линии обрабатывается партия из 10-ти предметов труда. 

Маршрут движения предмета труда состоит из 6-ми 

операций, каждая из которых характеризуется значения-

ми    ,mΔS  и mΔ   (табл.2). Перед обработкой партии 

5-ти предметов труда поточная линия занята обработкой 

партии из 10-ти предметов труда. Траектории движения 

последних предметов труда предыдущей партии 

являются ограничением для траекторий движения 

предметов труда партии, поступающей на обработку. 

Уравнения, движение j -ого предмета труда из посту-

пившей на обработку партии имеют вид: 
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=0. 

 

В рассматриваемом случае при определении траек-

торий движения предметов труда поступившей в 

обработку партии, индекс для   j121j StS    и 

 tS
Max  m,

N-j


 может быть меньше или равен нулю. Это 

означает, что траектория движения предмета труда 

поступившей партии ограничена траекторией движения 

предметов труда предыдущей партии (рис.8). 

 

Заключение 

 

Построено предметно-технологическое описание 

производственного процесса, основанное на законах 

сохранения, характеризующих процесс переноса 

технологических ресурсов на предмет труда, и простран-

ственно  -   временной     структуре      технологического  

 

Таблица 2 

Параметры технологических операций 

 

Номер операции 1-я 2-я 3-я 4-я 5-я 6-я 

  ,mΔS , руб. 3 6 2 8 14 3 

mΔ , час 5 3 6 6 1 8 




 

m

1k

  ,k  ,m ΔSS ,руб 3 9 11 19 33 36 






m

1k

km Δ , час 3 8 14 20 21 29 

  m ,m1 Δ/1   , час/шт  0,2 0,33 0,17 0,17 1 0,12 

  


  ,m1 =   m1,k  ,min  ,k1   , час/шт  0,2 0,2 0,17 0,17 0,17 0,12 

m  ,m  ,m Δ/ΔS   ,
час

грн
 0,6 2 0,33 1,33 14 0,38 

Емкость входного накопителя, Мах  m,N  , шт  5 2 3 4 4 4 
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Рис.8. Начальные траектории предметов труда для занятой линии 

 
процесса. Показано, что параметры управляемого 
производственного процесса являются величинами, 
поведение которых в общем случае обусловлено 
процессами переноса технологических ресурсов на 
предмет труда. Состояние параметров производственного 
процесса определяется состоянием параметров большого 
количества предметов труда, находящихся в разной 
стадии обработки на операциях вдоль технологического 
маршрута. Для вывода нестационарных уравнений 
состояния параметров поточной линии, функционирую-
щей в переходных режимах, получено уравнение 
движения предметов труда. 
 

Выводы 
 

Рассмотрена модель обработки партии изделий на 
свободной поточной линии. Проанализированы ограни-
чения, которые накладывает на технологические 
траектории предметов труда технология производства. 
Получена система уравнений Лагранжа для описания 
изменения свойств партии предметов труда в фазовом 
пространстве с учетом ограничений. Определена область 
значений для начальных условий параметров предметов 
труда, допускающая аналитическое решение системы 
уравнений Лагранжа. Показано, что при соблюдении 
условий непрерывной обработке предметов труда на 
одной или нескольких технологических операций для 
промежутка времени, значительно превышающего 
эффективное время обработки, начальные условия не 
оказывают влияние на темп выпуска продукции. 

Как развитие задачи об обработки партии изделий 
на свободной поточной линии, рассмотрена задача 
обработки предметов труда на поточной линии, занятой 
обработкой предыдущей партии. Получена система 
уравнений Лагранжа для описания движения партии 
предметов труда в фазовом пространстве с учетом 
наложенных ограничений. Аналогично, как и для задачи 
об обработке партии изделий на свободной поточной 
линии, показано, что для промежутка времени, значи-
тельно превышающего эффективное время обработки, 
начальные условия не оказывают влияние на темп 
выпуска продукции при условии непрерывной работы 
технологических модулей для каждой технологической 
операции. 
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Abtract. The article discusses the construction of a model of industrial production line with the constraints on the technologi-

cal trajectory of objects of labor. Showed the influence on the trajectory of the object of labor, which is related to the limited 

maximum capacity operating storage. Analyzed constraint that is associated with the serial order of processing of objects of 

labor. Built equation for the trajectory of the regulatory process, taking into account constraints on the trajectory of the objects 

of labor, which can be used for closing the balance equations PDE-models of industrial production lines. 

Keywords: Euler's equation, the production line, mass production, work in progress, the Lagrange formalism, technological 
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